1. Grundlegende Begriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik

Definitionen:

· Ein Zufallsexperiment kann verschiedene Ergebnisse haben, die mit ω, ω’, ω1, ω2, … bezeichnet werden

· Das Ergebnis eines Zufallsexperiments kann nicht mit Sicherheit vorausgesagt werden. Es hängt vom „Zufall“ ab

· Wir bezeichnen die Menge aller möglichen Ergebnisse mit Ω. Es gilt also: Ω = {ω, ω’, ω1, ω2, …}

· Ergebnisraum, Ergebnismenge, Stichprobenraum

· Ein Zufallsexperiment heißt k-stufig, wenn seine Ergebnisse durch k-Tupel beschrieben werden können

· Unter einem Ereignis A eines Zufallsexperimentes mit der Ergebnismenge Ω versteht man eine Teilmenge von Ω: A Ω

· Wenn bei der Durchführung des Experimentes das Ergebnis eine Element von A ist, so sagt man: „Das Ereignis ist eingetreten“

· Unter dem Gegenereignis zu A versteht man das Ereignis Ā = Ω\A

· Die Ergebnismenge Ω heißt auch das „sichere Ergebnis“

· Das Ereignis ø eines Zufallsexperimentes nennt man auch das „unmögliche Ereignis“

· Seien A1 und A2 Ereignisse des selben Zufallsexperimentes, dann versteht man unter dem Ereignis „A1 oder A2“ die Vereinigung der beiden Ereignisse: A1  A2

· Seien A1 und A2 Ereignisse des selben Zufallsexperimentes, dann versteht man unter dem Ereignis „A1 und A2“ die Schnittmenge der beiden Ereignisse: A1  A2

· Zwei Ereignisse A1 und A2 heißen „unvereinbar“ genau dann, wenn sie nicht gleichzeitig eintreten können: A1  A2 = ø

Sätze:

(1) Für Gegenereignisse Ā und A gilt stets: Ā  A = Ω

(2) Gegenereignisse Ā und A sind stets unvereinbar

2. Absolute und relative Häufigkeit

Definitionen:

· Unter einer Stichprobe versteht man eine Folge von Ergebnissen eines Zufallsexperimentes. Die Anzahl N der Ergebnisse nennt man den Umfang der Stichprobe

· Die Zahl, die angibt wie oft ein Ergebnis in einer Stichprobe vorkommt, heißt die „absolute Häufigkeit von aj“: Hx(aj)

· Die Zahl, die angibt wie oft ein Ereignis in einer Stichprobe vorkommt, heißt die „absolute Häufigkeit von Aj“: Hx(Aj)

· Unter der relativen Häufigkeit eines Ereignisses Aj in einer Stichprobe vom Umfang N versteht man den Quotienten: hx(Aj) = Hx(Aj)/N

Sätze:

(1) Für die absolute Häufigkeit eines Ereignisse Aj in einer Stichprobe vom Umfang N gilt stets: 0 ≤ Hx(Aj) ≤ N

(2) Für zwei beliebige Ereignisse A1 und A2 gilt: Hx(A1 A2) = Hx(A1) + Hx(A2) - Hx(A1 A2)

(3) Für die relative Häufigkeit eines Ereignisse Aj in einer Stichprobe vom Umfang N gilt stets: 0 ≤ hx(Aj) ≤ 1

(4) Für zwei beliebige Ereignisse A1 und A2 gilt: hx(A1 A2) = hx(A1) + hx(A2) - hx(A1 A2)

3. Zufallsvariablen, Häufigkeitsfunktionen

Definitionen:

· Unter einer „Zufallsvariablen“ eines Zufallsexperiments versteht man eine Funktion (eine Abbildung), die jedem Ergebnis ωi Ω eine Zahl X(ωi)  R zuordnet: X: Ω → R; ωi → X(ωi)

· Gilt für die Wertemenge einer Zufallsvariablen X: W(X) = { x1,x2,…, xm }, m  N so bezeichnet man die Ereignisse Al = { ak | X(ak)=xl } kurz mit {X= xl}

· Tritt bei N-facher Durchführung des Zufallsexperimentes das Ereignis {X= xl} mit der relativen Häufigkeit h(xl) = h(X = xl) auf, so heißt die Funktion h, die jeder Zahl xl W(X) die relative Häufigkeit h(xl) zuordnet, die „empirische Häufigkeitsfunktion der Zufallsvariablen X“

· Bei N-facher Durchführung eines Zufallsexperimentes mit der Zufallsvariablen X trete für eine Zahl x  R das Ereignis {X ≤ x} mit der relative Häufigkeit h(X ≤ x) auf. Dann nennt man die Funktion: FX(x): R → [0, 1], die jeder Zahl x  R die relative Häufigkeit FX(x) = h(X ≤ x) zuordnet, die „empirische Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X“

Sätze:

(1) Enthält die Wertemenge einer Zufallsvariablen nur endlich viele Elemente, so gilt für jedes xk  W(X): H(xk)=
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(2) Gilt für die Wertemenge einer Zufallsvariablen X: W(X) = { x1,x2,…, xm } und tritt bei N-facher Durchführung des Zufallsexperimentes ein Ereignis{X= xi} mit der relativen Häufigkeit h(xi) auf, so gilt: 
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4. Statistische Maßzahlen

Definitionen:

· Stichproben-Mittel: 
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· Stichproben-Varianz: 
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· Stichproben-Standartabweichung: 
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· Stichproben-Variationskoeffizient: 
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· Stichproben-Median: 
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· Stichproben-α-Quartil: 
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· oberes/unteres Quartil: 
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· Quartilsabstand: 
[image: image11.wmf]x

0,

75

x

0,

25


· Spannweite: 
[image: image12.wmf]x

n

x

1


· mittlere absolute Abweichung: 
[image: image13.wmf]1

n

i

1

n

x

i

x


· α-getrimmtes Stichproben-Mittel: 
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5. Beschreibung zweidimensionaler Daten

Definitionen:

· empirischer Korrelationskoeffizient: 

· 
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· 
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6. Der Begriff der Wahrscheinlichkeit

Definitionen:

· Ist P eine Funktion, die jedem Ereignis A einer Ergebnismenge Ω eine Zahl P(A) zuordnet, so heißt P eine „Wahrscheinlichkeitsfunktion“ und jeder Funktionswert P(A) die „Wahrscheinlichkeit von A“ genau dann, wenn die folgenden Grundsätze erfüllt sind:

· Für jedes Ereignis A Ω gilt: 0 ≤ P(A) ≤ 1

· Für das sichere Ereignis Ω gilt: P(Ω) = 1

· Für das unmögliche Ereignis ø gilt: P(ø) = 0

· Für beliebige Ereignisse A1,A2 Ω gilt: P(A1 A2) = P(A1) + P(A2) - P(A1 A2)

· Die Werte der relativen Häufigkeit h(A) einer Stichprobe des Zufallsexperimentes sind Näherungswerte für P(A)

· Hat ein Zufallsexperiment eine endliche Ergebnismenge Ω = {ω1, ω2, … ωn } und wird jedem Ergebnis ωk die gleiche Wahrscheinlichkeit p 0 P(ωk) zugeordnet, so heißt das Experiment ein „Laplace-Experiment“ und die zugehörigen Wahrscheinlichkeiten heißen „Laplace-Wahrscheinlichkeiten“ oder „klassische Wahrscheinlichkeiten“

Sätze:

(1) Für zwei unvereinbare Ereignisse (A1 A2 = ø) gilt: P(A1 A2) = P(A1) + P(A2)

(2) Für Gegenereignisse A und Ā gilt: P(A) + P(Ā) = 1

(3) Sind A1,A2,…, Am paarweise miteinander unvereinbare Ereignisse eines Zufallsexperimentes, gilt also stets Ai Aj = ø für i ≠ j, so gilt: P(A1 A2 …  Am) = P(A1) + P(A2) + … + P(Am)

(4) Die Summe der Wahrscheinlichkeiten aller Ergebnisse eines Zufallsexperimentes ist gleich 1: 
[image: image19.wmf]k

1

n

p

k

1


(5) Für ein Ereignis A = {ω1, ω2, … ωm} gilt: P(E) = p1+p2+ … + pm

(6) Wenn für zwei Ereignisse A1,  A2 Ω gilt, A1  A2, so gilt für die zugehörigen Wahrscheinlichkeiten: P(A1) ≤ P(A2)

(7) Bei einem Laplace-Experiment mit der Ergebnismenge Ω = {ω1, ω2, … ωn } gilt für jedes Ergebnis ωk: P(ωk) = p = 
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(8) Hat die Ereignismenge Ω eines Laplace-Experimentes n Elemente und das Ereignis A Ω insgesamt m Elemente, so gilt: P(A) = 
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7. Die Produktregel der Kombinatorik. Stichproben

Definitionen:

· Für alle n, k N mit k ≤ n gilt: 
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Sätze:

(1) Bei einem k-stufigen Zufallsexperiment sei die Anzahl der Möglichen Ergebnisse auf allen Stufen unabhängig vom Ausfall des Versuchs auf den anderen Stufen. Hat das Experiment auf den einzelnen Stufen n1, n2, …, nk mögliche Ergebnisse, so gilt für die Zahl n der möglichen Ergebnisse des gesamten Experiments: 
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(2) Sind S1, S, …, Sk endliche Mengen, so gilt für die Anzahl der Elemente der Menge 
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Geordnete Stichprobe mit Zurücklegen:

(3) Aus einer Urne mit n Elementen kann man genau nk geordnete Stichproben mit Zurücklegen vom Umfang k entnehmen

(4) Es gibt genau nk Möglichkeiten, k Kugeln beliebig auf n Urnen zu verteilen

Geordnete Stichprobe ohne Zurücklegen:

(5) Die Anzahl der Permutationen von n Elementen ist n!

(6) Aus einer Urne mit n Elementen kann man genau 
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 geordnete Stichproben ohne zurücklegen vom Umfang k entnehmen. Es muss k ≤ n sein

(7) Es gibt genau 
[image: image28.wmf]n
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 Möglichkeiten, k Kugeln auf n Urnen zu verteilen, dass in jede Urne höchstens eine Kugel kommt. Es muss k ≤ n sein

Ungeordnete Stichprobe ohne Zurücklegen:

(8) Die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge ist 
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(9) Sind in einer Urne n1 blaue und n2 rote Kugeln, so ist die Wahrscheinlichkeit, eine Teilmenge mit k1 blauen und k2 roten Kugeln zu entnehmen, gegeben durch: 
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Ungeordnete Stichprobe mit zurücklegen:

(10) Die Anzahle der ungeordneten Stichproben vom Umfang k, die man mit Zurücklegen einer Urne mit n Elementen entnehmen kann, ist gegeben durch 
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(11) Die Anzahl der Permutationen von n Objekten von denen je n1, n2, …, nk ununterscheidbar sind, ist gegeben durch 
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(12) Gegeben ist eine Menge von n Elementen. Aus diesen Elementen sollen k-Tupel (mit k ≥ n) derart gebildet werden, dass das i-te Element ki-mal vorkommt. Dann ist die Anzahl dieser k-Tupel gegeben durch 
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8. Wahrscheinlichkeitsfunktion einer Zufallsvariablen

Definitionen:

· Für eine Zufallsvariable X mit der Wertemenge W(X) = {x1, x2, …,xm} heißt die Funktion fx, die jeder Zahl xi  W(X) die Wahrscheinlichkeit 
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 zuordnet, die „Zähldichte“ oder „Wahrscheinlichkeitsfunktion der Zufallsvariablen X“

· Die Begriffe „Wahrscheinlichkeitsmaß“ und „Verteilung“ werden weitgehend synonym gebraucht

9. Verteilungsfunktion einer diskreten Zufallsvariablen

Definitionen:

· Ist X eine Zufallsvariable, so nennt man die Funktion F: R → [0, 1], die jeder Zahl x  R die Wahrscheinlichkeit F(x) = P(X ≤ x) zuordnet, die „Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X“

Sätze:

(1) Enthält eine Wertemenge einer Zufallsvariablen nur endlich viele Elemente, so gilt für jedes xk  W(X): F(xk) = p(x1) + p(x2) + … + p(xk) = 
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10. Erwartungswert einer Zufallsvariablen

Definitionen:

· Nimmt eine Zufallsvariable X die Werte x1, x2, …, xm mit den Wahrscheinlichkeiten p(x1), p(x2), …, p(xm) an, dann heißt die Zahl E(X) = x1 p(x1) + x2 p(x2) + … + xm p(xm) = 
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 der „Erwartungswert von X“

11. Varianz und Standartabweichung einer Zufallsvariablen

Definitionen:

· Nimmt eine Zufallsvariable X die Werte x1, x2, …, xm mit den Wahrscheinlichkeiten p(x1), p(x2), …, p(xm) an und ist E der zugehörige Erwartungswert, dann heißt die Zahl

· 
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 die „Varianz von X“

· 
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 die „Standartabweichung von X“ oder die „Streuung von X“

12. Eigenschaften von Varianz und Standartabweichung

Definitionen:

· Für eine Zufallsvariable X mit einem Erwartungswert E und einer positiven Standartabweichung σ heißt die Zufallvariable Z mit 
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    (für i = 1, 2, …, m)  die „zu X gehörende standardisierte (oder normierte) Zufallsvariable“

Sätze:

(1) Für jede Zufallsvariable X und für beliebige Zahlen a, b  R gilt:

· V(aX + b) = a2 ∙ V(X)

· σ(aX + b) = |a| ∙ σ(X)

(2) Für jede standardisierte Zufallsvariable Z gilt: E(Z) = 0 und V(Z) = σ(Z) = 1

13. Die Ungleichung von Tschebyschew

Sätze:

(1) Für jede Zufallvariable X mit einem Erwartungswert E und einer Varianz Sx2 gilt für jede Zahl a  R>0:   
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(2) Für jede Zufallvariable X mit einem Erwartungswert E und einer Standartabweichung Sx gilt für jede Zahl k  R>0:   
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14. Wahrscheinlichkeitsfunktionen und mehrere Zufallsvariablen:

Definitionen:

· Sind X und Y Zufallsvariablen des selben Zufallsexperimentes, so heißt die Funktion p mit den Funktionswerten 
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 die „gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion der Zufallsvariablen X und Y“

· Zwei Zufallsvariablen X und Y des selben Zufallsexperiments heißen „unabhängig“ genau dann, wenn für alle Paare (xi, yk) (mit i = 1, 2, …, m; k = 1, 2, …, n) gilt: 
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· Sind X und Y zwei Zufallsvariablen, so versteht man unter

· der Summe Z = X + Y: (xi, yj) → zk = xi + yj 

· dem Produkt Z = X ∙ Y: (xi, yj) → zk = xi ∙ yj 

Sätze:

(1) Sind p(xi, yk) die Werte der gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsfunktion zweier Zufallsvariablen X und Y, so gilt für die Wahrscheinlichkeitsfunktionen px von X und py von Y:

· 
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      (für i = 1, 2, …, m) und

· 
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      (für k = 1, 2, …, n)

(2) Die Wahrscheinlichkeitsfunktion pz einer Zufallsvariablen

· Z = X + Y   ist diejenige Abbildung, die jedem Wert zk  W(Z) die Summe aller Wahrscheinlichkeiten p(xi, yj) mit zk = xi + yk zuordnet

· Z = X ∙ Y   ist diejenige Abbildung, die jedem Wert zk  W(Z) die Summe aller Wahrscheinlichkeiten p(xi, yj) mit zk = xi ∙ yk zuordnet

15. Der Erwartungswert einer Summe/eines Produkts von Zufallsvariablen

Sätze:

(1) Für zwei Zufallsvariablen X und Y mit den Erwartungswerten E(X) und E(Y) gilt: 
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(2) Für zwei Zufallsvariablen X und Y mit den Erwartungswerten E(X) und E(Y) gilt: 
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(3) Für zwei Zufallsvariablen X und Y mit den Erwartungswerten E(X) und E(Y), so gilt für alle a, b  R: 
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16. Die Varianz einer Summe von Zufallsvariablen

Sätze:

(1) Für jede Zufallsvariable X mit dem Erwartungswert E(X) gilt: 
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(2) Für zwei Zufallsvariablen X und Y mit den Erwartungswerten E(X), E(Y) und den Varianzen V(X), V(Y) gilt: 
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(3) Für zwei unabhängige Zufallsvariablen X und Y mit den Varianzen V(X) und V(Y) gilt: 
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(4) Für zwei unabhängige Zufallsvariablen X und Y mit den Varianzen V(X) und V(Y) und für zwei beliebige Zahlen a, b  R gilt: 
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17. Die Binomialverteilung:

Definitionen:

· Ein Zufallsexperiment, bei dem nur zwei Ereignisse (
[image: image54.wmf]A

 und 

A

) betrachtet werden, heißt „Bernoulli-Experiment“

· Ist X die Zufallsvariable mit X(A) = 1 und X(Ā) = 0, so bezeichnet man die Werte der zugehörigen Wahrscheinlichkeitsfunktionen mit p und q: p = p(1) und q = p(0) = 1 – p

· Wird ein Bernoulli-Experiment n-mal wiederholt so dass die einzelnen Versuche voneinander unabhängig sind, so spricht man von einer „Bernoulli-Kette“

· Eine Zufallsgröße X mit der Wertemenge W(X) = {0, 1, …, n} heißt „binomialverteilt“ genau dann, wenn für die zugehörige Wahrscheinlichkeitsfunktion px mit einer Zahl 0 ≤ p ≤ 1 gilt: 
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Die Funktion px heißt „Binomialfunktion“ oder „Binomialverteilung“ mit den Parametern n und p und wird mit 
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Sätze:

(1) Die Wahrscheinlichkeit, dass bei einer Bernoulli-Kette von n Versuchen genau k-mal das Ereignis A (Erfolg mit P(a) = p) eintritt, ist gegeben durch: 
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(2) Die Wahrscheinlichkeit, bei einer Bernoulli-Kette von n Versuchen wenigstens einmal Erfolg (A) bzw. Misserfolg (B) zu haben, ist gegeben durch: 
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18. Näherungsformeln für die Binomialverteilung

Definitionen:

· Eine Zufallsgröße X mit der Wertemenge W(X) = {0, 1, …, n} heißt „poissonverteilt“ genau dann, wenn für die zugehörige Wahrscheinlichkeitsfunktion px mit einer Zahl 0 ≤ p ≤ 1 gilt: 
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Die Funktion px heißt „Poisson-Verteilung“ mit Parameter λ (λ > 0) und wird mit 
[image: image61.wmf]Po

 bezeichnet

Sätze:

(1) Für jede binomialverteilte Zufallsvariable X mit E = np und σ2 = np(1-p) gilt, falls np(1-p) > 9 ist: 
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(Lokale Näherungsformel von de Moivre-Laplace)

(2) Für jede binomialverteilte Zufallsvariable X mit E = np und σ2 = np(1-p) gilt, falls np(1-p) > 9 ist: 
[image: image63.wmf]P
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(integrale Näherungsformel von de Moivre-Laplace)

(3) Für jede binomialverteilte Zufallsvariable X mit E = np und σ2 = np(1-p) gilt für ausreichen große Werte von n: 

· 
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· für sehr große Werte von n sogar: 
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19. Die Hypergeometrische Verteilung:

Definitionen:

· Eine Zufallsgröße X mit der Wertemenge W(X) = {0, 1, …, n} heißt „hypergeometrisch verteilt“ genau dann, wenn für die zugehörige Wahrscheinlichkeitsfunktion px mit einer Zahl 0 ≤ p ≤ 1 gilt: 
[image: image68.wmf]r
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Die Funktion px heißt „hypergeometrische Verteilung“ mit den Parametern n, r und s und wird mit 
[image: image69.wmf]Hyp
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 bezeichnet

20. Die Multinomialverteilung:

Definitionen:

· Eine Zufallsgröße X mit der Wertemenge W(X) = {0, 1, …, n} heißt „multinomialverteilt“ genau dann, wenn für die zugehörige Wahrscheinlichkeitsfunktion px mit einer Zahl 0 ≤ p ≤ 1 gilt: 
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Die Funktion px heißt „Multinomialverteilung“ mit den Parametern n, p1, p2, …,ps und wird mit 
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 bezeichnet

21. Erwartungswert und Varianz einer binomialverteilten Zufallsvariablen:

Sätze:

(1) Für eine binomialverteilte zufallsvariable X mit den Parametern n und p gilt: 
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22. Das Bernoullische Gesetz der großen Zahlen:

Sätze:

(1) Bei einer Bernoulli-Kette von n Versuchen sei 
[image: image75.wmf]X

 die relative Häufigkeit des Ereignisses A und p = P(A). Dann gilt für jede Zahl a  R>0: 

· 
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(2) Die Wahrscheinlichkeit dafür, dass bei unabhängigen Durchführungen eines Zufallsexperimentes sich die relative Häufigkeit eines Ereignisses A von der Wahrscheinlichkeit P(A) um weniger als eine beliebige positive Zahl ε unterscheidet, konvergiert für 
[image: image81.wmf]n

 gegen 1

23. Dichtefunktion und Verteilungsfunktion einer stetigen Zufallsvariablen:

Definitionen:

· Eine Zufallsvariable heißt „stetig“ genau dann, wenn ihre Wertemenge W(X) aus (wenigstens) einem Intervall oder aus der Menge R besteht

· Eine Funktion f heißt „Wahrscheinlichkeitsdichte“ („Dichtefunktion“ kurz „Dichte“) genau dann, wenn gilt:

f(x) ≥ 0   für alle x  R    und    
[image: image82.wmf]f
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· Die Verteilungsfunktion F einer stetigen Zufallsvariablen X mit der Dichtefunktion f ist für alle x  R gegeben durch: 
[image: image83.wmf]F
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· Ist X eine stetige Zufallsgröße mit der Dichtefunktion f, so heißt die reelle Zahl

· 
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    der „Erwartungswert“ der Zufallsvariablen X

· 
[image: image85.wmf]V
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    die „Varianz“ der Zufallsvariablen X

Sätze:

(1) 
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      (für alle x  R)

(2) 
[image: image87.wmf]P

a

X

b

F

b

F

a

a

b

f

t

dt
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(3) 
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(4) 
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     (für alle a, b  R)

24. Normalverteilte Zufallsvariablen

Definitionen:

· Die durch den Term 
[image: image91.wmf]x
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 für alle x  R definierte Dichtefunktion heißt „Standart-Normalverteilung“ oder „standardisierte Normalverteilung“ 
[image: image92.wmf]N
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· Eine stetige Zufallsvariable X mit dem Erwartungswert E und der Standartabweichung σ heißt „normalverteilt“ genau dann, wenn ihre Dichtefunktion gegeben ist durch: 
[image: image93.wmf]f
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    (für alle x  R)

und somit ihr Verteilungsfunktion F durch:


[image: image94.wmf]F
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· Die zur Verteilungsfunktion F(x) gehörende Verteilung heißt „Normalverteilung“ 
[image: image95.wmf]N
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 mit Parametern μ und σ2.

Sätze:

(1) Die Standart-Normalverteilung φ mit 
[image: image96.wmf]x
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 hat als Dichtefunktion den Erwartungswert E(X) = 0, die Varianz V(X) = 1 und somit auch die Standartabweichung σ(X) = 1

25. Exponentialverteilung

Definitionen:

· Die Verteilung mit der Verteilungsfunktion 
[image: image97.wmf]1
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 heißt Erlang-Verteilung 
[image: image98.wmf]E
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 mit den Parametern n und λ. 

· Ein wichtiger Sonderfall ist die „Exponentialverteilung“ 
[image: image99.wmf]Exp
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26. Gammaverteilung

Definitionen:

· 
[image: image100.wmf]t
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· Die zur Dichte 
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 gehörende Verteilung heißt    
      „Gamma-Verteilung“ 
[image: image102.wmf],

 mit den Parametern α und β. 

27. Begriff der bedingten Wahrscheinlichkeit:

Definitionen:

· Ist P(A)>0, so nennt man 
[image: image103.wmf]P
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 die „bedingte Wahrscheinlichkeit von B unter der Bedingung A“

· Alternative Schreibweise: PA(B) = P(B|A)

Sätze:

(1) Für beliebige Ereignisse A,  B Ω gilt: 
[image: image104.wmf]P
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(2) Für beliebige Ereignisse A,  B, C Ω mit 
[image: image105.wmf]P
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 gilt: 
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28. Satz von Bayes

Sätze:

Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit:

(1) Für jedes Ereignis A Ω gilt: 
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Satz von Bayes:

(2) Für jedes Ereignis A Ω mit P(A) > 0 gilt: 
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29. Bedingte Zähldichten und Dichten

Sätze:

(1) Es seien X und Y zwei diskrete Zufallsvariablen mit der gemeinsamen Zähldichte 
[image: image109.wmf]f
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die „bedingte Zähldichte von Y unter der Bedingung X“.

(2) Es seien X und Y zwei stetige Zufallsvariablen mit der gemeinsamen Zähldichte 
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die „bedingte Dichte von Y unter der Bedingung X“.

30. Der Begriff der stochastischen Unabhängigkeit

Definitionen:

· Zwei Ereignisse heißen „stochastisch unabhängig“, genau dann, wenn gilt: 
[image: image113.wmf]P
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 Andernfalls heißen sie „stochastisch abhängig“

· Drei Ereignisse A, B, C Ω heißen „stochastisch unabhängig“ genau dann, wenn die folgenden Bedingungen erfüllt sind: 
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 Andernfalls heißen sie „stochastisch abhängig“

Sätze:

(1) Sind A und B zwei voneinander unabhängige Ereignisse, so gilt: 1. PB(A)=P(A), falls P(B) > 0 ist und 2. PA(B) = P(B), falls P(A) > 0

(2) Für zwei Ereignisse A und B gelte P(A) > 0 und P(B) > 0.

· Sind A und B unvereinbar, so sind sie voneinander abhängig

· Sind A und B unabhängig, so sind sie miteinander vereinbar

31. Schätzprobleme

Definitionen:

· Unter dem Stichprobenmittel 
[image: image118.wmf]X

 von n unabhängigen Kopien X1, X2, …, Xn einer Zufallsvariablen X versteht man die Größe: 
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· Unter der Stichprobenvarianz S2 von n unabhängigen Kopien X1, X2, …, Xn einer Zufallsvariablen X versteht man die Größe: 
[image: image120.wmf]S
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Sätze:

(1) Das Stichprobenmittel 
[image: image121.wmf]X

 von n unabhängigen Kopien X1, X2, …, Xn einer Zufallsvariablen X hat den Erwartungswert E(
[image: image122.wmf]X

) = E(X) = E, die Varianz 
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 und somit die Standartabweichung
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(2) Bei hinreichend großem Stichprobenumfang n ist das Stichprobenmittel 
[image: image125.wmf]X

 von n unabhängigen Kopien X1, X2, …, Xn einer Zufallsvariablen X stets angenähert normalverteilt.

(3) Ist X schon normalverteilt, so ist auch 
[image: image126.wmf]X

 - unabhängig vom Umfang der Stichprobe – ebenfalls normalverteilt.

(4) Die aus einer Stichprobe unabhängiger Versuche ermittelte relative Häufigkeit h(A) ist ein erwartungstreuer Schätzwert für die Wahrscheinlichkeit P(A).

(5) Die Stichprobenvarianz S2 von n unabhängigen Kopien X1, X2, …, Xn einer Zufallsvariablen X hat den Erwartungswert E(S2) = σ2, sie ist also erwartungstreu bzgl. der Varianz σ2 der Zufallsvariablen X.

32. Vertrauensintervalle

Definitionen:

· Ist 
[image: image127.wmf]x

 der Mittelwert einer Stichprobe zu einer Zufallsvariablen X, dann heißt ein Intervall 
[image: image128.wmf]x
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 „Vertrauensintervall für den Erwartungswert E zur Sicherheitswahrscheinlichkeit γ“ genau dann, wenn E mit der Wahrscheinlichkeit γ in diesem Intervall liegt, wenn als gilt: 
[image: image129.wmf]P
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Sätze:

(1) Von einer normalverteilten Zufallsvariablen X sei die Standartabweichung σ bekannt, der Erwartungswert E dagegen unbekannt. Eine Stichprobe vom Umfang n habe den Mittelwert
[image: image130.wmf]x

. Dann liegt der Erwartungswert E mit der Wahrscheinlichkeit γ im Vertrauensintervall
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(2) Eine Zufallsvariable X beschreibe die Häufigkeit, mit der ein Ereignis A in einer Stichprobe von hinreichend großem Umfang n auftritt.

Hat diese Stichprobe den Mittelwert
[image: image133.wmf]x

, dann liegt die unbekannte Wahrscheinlichkeit p = P(A) mit der Sicherheitswahrscheinlichkeit γ im Intervall [p1, p2].

Dabei ist 
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   und zγ die durch 
[image: image136.wmf]z
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 festgelegte Zahl.

33. Das testen von Hypothesen

Definitionen:

· Ein „Fehler 1. Art“ oder „α-Fehler“ liegt vor, wenn eine zutreffende Hypothese H0 abgelehnt wird.

· Ein „Fehler 2. Art“ oder „β-Fehler“ liegt vor, wenn eine nicht zutreffende Hypothese H0 nicht abgelehnt wird.

Sätze:

(1) Sei X eine normalverteilte Zufallsvariable mit den Parametern E und σ. Dann ist für eine vorgegebene Zahl E0 die Nullhypothese E = E0 auf Grund einer Stichprobe mit dem Umfang n und dem Mittelwert 
[image: image137.wmf]x

 bei einer zugelassenen Irrtumswahrscheinlichkeit α (für einen α-Fehler) genau dann zu verwerfen, wenn 
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34. Einseitige Tests zu einem unbekannten Erwartungswert

Sätze:

(1) Sei X eine normalverteilte Zufallsvariable mit den Parametern E und σ. Dann kann für eine vorgegebene Zahl E0 die Nullhypothese H0: E = E0 auf Grund einer Stichprobe mit dem umfang n und dem Mittelwert 
[image: image141.wmf]x

 bei einer zugelassenen Irrtumswahrscheinlichkeit α (für einen α-Fehler) bei einem

· linksseitigen Test (H1: E < E0) genau dann abgelehnt werden wenn gilt: 
[image: image142.wmf]E
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· rechtsseitigen Test (H1: E > E0) genau dann abgelehnt werden wenn gilt: 
[image: image143.wmf]x
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Hierbei ist 
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35. Zweiseitiger Test zu eine unbekannten Wahrscheinlichkeit

Sätze:

(1) Für ein Ereignis A und eine vorgegebene (nichtnegative) Zahl p0 kann die Nullhypothese H0: P(A) = p0 auf Grund einer Stichprobe von ausreichend großem Umfang n
[image: image146.wmf]np
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 genau dann mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit α (für einen α-Fehler) abgelehnt werden, wenn für die absolute Häufigkeit n(A) gilt: 
[image: image147.wmf]A
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Hierbei ist 
[image: image148.wmf]E

np

0

, 
[image: image149.wmf]np

0

1

p

0

und die Zahl zα gegeben durch 
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36. Einseitige Test zu einer unbekannten Wahrscheinlichkeit

Sätze:

(1) Für ein Ereignis A und eine vorgegebene (nichtnegative) Zahl p0 kann die Nullhypothese H0: P(A) = p0 auf Grund einer Stichprobe von ausreichend großem Umfang n
[image: image151.wmf]np
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 bei einem

· linksseitigen Test (H1: P(A) < p0) genau dann mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit α (für einen α-Fehler) abgelehnt werden wenn gilt: 
[image: image152.wmf]n
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· rechtsseitigen Test (H1: P(A) > p0) genau dann mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit α (für einen α-Fehler) abgelehnt werden wenn gilt: 
[image: image153.wmf]n
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Hierbei ist 
[image: image154.wmf]E
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37. Gütefunktionen bei Tests zu einem unbekannten Erwartungswert

Definitionen:

· Unter der Gütefunktion g eines Tests mit der Nullhypothese H0: E = E0 versteht man die Funktion, die bei vorgegebener Irrtumswahrscheinlichkeit α (für einen α-Fehler) jedem Wert von E die Wahrscheinlichkeit 1 – β für das Ablehnen der Nullhypothese zuordnet: 
[image: image157.wmf]g
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Sätze:

(1) Bei einem zweiseitigen Test für den Erwartungswert einer normalverteilten Zufallsvariablen X mit der Nullhypothese H0: E = E0 gilt für die Gütefunktion: 
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Dabei sind E0, σ, n und zα die Zahlen wie bei Satz 28.1

(2) Durch einen zweiseitigen Test nach Satz 28.1 wird ein vom Wert E0 mindestens um Betrag d abweichender Erwartungswert E mit der Wahrscheinlichkeit 
[image: image159.wmf]1
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(3) Bei einem

· linksseitigen Test für den Erwartungswert einer normalverteilten Zufallsvariablen X mit der Nullhypothese H0: E = E0 gilt für die Gütefunktion g: 
[image: image161.wmf]g
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· rechtsseitigen Test für den Erwartungswert einer normalverteilten Zufallsvariablen X mit der Nullhypothese H0: E = E0 gilt für die Gütefunktion g: 
[image: image162.wmf]g
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Dabei sind E0, σ, n und zα die Zahlen wie bei Satz 29.1.

(4) Durch einen einseitigen Test nach Satz 29.1 wird ein vom Wert E0 mindestens um den Betrag d abweichender Wert E mit der Wahrscheinlichkeit 
[image: image163.wmf]1

 erkannt, wenn 
[image: image164.wmf]n

2

d

2

 ist.

38. Gütefunktionen bei Tests zu einer unbekannten Wahrscheinlichkeit

Definitionen:

· Unter der Gütefunktion g eines Tests mit der Nullhypothese H0: p = p0 versteht man die Funktion, die bei vorgegebener Irrtumswahrscheinlichkeit α jedem Wert von p die Wahrscheinlichkeit 1 – β für das Ablehnen der Nullhypothese zuordnet: 
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Sätze:

(1) Bei einem zweiseitigen Test zu einer unbekannten Wahrscheinlichkeit 0 = P(A) gilt für die Gütefunktion g bei ausreichend großem Stichprobenumfang n (also für 
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Dabei sind E0, σ, n und zα die Zahlen wie bei Satz 30.1; es gilt dα = n∙cα; 


[image: image168.wmf]z
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(2) Durch einen zweiseitigen Test nach Satz 30.1 wird eine vom Wert p0 um wenigstens den Betrag d abweichende Wahrscheinlichkeit p mit der Wahrscheinlichkeit 
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 erkannt, wenn 
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(5) Bei einem

· linksseitigen Test zu einer unbekannten Wahrscheinlichkeit p = P(A) mit der Nullhypothese P(A) = p0 gilt für die Gütefunktion g bei ausreichend Großem Stichprobenumfang n (also für 
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Dabei sind p0, σ, n die Zahlen wie bei Satz 31.1; es gilt dα = n∙cα;  
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· rechtsseitigen Test zu einer unbekannten Wahrscheinlichkeit p = P(A) mit der Nullhypothese P(A) = p0 gilt für die Gütefunktion g bei ausreichend Großem Stichprobenumfang n (also für 
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Dabei sind p0, σ, n die Zahlen wie bei Satz 31.1; es gilt dα = n∙cα;  
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mit
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(6) Durch einen einseitigen Test nach Satz 31.1 wird eine vom Wert p0 wenigstens um den Betrag d abweichende Wahrscheinlichkeit p mit der Wahrscheinlichkeit 1-α erkannt, wenn 
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 gewählt wird.
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