2. Ubung

1 Boolesche Algebra (2. Aufgaben)
1 Shannonscher Entwicklungssatz (2 Aufgaben)
1 Boolesche Funktionen: (4 Aufgaben)

> DNF, KNF

> DMF, KMF
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Struktur der Booleschen Algebra

Verknipfungsgebilde: BA=[V, &, Q]
Mengenalgebra (MA) Boolesche Algebra (BA)
P(M) v
S e P(M)oderSc M aeV

S a
Operatoren: A, U Operatoren: &, ®
Bezugsmenge: M e P(M) Einselement: eeV
Leere Menge: & € P(M) Nullelement: neV

Interpretation
MA ‘—' BA

Abstraktion
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Schaltalgebra

Binare Boolesche Algebra: Abstraktion
BA2=[{n,e}, ®,®]

Abstrakt

Schaltalgebra: Interpretation

SA=[{0,1}, A, V]

Konjunktion Disjunktion
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Huntingtonsche Axiome In der Schaltalgebra

HO. avbe{01}
anbe{01}
H1. avb=bva
anb=bnaa
H2. an(bvec)=(@ab)v(anac)
av(bac)=(@vb)a(avc
H3. anl=a
av0=a
HA4. ara=0

ava=1
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Schaltalgebra

X1 O O VY
l L, H lL,H
o M Verknupfungs- M )
Eingange gebilde Ausgange
Xhn O O Ym
l L, H L, H
1 1

physikalische GroRe:
Spannung

A

Zweiwertige Signaldarstellung: Ug

v
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Schaltalgebra

Operationen:
g
1

[ [ X2

Serienschaltung (ser) Parallelschaltung (par)

HO: Abgeschlossenheit

X, ser x, € { L, H} X, par X, e {L, H}
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Schaltalgebra

H1: Kommutativgesetze

X; Ser X, = X; Ser X,
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X5
_/
X5
_‘ ‘_
_/|_
X1

X, par X, =X, par x1
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Schaltalgebra

H2: Distributivgesetz

X3 X2 X3
ORI S —————
X, X1 X1
—e *— —e *—o *—
J\_/I N ¢ L ¢ L
X4 X3 X5 X3
X, ser (X,par X;) = X, par (X, serX;) =
(X, ser X,) par (X, ser Xs) (X, par X,) ser (X, par Xs)
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Schaltalgebra

H3: Neutrale Elemente

Y, X
/|_
X
X ser V = X

V: Dauernde Verbindung
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X par U = X
U: Dauernde Unterbrechung
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Schaltalgebra

H4: Inverse Elemente

X
e /g L
X X
__o— L[|
X
—._.—
o Ue V
X ser x = U X par X =V

Voraussetzung: ldeales, gleichzeitiges Schalten
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Boolesche Funktionen

Binare Funktionen binarer Variablen

Xo
Xy

f: {0,1}" — {0,1} f =10
X(n-1)

n unabhangige Eingangsvariablen: x € {0,1} 1=0,..,n-1

2" spezielle Eingangsbelegungen: B; € {0,1}" 1=0, ..., 2"-1
1 abhangige Ausgangsvariable: y € {0,1}

. . n .
n Eingangsvariablen = 22 Funktionen
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Aufgabe 1

Beweisen Sie die beiden Idempotenzgesetze:

eana=a W2 Xxymn= X
eava=a Hy: XAY =z ¥
H3 S
Hy 5 H3c x A& = X
= (aAot) V (ana)
He _
an (et \/OL)
Hy
- an €
H3
- L

qa(\@-o(-

O Institut fur Technische Informatik (ITEC)
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Aufgabe 1

Dualitatprinzip:

Man ersetze: V A 0«1

Man belasse: a<a a<a

H3 H3
arna = (ana)v 0 ava = (ava)al

(ana)v(ana) (ava)a(ava)

H2 _ H2 _

= aan(ava) = av(aana)

H4 H4

= anl = av0

H3 H3

= a g.e.d. = a q.e.d.
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Aufgabe 2

Beweisen Sie die folgende Behauptung:

iavb:avc} ~
anb = aac

Verr.
Bewels:

blorp -
b ifl) b (bva) _—é/—/]

Vorr
b (al/b):: 6(0“/9
I nayv (bne) £ (anb) v (bne)

Vor -

—_—

A
= (anc) Vv (b/\(',) i (dVb)nC
Vore
= AV
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Aufgabe 3 ab vl

Die folgende Boolesche Funktion soll in eine disjunktive
—orm nach den Variablen a, b, c und d in dieser
Reihenfolge entwickelt werden, jedoch hochstens
solange, bis die Restfunktionen nur noch aus einer
Variablen bestehen.

f(d,c,b,a)=(avb)a (cvd) v (cdvab)a(cvd)

Entwickeln Sie f(d,c,b,a) schrittweise. Vereinfachen Sie
die jewelils gefundenen Restfunktionen nur mit folgenden
Regeln:
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Aufgabe 3

e Idempotenzgesetz: ava=a ana=a
e Rechenregeln fir logische Ausdricke mit Konstanten:

lva=1 Ova=a ava=1
OAna=0 lAaa=a ana=0

f(d,c,b,a)=(avb)A (cvd) v (cdvab)a(cvd)

Shannonscher Entwicklungssatz:

(X4, ..y N) :%i TN [LSTRTD SRS W ...,anv é)_(i A F(Xq, oo Xig O, X1, ...,xn]>
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Aufgabe 3

f(d,cb,a)=(avb)a (cvd) v (cdvab)a(cvd)

Entwicklung nach a:

f(dcb,a) = d A { /qv b) n (cvd) V (cd \//IB A(5VJJ\/

a A E(Ovlo)y\ (cw{)\/(cd\mb)v\(cvdﬂ
e o

— (: (cvd) Vv (co/ 23R! (Zvd) ] V
\_\\_//_\‘,/—\\\_/,,____,//’—‘\~————————-”"\\V//"‘-—/

[ A Cevd) v Zd A CEV&’}J

w
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Aufgabe 3

f(d,cb,a)=(avb)a (cvd) v (cdvab)a(cvd)

Entwicklung nach a:

f(dcba) = (avb)a (cvd) v (cdvab)a(cvd)
=a[(lvb)a (cvd) v (Cdvlib)a(Ccvd)]v

a[(0vb)a (cvd) v (CdvOb)a(cvd)l

\Y4

]
)]

g

a[(\ﬂ)v(ﬁavb)/\(av

Y

a[(b)a (cvd) v €d)A(CTv

——

)
d

Restfunktionen nach b entwickeln:
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Aufgabe 3

=a[(cvd) v (cdvb)a(cvd)]v
a[)A (cvd) v €Cd)A(cvd)]
b[(cvd) v (Edvi)a(cvd)]v

‘(cvd) v (mA(Eva)]v
:(M v Cd)Aa(Cvd)]v

() A (Cvd) v €d)A(Cvd)]

—

Q)| QD QD Q)
ol o ol

(Cvd) v (cvd)]v
‘(cvd) v (cd)a(cvd)]v
‘(cvd) v (Cd)Aa(Cvd)]v
[(cd)A(cvd)]

a o © o

Ol T Tl o
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Aufgabe 3

Restfunktionen nach ¢ entwickeln:
(cvd) v(cvd)]v
(cvd) v (Cd)a(cvd)]v
‘(cvd) v (Cd) A(Cvd)]v
Cd)A(cvd)]

0 C (1vc)v(1vd)]v abt|
EC_(E)V(EQ)/\(].VC '
0 Ovd) v (0d)A(0OvoC
vd) v ( d

vd) v
d) v(1Ivd)v abc[(0d) v(0vd)]

— d
a

OlO(.)lo

Q o

O o O Y o
(@]
(@p)
(@)

H‘

1
0

Ivl Ivl N N’
L 1 L

(
(
(
(

= O
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Aufgabe 3

f(dcba) = abcd vabtl v abc0 v abtd v
apc0 vabcd v abc0 v abcd

Disjunktive Normalform:

f(d,c,b,a) = abc

d
abcd
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Dualitatsprinzip

Dualitatprinzip:
Man ersetze: V A Qe l
Man belasse: a<a a<a

Shannonscher Entwicklungssatz:
Disjunktive Form:
(X, o ) =X A (X, vy Xits Ly Xy ooXn] VX A F(Xq, oo Xig O, Xiggs o Xi]

St At i

(X, oo ) = [V (g, ooy Xis O, Xy o Xn] A IV (X, oy Xig L Xig ooX]
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Aufgabe 4

Die folgende Boolesche Funktion soll in eine konjunktive
Form entwickelt werden:

Co v C.O
o ~—

AN
O

f(c,b,a) = (avb) <« (cv(a<kc)) c
av [Covb) e (v (o9 | N
- b =

av [ (vb) e (ev U g) |

—

d C

o tow e

\/\/\/\—-)

~ [61 Y (b@c)j !

[
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b o] & | <

SN / O

O 4 v, 1

A0 O d
DNE La vba

—
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KNF

ba v ba

(Bva) n (buz)

U2-24



av (be )
besc = [bw\ (Oec)j\/[gl\(/lc—)c)j
- CBI\ZJ Vv CE}/\Q)
/(“1[ = av (Uol\cf)v Cg/\c)>

(/(C,Io[a) = Ca, v L \/Z) N (a VE\/C>

= Tpe(y 2 )

U2-25
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Aufgabe 5: "Farmer” s Dilemma”

Farmer, Wolf, Ziege und ein Kohlkopf befinden sich auf einer Flussseite.
Der Farmer besitzt ein Boot, welches ihn selbst sowie einen weiteren
Gegenstand tragt. Er mochte nun mit allen Gitern auf die andere Seite
des Flusses gelangen. Ungllcklicherweise frisst der Wolf die Ziege bzw.
die Ziege den Kohlkopf, wenn er diese unbeaufsichtigt lasst. Zur
Vereinfachung sei angenommen, dass die Uberfahrt keine Zeit benétigt,
der Bauer also entweder am linken oder am rechten Ufer ist.

Damit nun der Bauer nicht versehentlich Wolf und Ziege bzw. Ziege und
Kohl allein lasst, soll ein Warnsystem aufgebaut werden, welches in
diesen Fallen Alarm auslost.

Die Buchstaben f, w, z, und k bezeichnen Farmer, Wolf, Ziege und den

Kohlkopf. Ist der Wert einer solchen Variablen O (1), dann befindet sich
der entsprechende Gegenstand auf der linken (rechten) Flussseite.

« Geben Sie die Funktionstabelle der Alarmfunktion a (f,w,z,K) an
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Losung

Funktionstabelle: I w z K| a
O O O o0 o0
O O O 10
0 0 1 0|0
0 0 1 1|1
0 1 0 0|0
0 1 0 1|0
0 1 1 Ol «pNF?
0 T 1 1|4
1 0 0 0|1
1 0 0 1|n e KNF ?
1 0 1 O] O
10 1 1,0 e Dilemma-Ldsung ?
1 1 0 0|n
1 1 0 1| 0
1 1 1 0] 0
1 1 1 1| 0
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DNF: Farmer's Dilemma

—)

PRPRFRPRRPRPRPRPRPPOOOOOOOO|™

2 ({1 k) = YUNE(3, 6,3 ¢,9,12)

Piazky § wabk v VP IETY
VKJ}Q l/gﬁ \ ZE

COO0ORrRPOCOFRPFRPFPPRPOOFRLPOOO|2

PFRPRRPFRPOOOORRPFPROOOO|S
PFRPOORRFROOFRROORRLROO|N
POROROFROFRORORFRORO|X

D
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KNF: Farmer's Dilemma

QCQ[U’\/) %{[@): Wﬁ’x£(@141 ¢ | th,/lo,/m,

4QA%A§)

= (fruvevi)n (Evwuzy b ae

(Ivv_u\/??v Q)A,(qﬂﬁui—v@)

CoOoroOooOorRP,rPRPRPLPOORLROOO|®
> . :

PFRRRPRRPRRPRPROOOOOOOO|—
PFRPRRPFRPOOOORRPFPROOOO|S
PFRPOOFRRFROOFRRFROORPFOO|N
RFORORFRORFROFRORORORO|X
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Aufgabe 6

Bestimmen Sie die beiden Normalformen der Schaltfunktion

f(c,b,a)=cv ba

.I:

P = B O O O O |o
Rk O O Rk O O |T
_ O Fk O — O Pk O |
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Aufgabe 6

Bestimmen Sie die beiden Normalformen der Schaltfunktion

f(c,b,a)=cv ba

.I:

P = B O O O O |o
Rk O O Rk O O |T
_ O Fk O — O Pk O |

Institut fir Technische Informatik (ITEC)

Dr.-Ing. T. Asfour & Prof. Dr.-Ing. U. D. Hanebeck U2-3l



Aufgabe 7

Es soll eine Notstop-Schaltung flr einen mobilen Roboter
realisiert werden. Der Roboter hat drel Sensoren, die
drohende Kollisionen mit Hindernissen erkennen. Der
Roboter darf weiterfahren, wenn mindestens zwei Sensoren
keine Kollisionsgefahr melden.

» Geben Sie die Schaltfunktion der Schaltung in disjunktiver
Normalform an

» Vereinfachen Sie die DNF soweit wie mdglich
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Aufgabe 7 907 i

> S S f DNF -

o 0 o0 @ -

0 0 1 0 qﬁzngj’wgo) ;W{\)H 3[ LS( 6( %)
0 1 0] ¢ ~ _ _
o 1 1| M = 8,658 v 9,85,V i%/gisov
1 0 0] ¢ 22, Se

1 0 1[4

1 1 O //' = 5,8 8,V g?sou <, 8,
11 114
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Aufgabe 8

Es soll eine Schalthetz entworfen werden,
von zwel Dualziffern a; und b, addiert und

das die Summe
dabel den

Ubertrag c;, aus der vorhergehenden Stelle berticksichtigt.

Ausgabevariablen sind die Summe s; unc
Addition evtl. entstehende Ubertrag ¢,

e Geben Sie die Funktionstabelle an
e Geben Sie die DNF von s; an
» Geben Sie die KNF von ¢, an

Institut fir Technische Informatik (ITEC)
Dr.-Ing. T. Asfour & Prof. Dr.-Ing. U. D. Hanebeck

der bei der

é7(/1-—4 o (07 ‘QO
au_’/l -t " 44 a—O
o

U2-34



Aufgabe 8

Funktionstabelle

o
o
.

Cout

O O O ol&
S

f—
el = N e I i e B s B |
-~ OO XN O AN N O|»

0
1
1

N o U N R
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Aufgabe 8

DNF von s;-

g B3 G | S Com
i i in i ou S; (a. {0. C: | = M(N{»(/{ Z(]L'q_)
0 0 010 0 ((11/11/;) LE1T
8 (1) (1) } 8 = 57,;1 C"W v Zf—ll b,‘ Cfl/} 1%
01 1]0 1 a; b Co, v 97 boj iy
I 0 011 O

o 1 [0 1

L 0 [0

I 1 |1
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Aufgabe 8

KNF von ¢

out

a; bg Cin | Si Cout Can/CQHb]‘{@fM> — VI AxE (OI/II”Z’L[)
O 0 0110 O _
00 1]1 0 < @iveivicy)(aivbivay)
A A Py s
L 0 0|1 0

0O 1 10 4

I 0 [0

I 1 |1
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