2. Ubung

1 Boolesche Algebra (2. Aufgaben)
1 Shannonscher Entwicklungssatz (2 Aufgaben)
1 Boolesche Funktionen: (4 Aufgaben)

> DNF, KNF

» DMF, KMF

Institut fur Technische Informatik (ITEC)
Dr.-Ing. T. Asfour & Prof. Dr.-Ing. U. D. Hanebeck

Schaltalgebra
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Schaltalgebra

H3: Neutrale Elemente

= Ak

X
S
x ser V = x X par U = x

V: Dauernde Verbindung U: Dauernde Unterbrechung
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Aufgabe 1
Dualitatprinzip:
Man ersetze: VA 0e1
Man belasse: a<>a a<a
H3 H3
arna = (ana)v 0 ava = (ava)al

'_=|4 (ara)v(aaa) H=4 (ava)a(ava)

2 _ 2 _
= an(ava) = av(ana)
H4 H4

= anl = av0

H3 H3

= a q.ed. = a q.ed.
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Struktur der Booleschen Algebra

Verknupfungsgebilde: BA=[V, &, ®]
Mengenalgebra (MA) Boolesche Algebra (BA)
P(M) \Y%
SeP(M)oderScM a e_V

S a
Operatoren: U Operatoren:  ®, ®
Bezugsmenge: M e P(M) Einselement: eeV
Leere Menge: & € P(M) Nullelement:  neV

P Interpretation
MA £ > BA
Abstraktion
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Schaltalgebra

Operationen:

o el

Serienschaltung (ser)

Parallelschaltung (par)
HO: Abgeschlossenheit

X, ser x, € {L, H} X, par X, € {L, H}
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Schaltalgebra
H4: Inverse Elemente

X

—¢ —eo—T

X X
X
U 4070—
xserx = U X par X = V

Voraussetzung: Ideales, gleichzeitiges Schalten
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Aufgabe 2

Beweisen Sie die folgende Behauptung:

iw:avc}: b=c

aAb =aac

02-10

Vevr.
Beweis:

berp- Var.

b i!ry) b (bva) 14 b (avb) = 6(Mc)
:Hl (bra) v (bnc) —f (anb) v (bnc)
Verr -
=" (ane) v (bac) 2’7 (avbinc
Yoty

Institut firr Technische Informatik (ITEC)

Dr.-Ing. T. Asfour & Prof. Dr.-Ing. U. D. Hanebeck V214

Schaltalgebra

Binare Boolesche Algebra: Abstraktion

BAZ:[{n,e},Q\,\@\}

T Abstrakt

Schaltalgebra: Interpretation
SA=[10,1}, A, V]

~
Konjunktion Disjunktion

Huntingtonsche Axiome in der Schaltalgebra

Ho. avbe {01}
anbe {01}
H1. avb=bva
anb=bnaa
H2. an(bvec)y=(@nab)v(anac)
av(bac)=(avb)a(ave)
H3. anl=a
av0=a
H4. arna=0
ava=1
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Schaltalgebra
H1: Kommutativgesetze

X; Ser X, = X; Ser X, X; par X, =X, par x1
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Schaltalgebra

H2: Distributivgesetz

XZ } Xl | I—
X : /
X3 X, X3
Xy /
Xy X3 Xy X3
X, Ser (X, parX) =
(X, ser X,) par (X, ser Xs)

X, par (X, serXxs) =
(X, par X,) ser (X, par Xs)
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Boolesche Funktionen

Binare Funktionen bin&rer Variablen

%o

oy ->on " | f

X

y=1(X)

n unabhéngige Eingangsvariablen: x; € {0,1} i=0,..n-1
2n spezielle Eingangsbelegungen:  B; e {0,1}" i=0, .., 2"-1
1 abhéngige Ausgangsvariable: y € {0,1}

. ) n )
n Eingangsvariablen = 22" Funktionen
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Aufgabe 1

Beweisen Sie die beiden Idempotenzgesetze:

V28

cana=a 3. xvnm= X
rava=a g XAT =1

H3 Z o<
AN = (AAa)V n Bd X = &

Hy B Hs xAe = X

= (ko) v (and)

1z _

- an (o vm)

H

an e

H3

= o

%‘o_ro(r
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Aufgabe 3 sbé vbe
Die folgende Boolesche Funktion soll in eine disjunktive
Form nach den Variablen a, b, ¢ und d in dieser
Reihenfolge entwickelt werden, jedoch héchstens
solange, bis die Restfunktionen nur noch aus einer
Variablen bestehen.

f(dcba)=(avb)a (cvd) v (cdvab)a(évd)

Entwickeln Sie f(d,c,b,a) schrittweise. Vereinfachen Sie
die jeweils gefundenen Restfunktionen nur mit folgenden
Regeln:
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Aufgabe 3

« Idempotenzgesetz: ava=a ana=a
« Rechenregeln fir logische Ausdriicke mit Konstanten:

U212

lva=1 Ova=a ava=1
0Aa=0 laa=a ana=0

f(dcba)=(avb)a (cvd) v (cdvab)Aa(cva)

Shannonscher Entwicklungssatz:

f(Xy, o ) =%, AF(Xy, oo x,_l,}, Xists ..A,xﬁvéi, ATy, oo Xig 0, Xig, A..,x,‘]j
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Aufgabe 3

f(d,c,b,a)=(avb)a (cvd) v (cdvab)a(évd)

Entwicklung nach a:

fdcba) = {(41\/ b) n (evd) v (Ed . b N@ V&UJ\/

an [(uwo)m (cvd)v(cdwb)v\Ccv@AB
b

a [ wa) v (Fd vbyn (Zvd) ] v
WN

Gl b on Cevd)vEd a Cgv&‘};}
_——
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Aufgabe 3

fdcba) = abcd vabCl v abc0 v abtd v
abc0 vabecd v abc0 vabecd

f(dcba) = abcd vabE(dvd) v abtd v
abtd v abtd
Disjunktive Normalform:
f(dcba) = abcd vabcd v abcd v abcd v
abtd v abcd
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av (be )
bese = [bw(ﬁ@a}jV[gk(ﬁc—)@]
Cenc] v [hne)
Ad = av (ae)v (bne))
lha) = (avbvz) n Cavbuyc)

bl

(r

Tk (y 2 )
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KNF: Farmer's Dilemma

o

ald vz k)= TIa(6,4,2, 4,5 10,4,

516 w)

= ﬁq(VWV%v‘a)/\(quwl/ZvE)'&w‘-

(Jvivivi)a vwvlvla/

HFORPORORORORORORO|X
&

PRrRRPRPPPRPOOOOOOOO|™
PRPRPPOOOORRRRPROOOO|S
PROORROORROORROON
OCOOrROORRRERFEROOROOO
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Aufgabe 3

f(d,c,ba)=(avb)a (cvd) v (cdvab)a(évd)

Entwicklung nach a:
f(dcba) = (avb)a (cvd) v (tdvab)a(cvd)

a[(1vb)a (cvd) v (€dvib)a(cvd)]v
a[(0vb)a (cvd) v (CdvOb)a(cvd)

a[(cvd) v (€dvb)a(cvd)v
a[)a (cvd) v (Cd)a(Svd)]

Restfunktionen nach b entwickeln:
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Dualitatsprinzip

Dualitatprinzip:

Man ersetze: VA 01

Man belasse: a<a a<a

Shannonscher Entwicklungssatz:

Disjunktive Form:

e 1) =X ATy Xty L Xy e Xe] VG A TRy X, 0, X, 0]

Konjunktive Formj

gy s 1) = D6V TG, o Xt 0 Xy o Xa] A DGV TG, o Xig L Xy X
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Aufgabe 5: "Farmer”s Dilemma”

Farmer, Wolf, Ziege und ein Kohlkopf befinden sich auf einer Flussseite.
Der Farmer besitzt ein Boot, welches ihn selbst sowie einen weiteren
Gegenstand tragt. Er mochte nun mit allen Gutern auf die andere Seite
des Flusses gelangen. Ungliicklicherweise frisst der Wolf die Ziege bzw.
die Ziege den Kohlkopf, wenn er diese unbeaufsichtigt lasst. Zur
Vereinfachung sei angenommen, dass die Uberfahrt keine Zeit benétigt,
der Bauer also entweder am linken oder am rechten Ufer ist.

Damit nun der Bauer nicht versehentlich Wolf und Ziege bzw. Ziege und
Kohl allein lasst, soll ein Warnsystem aufgebaut werden, welches in
diesen Féllen Alarm auslost.

Die Buchstaben f, W, z, und k bezeichnen Farmer, Wolf, Ziege und den
Kohlkopf. Ist der Wert einer solchen Variablen 0 (1), dann befindet sich
der entsprechende Gegenstand auf der linken (rechten) Flussseite.

- Geben Sie die Funktionstabelle der Alarmfunktion a (f,w,z,k) an
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Aufgabe 6

Bestimmen Sie die beiden Normalformen der Schaltfunktion
f(c,ba)=Ccv ba

f

PP PP OO0OOO|o
PP OO PPk OOoO|T
PORO FPORFRO|m
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Aufgabe 3

=a[(cvd) v (€dvb)a(cvd)]v
a[()a (cvd) v Cd)a(cvd)]
ab[(cvd) v (Edvi)a(cvd)v
ab[(tvd) v (cdvO0)a(Evd)lv
ab[(1)a (cvd) v €d)a(Tvd)]v
ab[(0)a (cvd) v €d)a(cvd)]

ab[(cvd) v (Svd)lv
ab[(cvd) v (cd)a(cvd)]v
ab[(cvd) v (Td)a(Tvd)]v
ab[(Cd)A(cvd)]

Aufgabe 3

Restfunktionen nach c entwickeln:
=ab[(cvd) v(cvd)]v

ab[(cvd) v (cd)a(cvd)]v
ab[(cvd) v (€d) A(Cvd)lv
ab[(Cd)a(cvd)]

=abc[(1vd) v(Ivd)vabt[(0vd) v(0vd)lv
abc[(Tvd) v (Id)a(Ivd)lv
abt[(0vd) v (0d)A(Ovd)]v
abe[(Ivd) v (Id)a(Ivd)v
abt[(0vd) v (0d)A(0vd)]v
abe[(1d) v(Ivd)vabec[(0d) v(0vd)l
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Aufgabe 4

Die folgende Boolesche Funktion soll in eine konjunktive
Form entwickelt werden:

f(c,b,a) = (avb) e (cv(a<x) ¢ °
= av [Covg)&> (cv (oer—)cJ)j A
av [(ww@ Cev u@q)j

= EDLV [boes KJjAM

Ea v (Qb)c)j 7
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PAE ba v ba

wr:  bg vba _
wE.: (hva)n (buz)

wwFy (bvadn (bve)

&>
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DNF: Farmer‘s Dilemma

o

2 (k)= NE(3, 6,9 f,j,m)
Zo2ky fuzk v fuakvy
ST v f0TL v Ju ik

PRRPRPOOOORRRELRFLPOOOO|S
PRPOORRFROORRFROORRFROO|N
PORPORPROROROROROROIX
OO0OOrROORRPRFRPPRPOOFROOO

Losung
Funktionstabelle: _f _w 2z k| a
0 0 0 0/]0
0 00 1|0
0 01 0|0
00 1 1|4
0 10 0|0
0 10 1|0
0 1 1 0/  .pNF?
0o T1 1|a
1 00 04
1 0 0 1|q *KNF?
101 0|0
101 110  .pilemma-Losung ?
11 0 07
110 1]0
1 11 0|0
111 1]o0
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Aufgabe 6

Bestimmen Sie die beiden Normalformen der Schaltfunktion
f(ch,a)=cv ba

f

PR RPPR OOOO|o
PP OO kP OO|oT
PORPO FPOPRFRO|m
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Aufgabe 7

Es soll eine Notstop-Schaltung fiir einen mobilen Roboter
realisiert werden. Der Roboter hat drei Sensoren, die
drohende Kollisionen mit Hindernissen erkennen. Der
Roboter darf weiterfahren, wenn mindestens zwei Sensoren
keine Kollisionsgefahr melden.

> Geben Sie die Schaltfunktion der Schaltung in disjunktiver
Normalform an

> Vereinfachen Sie die DNF soweit wie mdglich
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Aufgabe 7 S50 e Aufgabe 8 Aufgabe 8 Aufgabe 8

f Es soll eine Schaltnetz entworfen werden, das die Summe Funktionstabelle DNF von s;-

2 S S | > ONF von zwei Dualziffern a; und b; addiert und dabei den @ b 6 @ b
0 0 0 T Ubertrag c;, aus der vorhergehenden Stelle beriicksichtigt. i Vi Cin | Si Cout @i Ui Cin | Si Cout A G ) = AINE(1 2,6 F)

< ~NWE(B 86 g Cip 9 9 S i O L% Cowt sy (A Gy = 174
0 0 1]o UG8, ) = TUEL3 61 6 F) Ausgabevariablen sind die Summe s; und der bei der 00 0|0 © 00 0|0 O 1002 Giy) i
0 1 0]0o _ Addition evtl. entstehende Ubertrag c,,, N 6 b 0o 0 114 o 00 1|1 0 o 7

= - L % = ab G, v abl, v
0 1 1| = 565 v 685 Y L85 af e 01 0l4 o 01 ol1 o 7 o 1 01 Gy
1 0 0 0 5,8 ¢ * Geben Sie die Funktionstabelle an - 0 1 1 0 1 a; by Gy v arb; QW

1 Se i i
1 0 1|4 R « Geben Sie die DNF von s; an < 0 1 1 0 /( 1 0 0 1 0
1 1 0 1 oSS sTs U 5, « Geben Sie die KNF von c,, an 10 0|1 e} 10 110 1
11 4 4 2 S 10 110 A1 1 1 00 1
E: (525v5,3)8, v gzg4ig 11 0|0 4 T R N T
11 1|4 1

Institut fur Technische Informatik (ITEC) U238 Institut fur Technische Informatik (ITEC) Institut fur Technische Informatik (ITEC) 0235 Institut fr Technische Informatik (ITEC)
Dr.-Ing. T. Asfour & Prof. Dr.-Ing. U. D. Hanebeck Dr.-Ing. T. Asfour & Prof. Dr.-Ing. U. D. Hanebeck Dr.-Ing. T. Asfour & Prof. Dr.-Ing. U. D. Hanebeck Dr.-Ing. T. Asfour & Prof. Dr.-Ing. U. D. Hanebeck

Aufgabe 8

0236

KNF von ¢,

a b ocin | S Couw Cout- (7101 01, ) =TAE W;ZV)
00 0]0 0 _
00 1]1 0 < @iveivey)(avevey)
01 01 o0 B va ) (7

001 1]0 1 Cavbi vey) (a'w‘w"”)
10 01 0

10 1]0o 1

11 0|0 1

11 1|1 1
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