2. Ubung

0 Boolesche Algebra (2. Aufgaben)

o Shannonscher Entwicklungssatz (2 Aufgaben)

1 Boolesche Funktionen: (4 Aufgaben)
» DNF, KNF
» DMF, KMF
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Schaltalgebra

Binare Boolesche Algebra: Abstraktion

Schaltalgebra:

BA2=[{n,e}

Interpretation

©, 0]
\

Abstrakt

SA=[{0,1}, /l\’ V]

Konjunktion Disjunktion
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Schaltalgebra

H1: Kommutativgesetze

—/|—¢|—

Xy

Xz

—{‘—(‘—

Xy SEr X, = X; Ser X,

Xy
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Xy

Xy

Xy

X, par X, =X, par x1
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Struktur der Booleschen Algebra

Verknupfungsgebilde:
Mengenalgebra (MA)

P(M)

SeP(M)oderScM

S

Operatoren: N, U
Bezugsmenge: M e P(M)
Leere Menge: @ € P(M)

Interpretation

BA=[V, &, ®]
Boolesche Algebra (BA)

MA
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Abstraktion

\Y
aeV
a

Operatoren: &, ®
Einselement: eeV
Nullelement: neV

BA
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Huntingtonsche Axiome in der Schaltalgebra

HO. avhbe{01}

H2. an(bvce)=(@nab)v(@anac)
av(bac)=(avb)a(ave)

anbe {01}
H1. avb=bva
anb=bnaa
H3. anl=a
av0=a
H4. ara=0
ava=1
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Schaltalgebra

Operationen:

Fe

Serienschaltung (ser)
HO: Abgeschlossenheit

X, ser X, € { L, H}
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Schaltalgebra

e

H2: Distributivgesetz

X, Ser (x,par xs) =

(X, ser X,) par (X, ser Xg)
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Parallelschaltung (par)

X, par X, € {L, H}

U2-6

X, par (X, serxs) =
(xq par X,) ser (X, par Xs)

U2-8



Schaltalgebra

H3: Neutrale Elemente

X
< —
X ser V = x X par U = x

V: Dauernde Verbindung U: Dauernde Unterbrechung
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Boolesche Funktionen

Binare Funktionen binarer Variablen

Xo
X, —

f: {01 - {01} f y=100
X

n unabhangige Eingangsvariablen: x; € {0,1} i=0,..,n-1

2" spezielle Eingangsbelegungen: B; e {0,1}" i=0, .., 2"-1
1 abhangige Ausgangsvariable: y € {0,1}

n Eingangsvariablen = 22" Funktionen
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Aufgabe 1

Dualitatprinzip:

Man ersetze: VA= UN 01

Man belasse: a<a a<—a

H3 H3
ana = (ana)v 0 ava = (ava)al

T @na)v(@na) T @ava)a@va)

H2 _ H2 -
= aan(ava) = av(@aa)

H4 H4
— anl = av0
H3 H3
= a g.e.d. = a g.e.d.
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Aufgabe 3

abc v ibe

Die folgende Boolesche Funktion soll in eine disjunktive
Form nach den Variablen a, b, ¢ und d in dieser
Reihenfolge entwickelt werden, jedoch hdchstens
solange, bis die Restfunktionen nur noch aus einer
Variablen bestehen.

f(deba)=(avb)a (cvd) v (cdvab)a(évd)

Entwickeln Sie f(d,c,b,a) schrittweise. Vereinfachen Sie
die jeweils gefundenen Restfunktionen nur mit folgenden
Regeln:
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Schaltalgebra

H4: Inverse Elemente

X X

— e Ue——

X par X = V

X ser x = U

Voraussetzung: Ideales, gleichzeitiges Schalten
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Aufgabe 1

Beweisen Sie die beiden Idempotenzgesetze:

cana=a W3 xvn= X
rava=a W XAY = W
U3 e
anc = (AA&)V u Wy Xuxd =&
Hy ( % H3 x AL = X
= (ah) V (aAa
e ) ans)
- on (& va.)
H
:L( an €
H3
st o
g(\czof
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Aufgabe 2
Beweisen Sie die folgende Behauptung:

iavb:avc} _
f\/\/\/_ = b_c
anb = aac

borp- Vo
b 2y va) B b Gaub) = b (arg
:Hz (brna) v (brc) ;Hj (anb) v (bnc)
Vet -
:(m (anc) v (_b/\c) iz (avb)nc
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Aufgabe 3

* ldempotenzgesetz: ava=a ana=a
* Rechenregeln fur logische Ausdriicke mit Konstanten:

lva=1 Ova=a ava=1
Oana=0 laa=a ana=0

f(d.cb,a)=(avb)a (cvd) v (cdvab)a(cvd)

Shannonscher Entwicklungssatz:

f(xy, .. :%i A Xy X, il, Xisps ---vxév é)_(i ATy, o Xig, 0, X, "'vxn]>
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Aufgabe 3

f(d,c,ba)=(avb)a (cvd) v (cdvab)a(cvd)

Entwicklung nach a:

fdcba) = aN {Mub) n Ccud) v (d Mb A@v@j\/

a A [(Ovlo)m (cm)v(aorvob)v\Ccm)J
b

_ C (evd) v (7d vh A (Zvd) ]\]
WN

[ no Cevd) v ad ACEV@*)J
_—

Institut fiir Technische Informatik (ITEC) U217
Dr.-Ing. T. Asfour & Prof. Dr.-Ing. U. D. Hanebeck

Aufgabe 3

=a[(cvd) v (Edvb)a(cvd)]v
alb)a (cvd) v (Cd)a(tvd)]

=ab[(cvd) v (Cdvil)a(cvd)lv
ab[(cvd) v (cdv0)a(Evd)]v
ab[(1)a (cvd) v C€dyAa(tvd)]v
ab[(0) A (tvd) v Ed)A(cvd)]

= ab[(cvd) V(cvd)]v
ab[(cvd) v (cd)a(CSvd)]v
ab[(cvd) v €dAa(cvd)]v
ab[(Cd)A(cvd)]
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Aufgabe 3

f(dcb,a) = abcd vabcl v abc0 v
abc0 v abtd v abc0 v d

f(d,c,b,a) =
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Aufgabe 4

Die folgende Boolesche Funktion soll in eine konjunktive
Form entwickelt werden:
f(c,b,a) = (avb) e (cv(a<c) ¢
= Qv [CQ\{\@J}&J(CV (%))]/\
ov [(@) «s (evu UfNE/E))J

1 <

= imu [ boe> cjjr\w

[ﬂ v ((a&)c)j 7

Co v C-O
A~ ~—
P
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Aufgabe 3

f(d.c,b,a)=(avb)a (cvd) v (cdvab)a(cvd)

Entwicklung nach a:
f(d,c,b,a)

(avb)A (cvd) v (Cdvab)a(cvd)

a[(1vb)a (cvd) v (Edvib)a(cvd)]v

a[(0vb)a (cvd) v (CdvOb)a(cvd)]

af[(cvd) v (Cdvb)a(cvd)v

a[(b)a (cvd) v €d)a(cvd)]

Restfunktionen nach b entwickeln:
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Aufgabe 3

Restfunktionen nach c entwickeln:

=ab[(cvd) v(cvd)]v
ab[(cvd) v (cd)a(cvd)]v
ab[(cvd) v ©d) A(cvd)]v
ab[(Cd)A(cvd)]

= abc[(lv_d) v(Ivd)]v abE[(m) v(0vd)lv
abc[(Tvd) v (1d)/\(1vd)]v
abc[(0vd) v (0d)a(0vd)]v
abc[(1vd) v (1d) (1vd)]v
abc[(0vd) v (0d)A(0vd)]v
abc[(Id)v(Ivd)vabc[(0d)v(0vd)]
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Dualitatsprinzip

Dualitatprinzip:
Man ersetze: VA 0Oe1
Man belasse: aea aea

Shannonscher Entwicklungssatz:

Disjunktive Form:

kg 1) = 5 AT s X1 L Xt e X] VK A T X1 0, X, ]

Konjunktive Formj
v

F(X3 e 1) = 16V (X oty Xigs O Xy oo Xl A TGV F(X e X, 1 X0 ]
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DNF EO\, \/Qja

DVF gd vba _
YNE (&m) A bua)

Fe (bvadn (bve)

&2
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Aufgabe 5: "Farmer”s Dilemma”

a v Lb > C,) Farmer, Wolf, Ziege und ein Kohlkopf befinden sich auf einer Flussseite.
_ Der Farmer besitzt ein Boot, welches ihn selbst sowie einen weiteren
Gegenstand tragt. Er méchte nun mit allen Giitern auf die andere Seite
[‘7 A ( o< (“)j v [ 19 A ( 1< C)j des Flusses gelangen. Unglucklicherweise frisst der Wolf die Ziege bzw.
_ - die Ziege den Kohlkopf, wenn er diese unbeaufsichtigt lasst. Zur
C bnC J v C bnc > Vereinfachung sei angenommen, dass die Uberfahrt keine Zeit benétigt,
der Bauer also entweder am linken oder am rechten Ufer ist.

AJ Q( = avv ( U" A 5) v ( g I\C}) Damit nun der Bauer nicht versehentlich Wolf und Ziege bzw. Ziege und
Kohl allein lasst, soll ein Warnsystem aufgebaut werden, welches in
diesen Féllen Alarm auslost.

besc

(

o

{tatia) = (a vy ve)n Cavbyvca)
- Die Buchstaben f, w, z, und K bezeichnen Farmer, Wolf, Ziege und den
Kohlkopf. Ist der Wert einer solchen Variablen 0 (1), dann befindet sich
= WW(T( [f f Z ) der entsprechende Gegenstand auf der linken (rechten) Flussseite.
« Geben Sie die Funktionstabelle der Alarmfunktion a (f,w,z,k) an
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. - 1 H
Losung DNF: Farmer‘s Dilemma
. f w z k| a
. f w z k| a
Funktionstabelle: e 0 o o0 olo a (@i tk) = Yt (3, 6,9 8,9,12)
0 0 0 1|0 _ DU
8 8 2 (l) 8 0 0 1 0|0 = ¢aky fwrk v fuakvy
0 0 1 1|1 e __
s 0| % 0 1 0 0|0 F02l v Tk v Jwik
0 1 0 1|0 0 1.0 110
01 1 o|ln - DNE? -0 1 1 o1
1 0 0 0f1 100 01
1 0 0 1| <*KNF? 100 21/1
1 0 1 oflo0 1 0100
. . 1 0 1 1|0
101 1,0 « Dilemma-Lésung ? 110 ol
1 1 0 0N
11 0 1lo0 1 1 0 1|0
11 1 olo 1 1 1 0|0
11 1 1lo0 1 1 1 10
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KNF: Farmer‘s Dilemma Aufgabe 6
f w z k| a . L . .
0 o o0 olo a(qﬂ(w,g'u/ ﬂ,@ﬁ({(@lﬂlzlq]g,m/w Bestimmen Sie die beiden Normalformen der Schaltfunktion
- ( (M) —_ —_
0 0 0 1|0 %lﬂwg) f(c,b,a)=Ccv ba
0 0 1 0|O0 !
R NP1 P
0O 1 0 1|0 _ - == 0 0 0
0 1 1 01 (Gamvzuk)A_(quzvt&) o o 1
0 1 1 1|1
1 0 0 0] 1 0 1 0
1 0 0 1| 1 0o 1 1
1 0 1 ofo0
1 0 1 1|0« 1 0 0
110 10 Lot
1 1 1 ofo 110
11 1 1]0 111
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Aufgabe 6 Aufgabe 7
Bestimmen Sie die beiden Normalformen der Schaltfunktion Es soll eine Notstop-Schaltung fiir einen mobilen Roboter
f(cha)=cv ba realisiert werden. Der Roboter hat drei Sensoren, die
drohende Kollisionen mit Hindernissen erkennen. Der
f Roboter darf weiterfahren, wenn mindestens zwei Sensoren

keine Kollisionsgefahr melden.

> Geben Sie die Schaltfunktion der Schaltung in disjunktiver
Normalform an

> Vereinfachen Sie die DNF soweit wie méglich

P PP OOOO|on
PP OO B Fk OOoO|o
P OPFPO FPOPFRO|o
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Aufgabe 7 S0 e Aufgabe 8

Es soll eine Schaltnetz entworfen werden, das die Summe

> 51 % f OVF von zwei Dualziffern a; und b; addiert und dabei den
0 0 0} ° T Ubertrag c;, aus der vorhergehenden Stelle beriicksichtigt
g MWL 3, 8,6, ¥ 9 Cin ] 1erg C gt.
0 0 1]o RESIRY { o ) Ausgabevariablen sind die Summe s; und der bei der
0 1 0o _ _ — Addition evtl. entstehende Ubertrag ¢, b, - by by,
0 1 1|4 = S’L-§1QD v €L§,{§o v S?_Qﬂ%v au.,,rwq X
1 0 0] 690 8,88 o * Geben Sie die Funktionstabelle an Sl !
1 0 1|4 L  Geben Sie die DNF von s; an <
1 1 0 1 - 51 S5V S g: S,V 58, = Geben Sie die KNF von ¢, an
1 1 1 4
E— (%50v 5,8)S v s,¢, ig
:)nrsflltrlljgt f#" Iseg:\?rl i&fhlfrr;?flobrrrfla:gk. (l!lTIE)(.:)Hanebeck 02-33 II:;:'S"Itr:gf#r Z:;:lrul'lrizch;(:zfgrrr.r_!?:gl(. (LIJTED?)Hanebeck 02-34
Aufgabe 8 Aufgabe 8
Funktionstabelle DNF von s;.
% % ?f ? i?t %’ % (31 g (%ﬁ 8 (0:bj1 Gy) = MINE(,243)
0 0 1[4 o 8 (1J é } 8 = 45 G, v A biG, v
o 1 014 o0 —
O 1 1 0 4 0 1 1 0 1 a{ 61' C((,, v a\(bl‘ CIW
1 0 0 |4 5 1 0 011 O
1 0 1]0 1
1o 110 A 11 0|0 1
11 010 4 1 1 111 1
1 1 1|4 1
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Aufgabe 8

U2-36

KNF von ¢,
Q; bi Cin | Si  Cout Cdm(’<a‘f[b]'y@fu> :WA’D({: (0,/1('77[{)
00 00 0 B
00 1|1 0 < (@iveiv e )(apviiv Cy)
SO Ca by ve,) (7 vive,
01 11]0 1 o) (@rve ‘W/
1 0 01 0
1 0 110 1
1 1 0l0 1
1 1 111 1
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