Wdh. 3.1.4 Normalformen

Boolesche Funktion kann durch verschiedene Boolesche
Ausdriicke beschrieben werden.

Eine Standarddarstellung Boolescher Funktionen im
vollstandigen Operatorensystem (A, v, ) ist die
konjunktive (KNF) und die disjunktive Normalform
(DNF).

> Produktterm

> Minterm

> Implikant

> disjunktive Normalform (DNF)
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Maxterm

Definition 2.8:

Ein Implikat einer Booleschen Funktion y(Xy,...,X,,) heilt
Maxterm, wenn ein Literal jeder Variable x; der Funktion
y im Implikaten genau einmal vorkommt.

Maxterm-Beispiele fir die Booleschen Funktion y(Xy,...,X3):

X1V Xy v X3

X1 v iz v X3
ﬂ/‘m( 2u /%z«.?/'crmu«
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Minterme & Maxterme

In einer Funktion mit n Variablen kénnen bis zu 2" Minterme
bzw. Maxterme auftreten. Fir n = 3 sind diese:

/b(AQ/ [ VZEVZ

<

O o |8 o [|® o [0 o ||T]

Maxterm
avbve

avbve }m’(“&é/c}/
= -

—

o o |0 |o Olo\O\o\B
o
<
(o
<
o

&

Trﬁ du @l
o

Qo |u & v = o
oo oo | ol
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DNF und KNF (1)

Disjunktive und konjunktive Normalformen sind eindeutige
Darstellungen!

75

Beispiel: y=abvec
- C(Z ve Mfﬁ(vé
W €iu %cavlfd 0
=(a

. A/GL(KIJC(Q M‘«q/wm'( S DUF‘
Y= allcve) v ¢ (ava) (iv])

—glcvalsvalcvalcv dlcvilc
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Implikat

Definition 2.7:

Es sei D(X;,....X.,) eine Disjunktion von Literalen

m

VL, =L,V ... v L, oder die Konstante "0" oder "1"

i=1

\fuwv.utcgqéam,t——s at/ac/ Dl 2‘0@@(0[04.%1

Der Term D (Xy,....X,;,) heit Implikat einer
Booleschen Funktion y (X;,....X,). wenn D —» vy

Das heilt fur jede Belegung B € {0,1}" gilt: Wenn
D(B) = 0, dann ist auch y(B) = 0.

0{«.(/ Yy /\//fZCQXVL *K
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Konjunktive Normalform

Definition 2.9:
Es sei eine Boolesche Funktion y(X,,...,X,) gegeben.

Ein Boolescher Ausdruck heifst konjunktive Normalform
(KNF), wenn er aus einer konjunktiven Verkniipfung von
Maxtermen D; besteht:

y = DgaD; A ... AD, , kg2n1

Es darf dabei keine zwei Disjunktionen D;, D; mit i # j
geben, die zueinander aquivalent sind.
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Herkunft der Bezeichnungen

0 Minterme:

> Ein einziger Minterm:
« Fir genau eine Belegung Funktionswert 1
* Minimalitat:
— maximale Anzahl an Nullen
— minimale Anzahl an Einsen
(abgesehen von trivialer Nullfunktion)

0 Maxterme:

> Ein einziger Maxterm:
* FiUr genau eine Belegung Funktionswert 0
* Maximalitat:
— maximale Anzahl an Einsen
— minimale Anzahl an Nullen
(abgesehen von trivialer Einsfunktion)
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DNF und KNF (2)

7-6

= GTZC v ale v QZG\I/QZC vele
e(w/wvzéd_‘/
auclg far kWF

DNF: y=abcvabcvabocvabcvabec
KNF: y=(avbvc)a(av bvc)a(av bvc)
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DNF oder KNF aus beliebiger Form

Um Funktionen aus der DF bzw. KF in die DNF bzw. KNF zu tberfiihren,
ist der Shannonsche Entwicklungssatz behilflich.

Entwicklung nach der Variablen x;:
« die Variable wird in der Funktion auf den Wert 1 gesetzt,
« der entstehende Term konjunktiv mit x; verknupft,
vV -verknupft mit:
« die Variable wird in der Funktion auf den Wert 0 gesetzt und
« der entstehende Term konjunktiv mit x, verkniipft
Yy = f(Xppeens Xp)

= XA FOX gees Xig s 1y Xipg sees XV [ X5 A B 5eces Xip5 05 Xiig puees X,)

— Rcwlvfasévtioam
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Beispiel (1)

Y = (X qgeees XA XA £ (X ey Xi 5 1y Xiiq peeny X)) V[ ;i/\ £(X; 5eens Xip5 05 Xpiq 9eees X)]
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y=abcvabvbe

—a(lcvalvic)va(odcvolyic)
:Q(Zw/éc)l/c‘(?l/éc)
—a(LlFcvac]v ?[6cvoc]> v
a“(é[%m]v [[6!/06]>
—allevic)valiev )
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Beispiel (3)

Nachdem die Funktion nach allen Variablen entwickelt wurde, kénnen die
Minterme durch Verfolgen der Aste des Baums gefunden werden, die zu
einer 1 fuhren.
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Deutung: Normalformen

0 Minterm entspricht Zeile der Funktionstabelle mit
Funktionswert 1

» DNF = disjunktive Verknupfung aller Minterme

« Alle Eingangsvariablen in Zeile mit Funktionswert 1 mit A
verknupfen

» Eingangsvariablen mit dem Wert 0 negieren

0 Maxterm entspricht Zeile der Funktionstabelle mit
Funktionswert O

»> KNF = konjunktive Verknupfung aller Maxterme

« Alle Eingangsvariablen in Zeile mit Funktionswert O mit v
verkniipfen

« Eingangsvariablen mit dem Wert 1 negieren
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Rewes Itk legrase?
Aace( Ciasefe
Vp(/kl('"( X; =1, iKe) = (4/\ L&t X~ »--/Q,))
v (0AL ¥ J<,=o(,_7&)>
= {(Kaimn Ko =T, &J

‘{(Km-—-[ Ki=0 e kx) = (O A ‘F(k’“""' K= ""K“D
V(AN (k) 50 &)

= ‘F(’tw'"l )(;:0‘ e K\) \/
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Beispiel (2)

Y = X eees X)) [ XA T g2 Xicgo Ly Xy smees X)TV [ XA B yeees X5 05 Xipg seees Xp)]
=a(tlctveolvli[ctvEa])

va ({fetvcol v Sletve /(])

- afdc vele vade v olevi( e
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CDeileht s O A AV, V> A
(R Ki peniXn)
(kv ‘f(&,---,&ﬁ@---r&))
A (K v s =7,-—«k\))
e ———e——
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Beispiel: DNF und KNF

Um eine Funktion zu beschreiben, reicht die Angabe aller
Minterme (oder aller Maxterme) aus.

Nr. [cba |y |Minterme Maxterme

0 000|({1]| c b a _
1 0010 cvbva
2 10100 _ cvbva
3 |011|1]cba

4 100[ 1| cba _ _
5 101(0 cvbva
6 110]0 cvbva
7 111111 cba

DNF: y=(cba)v(cba)v(c b ayv(cba)
KNF: y=(cv bv g)(cv Bva)(gvbv 5)(5\/ E\/a)
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DNF/KNF: Kurze Schreibweise

Verkurzte Schreibweise:

nur die Indizes (Dualkodierungen der (c, b, a) -
Belegung) der 1- oder 0-Stellen der Funktion

Voraussetzung: Eindeutige Reihenfolge der Variablen.

Beispiel (Reihenfolge der drei Variablen ¢, b, a)
y = MINt(0, 3,4, 7)
y = MAXt(1, 2,5, 6)
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Disjunktive Minimalform (DMF)

Gegeben:

= Boolesche Funktion y(x;,...,x,)
« Kostenfunktionen ¥y (k) und ¥opgr(k)
(beschreiben Realisierungskosten einer k-stelligen UND- bzw.
ODER-Verknupfung,
Kosten fur Negation einer Variablen vernachlassigt)
Definition:
Ein Ausdruck ist in disjunktiver Minimalform (Abk.: DMF), wenn
er eine Disjunktion von Konjunktionen

Y(XgpeerX) = Ly L) v Y (I:ml “t L)
mit den Literalen Ly, € { Xjyesy X, Xpoeees X} darstellt und die
Realisierungskosten

Y, = ¥oper(m) + Fynp(K) + oo + Fynp()

minimal sind.
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Konjunktive Minimalform (KMF)

Definition:

Ein Ausdruck in konjunktiver Minimalform (Abk.: KMF)
ist eine Konjunktion von Disjunktionen

Y(XpeeoXy) = Ly Ve VL) © v Ly Ve VL)

mit den Literalen Ly, € {X; s X, X, s X,} derart, dass die
gesamten Realisierungskosten

Y, = Wynp(m) + ¥opgr(K) + oo + Wopgr()

minimal sind.
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DMF & KMF

7-21

Minimalformen sind nicht eindeutig!

Es kann mehrere disjunktive und konjunktive
Minimalformen fir die gleiche Funktion geben.

Beispiel:
y=abvbcvac und
y = acvbevab

stellen dieselbe Funktion dar, beides sind disjunktive
Minimalformen.
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Minimalformen

Ziele:

0 ,Mdglichst kurze* Boolesche Ausdriicke einer
Booleschen Funktion

a Technische Realisierung einer Schaltung mit
moglichst geringen Kosten  Beq i/ A0 Licyany
o 102¢ Bulegacgee

= 2.7 S0 %7

¢ Disjunktive Minimalform (DMF) und

Ahnlich zu Normalformen:

e konjunktive Minimalform (KMF)
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Beispiel: DMF

Kostenmal3: Anzahl der auftretenden Gatter
Es sei ¥ k) = Yoper(k) =k, k: Anzahl Gattereingénge
Ausdruck

y,= abvab (ZC%‘:&*_ZTZ:(
ist in disjunktiver Minimalform
(
7(;4 =6

y,=abvab jedoch nicht, day, auch kirzer durch

y,=b 'Fﬁ_:/f

ausgedriickt werden kann.
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Beispiel: KMF

Es sei Wynp(K) = Yoper(K) = Kk, k: Anzahl Gattereingange

¥ =2+2<2=(

Y= ( avb) (avc) istin konjunktiver Minimalform,
/
ys=a(avc)(bvc)jedoch nicht,
day, auch kirzer durch
y,=a(bvec) Ey=2tqe2 =S

ausgedrickt werden kann.
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Beispiel

Die Kosten fiir eine disjunktive und eine konjunktive
Minimalform derselben Funktion sind im allgemeinen
unterschiedlich.

Beispiel:
Es sei Yynp(k) = Yoper(k) = 2:(k+1).
y=abcv abc disjunktive Minimalform
mit ¥, =6 +8+8=22

y=(avb)(av c)( bvc)konjunktive Minimalform
mit ¥, =8 +6+6+6=26
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Anmerkungen

Das Auffinden einer Minimalform ist insbesondere fur Funktionen
mit einer groReren Anzahl von Variablen keine triviale Aufgabe.

Oft kdnnen nur suboptimale Lésungen unter Verwendung von
Heuristiken gefunden werden.

Bei Minimierungsverfahren geht man in zwei Schritten vor: s

> Es wird eine Menge von Implikanten bzw. Implikate der
Funktion y mit einer mdglichst geringen Anzahl von
Literalen gebildet.

> Aus dieser Menge wird eine moéglichst geringe Anzahl
von Implikanten bzw. Implikate herausgesucht, deren
Disjunktion bzw. Konjuktion die Funktion y ergeben.
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Wiirfelkalkiil (1)

> Ein n-Tupel (¢, ..., ¢,), das an keiner Stelle ein "
besitzt, beschreibt einen 0-dimensionalen Wiirfel, also
einen Punkt.

» Ein n-Tupel, das an m < n Stellen ein "-" besitzt, ist ein
m-dimensionaler Wiirfel.

> Der Begriff Wiirfel lasst sich fur n = 3 besonders leicht
veranschaulichen.
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Wiirfelkalkul (3)

> Jeder der acht moglichen Minterme von (x,, x,, X;)
reprasentiert eine Ecke eines Wirfels.

» Zwischen zwei Mintermen (Ecken) wird eine Kante
gezogen, wenn sie sich genau in einem Literal
unterscheiden.

» Entsprechend werden die sechs Flachen aus den
Kanten gebildet.

» Der gesamte Kubus wird durch den Wurfel (-, —, -)
beschrieben.
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Wirfelkalkul (5)

Funktionsdarstellung im Wiurfelkalktl:
Zur Beschreibung einer Funktion y zeichnet man im Universum
diejenigen Eckpunkte aus, die den Mintermen entsprechen.

Anwendung des Wiurfelkalkls:
Consensus-Verfahren zur Minimierung Boolescher Funktionen.

Prinzip:
Spannen Minterme einer Funktion einen gréfReren Unterraum
auf, kann dieser als Wiurfel einfacher dargestellt werden.

Beispiel: (1,1,1) und (1,0,1) = (1,-,1)

Institut fir Technische Informatik (ITEC)

Prof. Dr.-Ing. U. D. Hanebeck & Dr.-Ing. T. Asfour 73t

3.1.6 Funktionsdarstellung im Wirfelkalkdil

Ein Produktterm K lasst sich auch im sogenannten
Wirfelkalkil beschreiben.

Ein Wirfel C :=(¢yy ..., ¢,) € {0, 1, =} wird durch den
Produktterm K wie folgt bestimmt:

[0, falls das Literal X, in K vorkommt
¢ = y 1, falls das Literal x; in K vorkommt
L—, falls die Variable x; in K nicht vorkommt

Es seien die Variablen x,,...,x; gegeben.

Dem Produktterm K=x, A X; A Xs A X4 iSt der Wiirfel
c=(-,1,0,-,0,1) zugeordnet.
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Wiirfelkalkiil (2)
(0,1,1) =11 (1,1,1)
©0-1) (-~1) (1-1)
d
001)—/1— (-0,1)—m/ (1,0,1)
(O,_ ’ _) (_’1’_) (1,1,—)
(01_1_) (l’_’_)
(0,0-) (=0, (1.,0-)

(0,1,0) (-1,0) 110/ 7
> Lg
(0,-,0) (==0) 1-0cg
/
(0,00)— (-,0,00—(4,0,0)

clz
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Wiirfelkalkiil (4)

> Der n-dimensionale Wiirfel (—,...,—) heifdt Universum.

» Jeder Wurfel C :=(c,, ..., ¢,), der genau m <n
Komponenten mit ¢; = "-" enthalt, bildet einen
m-dimensionalen Unterraum und somit ebenfalls
einen Wirfel.

» Jeder Wiurfel C :=(c,, ..., c¢,) definiert somit eine Menge
von Mintermen (seine Ecken).

» Der Warfel, (1,-, 1)_ entspricht z. B. den Mintermen
Xy A Xy AX;UND Xy A Xy A Xy
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Weitere Definitionen

> Ein Wiirfel A := (a,, ..., a,) enthalt (,,uberdeckt) den Wirfel
B :=(b,, ..., b,), in Zeichen: B c A,

wenn in jeder Komponente (a; =b,) oder a;="-" gilt.
Beispiel: A:  (1,-,-)
B: (1,0,0) A enthélt B

> Die Wurfelmenge, bzw. der Wirfel, C :=(C,, ..., C,) ist eine
Uberdeckung eines Wiirfels A, in Zeichen: A c C,
wenn alle Minterme von A durch mindestens einen Wrfel
in C Uberdeckt werden.

Da jeder Wiirfel in der Uberdeckung einem Produktterm
entspricht, reprasentiert eine Uberdeckung eine Boolesche
Funktion als Disjunktion dieser Produktterme.
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Beispiel Weitere Definitionen

Schnittmenge zweier Wurfel:

f(a,b,c)=a b Gegeben: zwei Wiirfel A :=(a,, ..., a,) und B :=(b,, ..., b,).
Dann sei der Wirfel C=A N B = {c,,....c,} mitk € {1,...,n}
wie folgt definiert:

Warfel (1,0,-)
enthalt (1,0,1) Wenn a,=1und b e {1} oder
b,=1lund a e {l,-}, dann ¢, =1
Wirfelmenge {(1,0,1), (1,0,0)} Wenn a, =0und b, e {0} oder
iberdeckt {(1,0,-)} b,=0und a, e {0}, dann ¢, =0
Wenn a,=- und b,=-, dann ¢, =-
Anderenfalls existiert die Schnittmenge zweier Wirfel nicht
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Beispiele als Aufgabe: AnB = ??

A (1,-,1)
B: (-,1,1)
= AnB=(1,1,1)
A: (0,-,0)
‘ B: (-,-,0)
= AnB=(0,-,0)
A: (0,-,1)
B: (-,-,0)

= Schnittmenge existiert nicht
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