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Wdh. 3.1.2 Schaltalgebra

Die Schaltalgebra ist eine spezielle Boolesche Algebra,
die durch folgende Korrespondenztabelle definiert wird:

Boolesche Algebra Schaltalgebra
\Y {013
) v — Disjunktion
® A — Konjunktion
n 0
e 1
a a

a+b fur avhb
a&hb fur anb

Schreibweise:
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Schaltalgebra (3)

H1: Kommutativgesetze

—/\—/; "

X X,
Xy
/ / X,
X X
Xy

Xy Ser X, = X; Ser X, X, par x, =X, par x1
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Boolescher Ausdruck (1)

Ein Boolescher Ausdruck ist eine Zeichenfolge, die aus binaren
Variablen, den Operatoren A und v und Klammern besteht und
syntaktische Regeln erfllt, die durch folgendes Syntaxdiagramm
gegeben sind:

©
@
(binare Variable
e B {FoE AR}~

| Boolescher Ausdruck [@I’ Boolescher Ausdruck

@ Ausdruck @
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Wdh. Schaltalgebra

Huntingtonsche Axiome in der Schaltalgebra:

HO: Abgeschlossenheit
H1: avb=bva
anb=bnaa
H2: an(bvc)=(@anb)v(anac)
av(ac)=(avb)a(avec)
H3: av0=a
anl=a
H4: ana=0
ava=1
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Schaltalgebra (4)

H2: Distributivgesetz

/ X; X,
X
| I—
X, Xy

X3

SRS

X, par (X, serXxz) =
(X, par x,) ser(x, par Xg)

Xy Ser (XparXg) =
(X, ser Xp) par (X, ser Xs)

Institut fir Technische Informatik (ITEC) 6-10

Prof. Dr.-Ing. U. D. Hanebeck & Dr.-Ing. T. Asfour

Boolescher Ausdruck (2)
Beispiele:
syntaktisch korrekte Boolesche Ausdriicke: avb,0,(aAb)ve

keine Booleschen Ausdriicke, da syntaktisch nicht korrekt:
avva, 10, ()ve

Fr die Konstanten 0 und 1 verwendet man in der Schaltalgebra
manchmal auch in Anlehnung an die Aussagenalgebra die
Bezeichnung Wahrheitswerte:

0 : falsch 1: wahr

Ein Boolescher Ausdruck hat in der Regel zunachst keinen
Wahrheitswert, da er binare Variable enthalten kann

Erst durch Belegung der binaren Variablen mit Wahrheitswerten
erhalt der Boolesche Ausdruck einen Wahrheitswert
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Schaltalgebra (1)
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Schaltalgebra (2)

Operationen:

Serienschaltung (ser)

Parallelschaltung (par)

HO: Abgeschlossenheit

X, ser X, € { L, H} X, par X, e {L, H}

Xy O—— /O Y
l L.H lL.H
. o €L u
Eingéange -+ Verknupfung Ausgange
Xn O—— ——-=o0 Ym
l L. H 1L. H
€L €L
physikalische Grofe:
Spannung
Zweiwertige Signaldarstellung: U H
2 L
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Schaltalgebra (5)

H3: Neutrale Elemente

U
—o—o—/;
v X
X
X X
X ser V = x X par U = x

V: Dauernde Verbindung

U: Dauernde Unterbrechung
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Schaltalgebra (6)

H4: Inverse Elemente

X
—¢ —o—T
X X
X
—_—————
e Ue—— v
xserx = U X par X = V

Voraussetzung: Ideales, gleichzeitiges Schalten
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Definitionen

0 Die Belegung einer Menge von binéren Variablen eines
Booleschen Ausdrucks mit Wahrheitswerten bezeichnet
man als Interpretation

Q Die Interpretation eines Booleschen Ausdrucks liefert eine
Aussage, die entweder wahr oder falsch ist

Q Verschiedene Interpretationen eines Booleschen
Ausdrucks kénnen zu dem selben Wahrheitswert fiihren

Q Ein Boolescher Ausdruck, bei dem alle maglichen
Interpretationen zum Wahrheitswert ,wahr“ fuhren, heiit
Tautologie.

Beispiel: a v a ist eine Tautologie
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3.1.3 Boolesche Funktionen
Gegeben: Tupel von bindren Variablen (x;,X,y...X,))

Definition:

Eine (n-stellige) Boolesche Funktion ordnet jeder
moglichen Wahrheitswertbelegung dieser Variablen
genau einen Wahrheitswert zu:

f:{0,1}» > {0,1}
Wie viele Belegungen gibt es?
2" Belegungen
Wie viele verschiedene n-stellige Funktionen gibt es?

2@" Funktionen
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Boolesche Funktionen

Wie kommt man von der symbolischen Darstellung zur
Funktionstabelle ?

Durch Auswertung des symbolischen Ausdrucks

Konvention:

» Negation vor Konjunktion und
Konjunktion vor Disjunktion

» Durch Klammern kann eine andere Reihenfolge der
Auswertung festgelegt werden
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Tautologie (1)

Wann reprasentieren zwei Ausdriicke A und B dieselbe
Boolesche Funktion?
Gleichbedeutend:

Ist A <> B eine Tautologie?

Beispiel: Gegeben zwei Boolesche Funktionen:
fiab)=(arb)v(anb)
f(ab)=(av b)a(avh)

Ist f, identisch mit f, oder

Ist(aab)v(anb)e (av b)a( avh)eine Tautologie?
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3.1.4 Normalformen

Eine Boolesche Funktion kann durch verschiedene boolesche
Ausdriicke beschrieben werden.

Eine Standarddarstellung Boolescher Funktionen im
vollstandigen Operatorensystem (a, v, ) ist die
konjunktive (KNF) und die disjunktive Normalform
(DNF).

Definition 2.2:

Ein Literal L, ist entweder eine Variable x; oder ihre
Negation x; d. h. L; e {x;, x;}
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Einstellige Boolesche Funktionen

Eine einstellige Boolesche Funktion
f:{0,1} - {0,1}

ordnet jedem Operanden aus dem Definitionsbereich
{0,1} einen Funktionswert aus dem Wertebereich {0,1} zu

R I b
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Vollstandige Operatorensysteme
Definition:

Ein System von Operatoren, mit dem alle booleschen
Funktionen dargestellt werden kénnen, heil3t
vollstandiges Operatorensystem

Die Operatoren (a, v, ) bilden ein vollstandiges
Operatorensystem

Beispiel:
a< b liefert das gleiche Ergebnis wie (aab)v (aab)

<> lasst sich durch die Grundoperationen A, v und -
ersetzen
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Tautologie (2)

Beweis mit Hilfe von Funktionstabellen oder mittels
Umformungen von Ausdriicken unter Verwendung der
algebraischen Gesetze.

Zwei Ausdriicke sind aquivalent, falls die Ergebnisse
ihrer Auswertung fir alle méglichen Kombinationen von
Variablenbelegungen identisch sind.

ab| (aab)v(aab) | (avb)a(avb) [fiof,

00 1 1 1

01 0 0 1

10 0 0 1

11 1 1 1
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Produktterme

Definition 2.3:

Ein Produktterm K(x;,...,X,,) ist die Konjunktion von

Literalen /=} L=L; A... AL, oder die Konstante

"0" oder "1"

Beispiele: aab anb an b an b
ananb ;i AX;

Jeder Produktterm K(xy,..X,,) = £\ L; kann so dargestellt

werden, dass eine Variable x in hochstens einem Literal
vorkommt.
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Zweistellige Boolesche Funktionen

f:{0,1} x {0,1} —> {0,1}

Darstellung boolescher Funktionen

» durch eine Funktionstabelle
> durch einen algebraischen Ausdruck (symbolische Form)
Beispiel: Funktionstabelle symbolische Form

f=anAb

RORO |o
ROOO |-

0
0
1
1

16 mogliche zweistellige boolesche Funktionen

. | 0011 | verbale Form symbolische | Bezeichnung

x
x, | 0101 Darstellung

f, | 0000 | konstant0 0

f, | 0001 |x, undx, XA, Konjunktion

f, | 0010 | nichtx, aberx, X AT, Inhibition

f, | 0011 |identischx, X, Identitiit

f, | 0100 | nichtx,, aberx, T A%, Inhibition

f, | 0101 |identischx, X, Identitit

f, | 0110 | x, ungleich x, X, @ x, Antivalenz

£, | 0111 |x, oderx, XV, Disjunktion

fy | 1000 | nicht (x, oder x,) XV, NOR-Funktion
f, | 1001 | x, gleich x, XX, Aquivalenz

f,, | 1010 | nichtx, 3, Negation

f,, | 1011 | wennx,, dannx, X2, Implikation

f,, | 1100 | nichtx, %, Negation

f,, | 1101 | wennx,, dannx, X%, Implikation

f,, | 1110 | nicht (x, und x,) XA, NAND-Funktion
fie | 1111 | konstant 1 1 Tautologie
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Vollstandige Operatorensysteme

Operatoren- D der ...

system Negation Konjunktion Disjunktion
(Av,7) a asb avhb

(A7) a anb anb

(v,7) a avb avh

(%) ara (azb)A(axb) [(ana)A(bAb)
(%) ava (ava)v(bvb) [(avb)v(avh)
(A <b) a1 anhb aspbep(anb)
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Tautologie (3)

Mittels algebraischer Uberfiihrung der Ausdriicke:
(ard v (&47) )#2
:Z@MWEIA[@AQJJ > i
:MM@ ve)] A [@MM%}Z
e Heq
~ Liattes) I L@rl)at]
Lova (1) vl 4z)
= (éva ]/L(qv[)

= v )alavl)
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Literale und Produktterme

Falls Ly=xund L;=x (mehrfach bejahtes Auftauchen)

= Lyalj=x

= KXgXp) = '.21\ L

= Mehrfaches Aalftauchen von x kann nach
Idempotenzgesetz gestrichen werden.

Falls L,=xundL;= x (gemischtes bejahtes und
negiertes Auftreten)

=L,AL=0
= K(Xy,... X) = 0 (Produktterm wird zu 0)
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Implikant und Minterm

Definition 2.4:

Ein Produktterm K(x,,....x,) heit Implikant einer
Booleschen Funktion y(x;,...,x,), wenn K —»y
Das heiBt, fur jede Belegung B € {0,1}" gilt: wenn K(B) =1,
dann ist auch y(B) =1 ye4s) = af v #se

Ly lelec) = aT = wiekf~ e alafly |

Definition 2.5:

Ein Implikant einer Booleschen Funktion y(X,,...,X,) heift
Minterm, wenn jede Variable x; der Funktion y im
Implikanten als Literal genau einmal vorkommt
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Minterme

0 Minterme einer Booleschen Funktion y(X,,...,X,):
X; AX; AX3AXy
X A ;2 AX3AX,
0 Keine Minterme der Booleschen Funktion y(Xy,...,X,):

X;AX,

XA X5 AX3AX3AX,
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Disjunktive Normalform (4)

Aufgabe:

f(a,b,c)=al_Jc vaabev be
in DNF Uberfuihren

_ alcvalc vic=alcr{ic
Te(avi) = L

— TcCarva)

=alcvadlc bduF
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Disjunktive Normalform (1)

Damit lasst sich die disjunktive Normalform definieren:

Definition 2.6:

Es sei eine Boolesche Funktion y(x,,....x,) gegeben. Ein
Boolescher Ausdruck hei8t disjunktive Normalform
(DNF) der Funktion y, wenn er aus einer disjunktiven
Verknuipfung von Mintermen K; besteht:

y = KgvK v...vK, , k=2nd
Es darf dabei keine zwei Konjunktionen K;, K; mit
i#j geben, die zueinander aquivalent sind.
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Disjunktive Normalform (2)

Beispiele:

f,(a,b,c)=abec va bev a be

istin DNF.

f,(ab,c)=abcva _bvcahva(bcv b E)
ist nicht in DNF, denn:

« a b enthalt nicht alle Variable

« abcundcab sind aquivalent

«a(bcv b ¢)ist keine reine Konjunktion

Disjunktive Normalform (3)

Aufgabe:

Ist f(a,b,c)=ch vaabev be

in DNF?

Welche Produktterme sind Minterme?

DNF? Nein, denn:
b ¢ enthalt nicht alle Variable, ist kein Minterm
abe und aa be sind aquivalent

aa b cist kein Minterm
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