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Aufgabe 1: (schriftlich zu bearbeiten)

(a) Bestimmen Sie ag, ..., a7 € R so, dass die Funktion s, : [-2,1] — R definiert durch

ap 4+ a1z + asx? +azx® —2<zx< -1
Sq(x) = (x+ 1) +agz* —1 —-1<z<0
ast + agx? + ara’ 0<z<1

ein kubischer Spline beziiglich des Gitters A := {—2,—1,0, 1} mit den Randbedingungen s,(—2) = —12 und
5q(1) = 16 ist.

(b) Entwickeln Sie das Polynom p(z) = 1 + 3z — 222 + 42® — 82 + 242° — 162° nach Tschebyscheff-Polynomen.
Loésung:

(a) Fiir einen kubischen Spline muss gelten:

(1) S|[xj,1,xj] €EPs, j=1,...,n
(2) s € C?*([zo, 7))

Hier ist n = 3 und zg = =2, z1 = —1, 22 = 0, 3 = 1. Damit folgt
(1)

51(z) == ag + a1z + azax® + azxr® € P3 v

s2(2) = @+ it o —1 € Py = [ar= —1]v

ss(x) == asx + agx? + a7z’ € Py v
(2) Untersuchung der Anschlussstellen z;, j = 1,2, d.h. es muss gelten

sj(25) = sj1(z;)

si(x5) = sjp1(x5)

sj(x7) = 8511 (x;)

Die Ableitungen von s1, s2 und ss ergeben sich zu
s1(2) = ay + 2a92 + 3azz?,  s)(x) = 2aq + 6azx
shy(z) = 4(x 4+ 1)% — 42®, sh(x) =12(z 4+ 1) — 1222
s5(2) = a5 + 2a¢x + 3arz?, sy (x) = 2a6 + bayx

Damit folgt fiir die Anschlussstellen z;, j =1, 2:

j=1:  si(z1)=ao—ar+as—az=ss(z;)=(—1+1)* = (-)'-1=-2 (1)
si(z1) = a1 — 2as + 3a3 = sh(z1) = 4(—1+ 1)3 —4(-1)* =4 (2)



Randbedingungen:

Die Gleichungen (1), (7), (2) und (3) liefern ein LGS fiir ag, a1, az, as:

s1 (1)
sa(w2) = 0 = s3(2)
sh(w2) = 4= sh(ws) =
sy (w2) = 12 = s5(22
sa(=2)

)

ap a1 ay as | ap a1 ay as | a1 ay as
1 -1 1 -1 -2 1 -1 1 —-1] -2 -1 1 —-1| -2
1 -2 4 -8|-12 = -1 3 —-7|-10 = -1 3 —-7|-10
1 -2 3 4 1 -2 3 4 1 —4| —6
2 —6|—12 1 -3| -6 1 -3| -6
ag ai a4z as ap a1 a2 as ‘ ag ai a2 as
1 -1 1 -1| -2 1 -1 1 0| -2 1 -1 0 0| 4
= -1 3 -7|-10 = -1 3 0|-10 = -1 0 0] 8
1 —4| -6 1 0] -6 1 0|-6
1 0 1 0 11 0
apg a1 az das ‘
1 0 0 0||—-4=ao
= 1 0 0]|-8=a
1 0 —6 = as
1 0= as
Aus Gleichung (8) erhalten wir nun den Wert fiir a;
a5+a6+a7:4—|—6+a7=16:>.
Damit ist der kubische Spline s, gegeben durch:
—4 — 8z — 622 —2<zrx< -1
sa(@)=¢ (z+1)* -2t —1=423+622+42 —-1<x<0
4z + 622 + 62° 0<zx<1

(b) Fir die Tschebyscheff-Polynome gilt:

To(x) =1, Ti(z) =z, Thy1(z) = 22Ty (x) — Th—1(x) firn > 1

Damit erhalten wir die Tschebyscheff-Polynome bis n = 6 zu:



Da nun gelten soll p(z) < Z?:o a;T;(z) erhalten wir ein LGS T'a = b fiir die Koeffizienten a; mit

1 0 -1 0 1 0 -1 ag 1
1 0 -3 0 5 0 ay 3
2 0 -8 0 18 as -2
T= 4 0 —20 0 |,a=]| a3 |, b= 4
8 0 —48 ay -8
16 0 as 24
32 ag —16
Qg -8
a1 21
as —25/2
sa=|as | =] 17/2
ay —4
as 3/2
Qg —1/2
6
=p(a) =Y a;T(x)
7=0
1 17

Aufgabe 2: (schriftlich zu bearbeiten)

(a) Gegeben sei die Matrix

A= ( ch 2) a,b,c,d >0, ad + bc # 0.

Anstelle von Ax = b 16se man das Gleichungssystem

Dy ADyy = D' mit Dy = ( vabed 9 ) Dy = ( Vabed O ) .

Die Losung ergibt sich dann aus x = Dsy. Berechnen Sie fiir a = 100, b = 0.01, ¢ = 99, d = 0.01 die Konditions-
zahlen condz(A) und condz(Dy ' AD,).

(b) Die Funktion f(z) = cot (£) kann durch
x\  sin(z)
cot (5) 1 — cos(z)

berechnet werden. Untersuchen Sie die Kondition von f(z) beziiglich einer Storung in z, z # 2km, k € Z mit
absolutem und relativem Fehler.

(¢) f(x) wird mit dem Algorithmus

Yo = sin(z), y1 = cos(x), yo =1 —y1, y3 = %
2

ausgewertet. Untersuchen Sie die Kondition dieses Algorithmus (beziiglich absolutem und relativem Fehler).
Losung:

(a) Fiir die gegebenen Werte erhalten wir die Matrix A und ihre Inverse zu

. b\ [ 100 0.01
- d )=\ 99 o001

o



JE d b\ _ 1 0.0 —0.01) _, (001 —0.01
T ad—bc\ —c¢ a ) 100-0.01—0.01-99 \ —99 100 ) —99 100

Die Kondition der Matrix A ist mit der Matrixnorm Nz(A) = max; ), a;;| gegeben durch:

condZ(A) = Nz(A)Nz(A™)
Nz(A) = max{|a| + [, |c| + |d|} = max{a + b, ¢ + d} = max{100.01,99.01} = 100.01
Nz(A™Y) = 100max{0.01 + 0.01, 100 + 99} = 19900
cond (A) = 100.01 - 19900 = 1990199 ~ 2 - 10°

Die Matrix D; ' AD, und ihre Inverse ergeben sich aus:
—— 0 a b abcd 0 a ghe
(5 1) (4 (O 2)-( 5 4
0 L c d 0 ac \/\;? a
1 L 0 d b L 0
—1 -1 _ —14-1 — abed bed
(D ADs) Dy A7 Dy ad — bc ( 0 L ) ( —c a > ( aOC cd )

_ Vbed
—b _ Vbed
ad — be v d

Damit erhalten wir die Zeilensummennormen von D; ' AD, und ihrer Inversen und die Kondition von Dy ' ADs:

Vabe Vabe
z(D; 2) max{|a| \[ 7 a o
100 - 0.01 - 99 ,
=100 + ~————" = 199.4987437 ~ 2 - 10
v0.01
—1 /- 1 Vbed Voed
Nz(D;'A™'D)) = v max{|d|+ NG ,|d| + 7z }
1 0.01-99-0.01
- 014+ 2 =0 ) = 1.994987437 ~ 2
100 - 0.01 — 0.01-99 <°0 LT ) 094987437

condz(Dy ' ADy) = 397.9974874 ~ 4 - 102

Fazit: Die Kondition des modifizierten Systems ist deutlich besser, als die des urspriinglichen Systems, dessen
Losung man aus der Bedingung x = Doy leicht aus der Losung des modifizierten Systems berechnen kann.

Es gelten folgende Additionstheoreme:

1
sin? (g) = 5(1 — cos(x)) (9)
sin(2x) = 2sin(z) cos(x) (10)
Damit erhalten wir
fo) = 0@ @ sin(@) _ o) 2sin (%)QCOS (3) _cos(5) _ (%)
1 —cos(z)  2sin® (%) 2sin? (%) sin (£) 2
Damit kénnen wir z durch z := f(z) = lii:;lo(:()m) definieren. Die Funktion f(x) ist stetig und differenzierbar fiir

x # 2km, k € Z. Die Ableitung der Funktion f ergibt sich mit der Quotientenregel

L (@)Y g @h) - @ (@)
f (@( ) W)

zu




1 1

|f’($)|=§m-

Damit erhalten wir den absoluten Fehler

_ 1 1 (9) 1
= / = — =

|5| - |f (:E)&‘ 2 sinz (%)E 1— COS( )

und den relativen Fehler
18] = | f'(2) 5‘ _ 11 a(—cos@) @ 1| = 2sin(5) | @ ‘
N f(z) 2 | sin? (%) sin(z) 2 |sin? (%) - sin(x) sin(z)
Betrachte zuerst die kritischen Punkte x = 2 k7, k € Z fiir den absoluten Fehler
1
lim — — schlecht konditioniert

z—2kr 1 — cos(x)

und dann die kritischen Punkte z = 2 kw, k € Z fiir den relativen Fehler

I’ Hospital 1
k=0 = 2=0: lim — :c ospa im =1 gut konditioniert
z—0 sin(x) z—0 cos(x)
k#0 = z=2kr: lim T % schlecht konditioniert.

e—2 kr sin(x)

(c) Fehler bei der Auswertung von yo = sin(x): Jo = yo + € = yo(1 + 9)
Fehler bei der Auswertung von y; = cos(z): g1 =y1 +e=y1(1+9)
Fehler bei der Auswertung von yo =1 — y5:

0 < 0
f=Per _cundd=22 N5 .U
oy M1 Yo -y yi—1
Fehler bei der Auswertung von y3 = 7;2
0 0 1
5:£0+£62_fé‘0—y082
Yo 0ya Y2 2
= Oys Yo Yz Y2 1 yo
52%'250+i'y*52=* 7 y250—**y252—5o—52
Yo Y3 dy2 Y3 Y2 Yo Y3 Yo

Der Algorithmus ist fiir 43 &~ 1 und ys klein schlecht konditioniert, was = =~ 2k7 entspricht.

Aufgabe 3: (miindlich)

Untersuchen Sie fiir welche p, ¢ die Berechnung der gréBten Nullstelle von 22 + 2pz — ¢ mit Hilfe der Formel ¢(p, q) :=

—p + v/p? + ¢ gut bzw. schlecht konditioniert ist.
Lésung: Wir definieren z durch z := ¢(p,q) = —p + v/p? + ¢ und erhalten dann fiir den relativen Fehler

c_Z—z_ 0y P &p q 1,5 _1 D 1,5 _1|q

6= =0p =0g=|—1+ = z.2p|l =4 = z| 2§
. Op =z 8q z +2(p +a) Pl pt 2(p +a) z !
_ 1 _[n2 _ 2 1

_ VPP tatppg g P el +Q)]75q

+—— 95 = 5

\/p2+q 2P rgr " PP tag 2vpr*+q 2
P+ VPP - VPPt P pEVP O,
- q

= 8y +

\/p +q 220/p* + 4 N 2Vp* +4q

Gut konditioniert fiir ¢ > 0, da gilt:

P+ VP2 +aq

P2 +q

P 1
<1 und — <1
2\/p2+ T3 B

[l

p+



und schlecht konditioniert fiir ¢ ~ —p?, da dann /p? + ¢ ~ 0 und damit die Verstirkungsfaktoren

D S VA
VP®+q 2Vp* +q

grof} werden.

Aufgabe 4: (miindlich)
Zeigen Sie, dass die Funktion s, 5 : [—3,1] — R definiert durch

al+ 120+ 622 +23) - (2+2) -3<z< -2

) = 6+ 11z + 622 + 23 —2<xr< -1
5a.8(T) =4 4 4 5y 43 1<2<0
4 + 5z + B3 0<z<1

ein kubischer Spline beziiglich des Gitters A := —3, -2, —1,0, 1 ist. Bestimmen Sie nun « und § so, dass die folgenden
Randbedingungen erfiillt sind:

(a): (=3)=0und s(1) =2, (b): s"(-3)=2und s"(1)=0, (c¢): §'(=3)=5(1)=38
Losung: Fiir einen kubischen Spline muss gelten:

(1) S|[1j71,a¥j] S 7)37 j = 1, o5 n
(2) s € C*([wo, za])

Hier ist n =4 und z¢g = -3, 1 = =2, x5 = —1, 3 = 0, x4 = 1. Damit folgt

(1)
(2) == a8+ 120 + 622 +2°) — (2+ 1) €P3 vV
(z) =64 11z +62° + 2% € P3 v

s3(x) :==4+5x—2% € Py v
(x) : 4452+ 3 € Py v

(2) Untersuchung der Anschlussstellen z;, j = 1,2, 3, d.h. es muss gelten

si(w;) = sjy1(z))
s (x5) = 8541 (25)
S (z;) = 5;‘,+1(Ij)

Die Ableitungen von si, s2, s3 und s4 ergeben sich zu

st () = (12 + 122 + 322) — si(z) = a(12 + 62)
sh(x) = 11 + 122 + 322, sy(x) =12+ 6x
sh(z) =5 — 327, sy(x) = —6x

sy(z) =5+ 2, si(z) = 68z

Damit folgt fiir die Anschlussstellen x;, j =1,2,3 mit z; = —2, 22 = —1 und 23 = 0:

j=1: si(z1)=a(8—24+24—8)—(2—-2)=0=sy(11) =6—-22+24—8=0
S(a1) =a(12-24+12) —1=—1=g)(a1) =11 -24+12= -1V
sz =a(12—-12) =0 = sf(z1) =12 - 12 =0V



j=2 So(22) =6—114+6—1=0=s3(z3) =4—5+1=0V
Sh(za) =11 —124+3 =22 sh(z3) =5-3=2V
sY(3) =12 — 6 =6 = s} (22) = 6 v

j=3 53(m3):4é84($3)—4\/
5/3(363):5;521(1”3):5\/
sl(z3) =0 = s (23) =0

Nun zur Bestimmung von « und S mit Hilfe der Randbedingungen:
(@): s(—3)=0= s51(-3)=a(8-36+54—27)—(2—3)=—a+1=0 =[a=1]
s(1)=2 = ss(1) =4+5+8=9+=2 =[3=—T]

(b): s"(=3)=2= s/(-3)=a(12—18) = —6a =2 = |a= -3

(1) =0 = s§(1)=68=0 =[F=0]
(©): §(-3)=8 = §(-3)=a(12-36+27)—1=3a—1=8 =[a=23|
S(1)=8 = s4(1) =5+38=8 =[F=1]

Aufgabe 5:

(a) Zeigen Sie fiir die Tschebyscheff-Polynome T, (z), n > 0 die Orthogonalitéitsbeziehungen
0, m#n

1
dx
To(2)Th () —— = z m=n%#0
/—1 ) ()Vl_x2 72r7 m:niO

b) Beweisen Sie die dreigliedrige Rekursionsformel fiir die T'schebyschefl-Polynome:
( gliedrig ¥ y
Thi1(x) =22T,(x) — Th—1(x), n>1,To(x)=1, Ti(z) ==
¢) Entwickeln Sie das Polynom q(z) = —3 + 2z + 622 + 423 — 82* nach Tschebyscheff-Polynomen.
(c) ynom ¢ y y

Lésung: Die Tschebyscheff-Polynome sind fiir £ = 0,1,2,... gegeben durch
Tk (x) = cos(k arccos x).

Fiir die Beweise bendtigen wir noch folgende Additionstheoreme:

1
COST COSY = i(cos(x —y) + cos(xz +y))

cos(z £y) = cosxcosy Fsinzsiny

1
cos? (E) = —(14cosz)

2 2
(a) Das Integral ldsst sich mit Hilfe der Substitution ¢ = arccosx, x = cost, i—f = —sint wie folgt umformen:
1 1
dx / dx
T () () —— = cos(n arccos x) cos(m arccos r) ———
I e I Jeo i
2 : 27
—sintdt /
= cos(nt) cos(mt) ———-—= = — cos(nt) cos(mt)dt
/7r (nt) cos(mt) p—csgy = =, costrt) cos(m)
= / cos(nt) cos(mt)dt
0

Fallunterscheidung liefert nun:



! w1 7rcos n—m cos((n +m
/Ocos(nt)cos(mt)dt = 2/0[ (( )t) + cos((n 4+ m)t)]dt

1 [sin((n — m)t) N sin((n + m)t)]: sin k=0

2 n—m n+m
(b) m=n#0:
T m=n [ 1 (" 1 sin2nt "1
/ cos(nt) cos(mt)dt "= / cos? (nt)dt () f/ (14 cos2nt)dt = = |t + SIME . — p
) A 2 /s 2 m |, 2

(¢c) m=n=0:

/ cos(nt) cos(mt)dt " =" / cos?(0)dt = 7
0 0

(b) Mit Ty (z) = cos(k - arccos x) folgt

k=0: Ty(x)=cos(0-arccosz) =cos0=1v
k=1: Ti(xz)=cos(l-arccosz) =z v
Tir1(x) = cos((k + 1) arccos )

= cos(k arccos ) cos(arccos ) — sin(k arccos ) sin(arccos z)

= Ty (z) - ¢ — sin(k arccos z) sin(arccos x)
Tr—1(xz) = cos((k — 1) arccos x)

= cos(k arccos x) cos(arccos x) + sin(k arccos z) sin(arccos x)

= T (x) -  + sin(k arccos z) sin(arccos x)
= Tp1(@) + Tro1 () = T (z) - o + Ti(x) - @ = 22T (x) © Tpyi1(x) = 22T (x) — Ti—1(x)

(¢) Fiir die Tschebyscheff-Polynome gilt nach Aufgabenteil (b) die Rekursionsformel
To(z) =1, Ti(z) =z, The1(x) = 22T, (x) — Ty () fiir n > 1.

Damit erhalten wir die Tschebyscheff-Polynome bis n = 4 zu:

To(z)

T (z) ==

To(z) =2z -2 —1=222 -1

Ts(z) = 22(22% — 1) — x = 42® — 3z

Ty(x) = 2x(42® — 3x) — (2202 — 1) = 8x* — 822 + 1

Aus der Bedingung ¢(z) = Z?:o a;T;(x) erhalten wir durch Koeffizientenvergleich ein LGS Ta = b fiir die

Koeffizienten a; mit

1 0 -1 0 1 aop -3 -3

1 0 -3 0 ay 2 5

T = 2 0 -8 |,a= a9 , b= 6 =a= -1
4 0 as 4 1

8 ayq —8 -1

4
=q(z) = ZajTj(x) = —Ty(z) + T3(xz) — To(x) + 5T1(z) — 3To(z).
3=0



