UNIVERSITAT KARLSRUHE (TH)

Institut fir Praktische Mathematik
Prof. Dr. Rudolf Scherer
Dipl.-Math. Heike Stoll

Numerische Mathematik fiir die Fachrichtung Informatik
und fiir Ingenieurwesen — SS 2005

Lésung zum 6. Ubungsblatt — 01. Juli 2005

Aufgabe 1: (schriftlich zu bearbeiten) (2 Punkte)

2
(a) Bestimmen Sie die ersten drei Zeilen des Romberg-Schemas zur Berechnung des Integrals J = [ 337 1dy = 971253
0

aus Aufgabe 3 vom 5. Ubungsblatt.

(b) Gegeben sei das Integral fol f(z)dz und die Knoten z1 = 0,29 = %, x3 = 1. Bestimmen Sie dazu eine Quadra-
turformel mit Exaktheitsgrad 2.

Losung:
(a) Romberg-Verfahren, hg = b — a, hy, = 2—2, n=1,...,N; Ty, : zusammengesetzte Trapezregel
gn !
"

Ton = hnz fla+jhy),n=0,...,N; Z : erster und letzter Summand werden halbiert

§=0
4me—1,n+1 - Trn—l,n
T = o ,m=1, ,N,n=0,....N—m

Hier: a =0,b=2, hg = 2:

50 !
1 1 1 1 730 i
Too=h ho) = (b—a) = i) =2(2f0)+ 212 ) = 22 =243,3
b= o> flatite) = (-0 (3@ + 570) =2 (57004 57()) = 20 =1
20 /1 1 392 i
Tor= (= D -f2)) =22 21
=257 (5704 10+ 57@) = 2 = 1300
2 (1 1 3\ 1 196
Too==(=fO)+f(=)+fW)+F(2])+=f2)) === +14V3 = 89.58204464
1\2 ) 2) "3 3
2 (1 1 1 3 5 3 N 1
.o 2(1 1 1 3 1 o 5 Y4 2r@)) = 77.74747264
=3 (g0 + 1 (3) 41 (5) + 7 (3) +res () +1(3)+7(3) + 370 = rramarzon0
To,i Ty, = e dos To = 742T1;fz+i;Tl’i Ts, = 74%2;3_1;%”
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(b) Eine Quadraturformel iiber dem Intervall [a, b] besitzt Exaktheitsgrad m, falls f;p(x)da: = 0 fiir alle p € P,
gilt.
Hier ist m = 2. Bestimme nun die Gewichte wj, j = 1,2, 3 so, dass fiir p(z) = a + bz + cz? € P2

1 1 3
3
/ p(x)de = / (a+bx + cx?)dr = E wip(x;) fur 1 = 0,22 = 7= 1
0 0 j=1

gilt:

3

1
b ¢
=atg+g= > wip(x;)

27 37, =

1
b
/ p(x)de = az + 22° + <2
0

= w1p(x1) + wop(x2) + wap(z3) = wip(0) + wap (%) + wap(1)

3 9
= w1 -a+ ws (a—i—zb—i—ﬁc) +ws(la+b+c)

3 9
=a(w + w2 +ws3)+b Zw2+w3 +c Ewngwg

Daraus erhalten wir durch Koeffizientenvergleich ein LGS fiir wy, we, ws:

(1) wiwg+ws = 1 LGS 1 1 11 1 1 1 1 1 1 1 1
(2) Swztws = % = 31 % = 301 1%;» 31 %
9 _ 9 1
(3) w2 tws = 3 6 113 1151 1] -5
1 1 0] I 10 0] &
3 8 '8
= 1 0 3 = 1 0 9
1] —% 1| —%
N 5 8 1
W] = —., Wo = — —- ——
1 187 2 97‘-*]3 6

Aufgabe 2: (schriftlich zu bearbeiten) (3 Punkte)

(a) Bestimmen Sie fiir das Tschebyscheff-Polynom T4 (z) die Bezier-Darstellung.

(b) Verwenden Sie den Algorithmus von de Casteljau zur Berechnung von T} (%), Ty (%) und T} (%)

(c) Skizzieren Sie Ty(z), die benttigten Bernstein-Grundpolynome und das Bezier-Polygon fiir = € [0, 1].
Losung:

(a) Mit der Rekursionsformel T),41(z) = 22T, (z) — T),—1(z) erhalten wir:

To(x) =1

Ty(x) =x

To(z) =222 — 1

Ts(x) = 42 — 3z
Ty(z) = 82* — 822 + 1

Fiir die Bezier-Darstellung muss gelten
4
Ti(z) =Y Brbra(x)
k=0



" bin(z) = ( Z ) aF (1= z)n .

Firn=4und k=0,...,4 folgt dann:

bia () = ( h > (1= z)+*

bos(x) = ( é ) (1) =1 —2)' =1 —4da + 627 — 423 + 2*

bia(z) = ( 111 ) (1 —2) ! =42(1 — )3 = 42(1 — 32 + 322 — 23) = 4o — 1227 + 1227 — 42
bay () = ( ;L ) 22(1—2)*? = 622(1 — ) = 62%(1 — 22 + %) = 62% — 122° + 627

bga(x) = ( g ) 231 —2)*3 = 4231 — 2) = 42® — 42?

by () = ( i ) (1 —xz)t 1 =2t

Koeffizientenvergleich liefert fiir Ty(x) = 8z* — 822 + 1 . 4= Orbra(x) ein LGS fiir die G’s:
k=0

1 0 0 00 Bo 1
4 4 0 00 B 0
6 —12 6 0 0 g | =] -8
—4 12 —12 4 0 B3 0
1 -4 6 —4 1 B, 8
= Go=L A=l =g =3 =1

= T4(l‘) = b04(l‘) + b14(l‘) — %bg;l(l') — 3b34(l‘) + b44(£L')

(b) Der Algorithmus von de Casteljau dient zur Auswertung eines algebraischen Polynoms p(z) an einer STelle 2 = £
in Bezier-Darstellung, d.h. p(z) = >"}'_, Bkbk,n(x), mit Hilfe der Rekursion:

650) =0, v=0,....n
BP = (1-)% Y 4 e v=0,...,n—k k=1,...,n
) — p(e)

Hier ist nun mit den §; aus Aufgabenteil (a)

Tu(z) = Brbra(x)
k=0

und wir erhalten mit dem Schema von de Casteljau

Bo=1
N g1 15 _
51 < o =(1—-3)8+ 30 =1 > 82):% .
1 _ 2 (3) _ 3
6:*1 / L3 \ (2):1 / 0 4 \\ (4):H—T(l)
2 3 N M _ 4 /o 1N e 1 S0 32 — T4l
By — 3 ST AN §2):f% ST T8
N L) /
g = 2
_ VA
Ba=1

w
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(¢) Fiir die Darstellung des Bezier-Polygons benstigen wir noch die Bezier-Punkte:

(o) () () ()
mer = (V) (1) (2) (5) (3)

3 =
3 o

( BZO’ >
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Abbildung 1: links: Ty und Bezier-Polygon fiir « € [0, 1], rechts: Bernstein-Grundpolynome b4



Aufgabe 3: (schriftlich zu bearbeiten) (3 Punkte)

(a) Zeigen Sie: Ist f : R — R eine 27r-periodische reelle gerade (bzw. ungerade) Funktion, d.h. f(z) = f(—z) (bzw.
f(z) = —f(—2a)) fiir alle z, so ist B;=0 fiir alle k € N (bzw. o = 0 fiir alle k = 0,1,2,...) und

_ %/O F(t)dt, aj, = %/0 f(t) cos ktdt, (bzw. By = %/0 f(@) Sinktdt> ke N.

(b) Bestimmen Sie die Fourierreihe zu der 2m-periodischen Funktion f, welche auf [0, 27) gegeben ist durch

1 0<ax<m

f(ac){ -1 ﬂ'g_x<27r }
(c) Skizzieren Sie f, Fl, F5 und Fg,, wobei Fj das zu f gehorige Fourierpolynom i-ten Grades ist.
Losung:
(a) f gerade (bzw. ungerade), d.h. f(x) = f(—z) (bzw. f(x) = —f(—z)) und f ist 2mw-periodisch!

(a) f gerade

Substitution y := —uz, d_x =-1
dy
1 ™ 0
— 2| s | f(y)dy}
™ 0 ™

1) = £-0) = =2 | [ s+ [ sean] =2 [
ap = %/O%f(:c)cos(k:c = % [/0 f(x)cos(kx)dx + [Wf cos(kx)dx

d:c
Substitution y := —x, —

[/f coskxda:f/f ) cos( }

[ cos(—2) - C(ES(Z) ] Lt [/ () cos(kz)dx +/ f () cos( k'y)dy] = %/OW f(z) cos(kz)dx

/%f ) sin(ka)d [/ f () sin(k /O F(=y) sin(—ky)dy

[ 0=t ] T [ /0 f(z) sin(kz)dz - /O F(y) sin( ky)dy} =0

(b) f ungerade

- %/O%f(ac)da: = [/wa(:v)da: —/ﬂof(—y)dy}
:l[/ﬂfxdm—/wfxdm]zo
/%f cos(kz)d Uf cosk:nda:—/f ) cos( kydy]

C;?(—_yj)::—c;s((j) ] == [/ f(z) cos(kx)dx f/ f(y) cos ky)dy] =0
/ - f(x)sin(kx)d { / f(x)sin(kx)dr — / F(—y) sin(—ky dy}

5



= | g L s s i) < [ s

(b) Zu einer Funktion f(z), die 2m-periodisch ist, erhalten wir die Fourier-Reihe
f~— 0 4 Z {ak coskx +ﬂksmkx}

und das Fourier-Polynom F,

Fj % + Z {ak cos kx + ﬁk sin kx}
k=1

mit den Fourier-Koeffizienten

1 2 1 2w . 1 2
Gy = — flx)dz, = — f(z)coskxdx, [ =— f(z)sinkadx, k=1,2,...
m™Jo m™Jo m™Jo

Hier ist die Funktion f die 2w-periodische Fortsetzung von

f(x):{ 1 0<z<m

-1 <z <27

und damit ist f eine ungerade Funktion, da f(—xz) = —f(z) und damit - nach Teil (a) - & = 0 und

Br = 2 /Oﬂ f(t)sinktdt = %/Ow sin ktdt = % [ cos kt%}: = 7% [cos(km) — cos(0)] = % [1-— (,1)19}
- 2

. [1—(—=1)*] sinka

M-

Ej ~

1

=T

Fl ~ —sinz, Fg Nﬁ'l
us
N 4 | . 1 . N N
F3 ~ — |sinx 4+ —sin3x|, Fy ~ F3
T 3
B~ 2 sing + Ssinde + Ssinsa |, By ~ B
~ — |sin — sin — sin ~
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Abbildung 2: (¢) Die Funktion f und die Fourierpolynome Fy, F5 und Fj



Aufgabe 4: (miindlich)

(a) Bestimmen Sie die Fourierreihe zu der 27-periodischen Funktion f, welche auf [—7, ) gegeben sei durch f(z) = x.

(b) Skizzieren Sie f, Fl, Fg, Fy und F4, wobei F; das zu f gehorige Fourierpolynom i-ten Grades ist.
Lésung:
(a) Zu einer Funktion f(z), die 2mw-periodisch ist, erhalten wir das Fourier-Polynom Fj, ji=12,...

N J
Fj ~ % + Z {dk cos kx + Bk sinkx}
k=1
mit den Fourier-Koeffizienten &y und &y, ﬁk, k=1,2,...

1 2 1 2m . 1 2m
Go = —/ fx)dz, a=— () coskadx, O =— (x) sin kadz.
T Jo T Jo T Jo

Da f(x) = x eine ungerade Funktion ist (f(—z) = —f(x)), gilt - nach Aufgabe 3, Teil (a) - & = 0 und

. 2 [T 2 (7
B = _/ f(t)sinktdt = —/ t-sinkt dt.
™ Jo ™ Jo

Mit partieller Integration, d.h. [ h(t)'g(t)dt = h(t)g(t) — [ h(t)g'(t)dt folgt (h'(t) = sinkt, g(t) =t)

. 2 (T 2 coskt]™ T coskt 2 (—1)F sinkt]”
== : S i 1- —27|= —
Ok 7r/O t-sinktdt ﬂ{[ t 3 L—i—/o 3 dt} ﬂ{[ M O] +[ 2 ]0}

2
__1k‘+1
21

. J
By~

k=1

(=) sinkz, Fy ~ 2sinz, Fy ~ 2sinz — sin 2z,

> o

. 2 . 2 1
F3 ~ 2sinx — sin 2x + gsin?)x, Fy ~ 2sinx — sin 2z + gsin?)x— §sin4x
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Abbildung 3: (b) Die Funktion f und die Fourierpolynome Fy, Fy, F5 und Fy



Aufgabe 5: (miindlich)

Gegeben sie das Polynom p(z) = 3 — 2z + 422 — 2°.

(a) Bestimmen Sie die Bezier-Darstellung fiir p(z) im Intervall [0, 2].

(b) Verwenden Sie den Algorithmus von de Casteljau zur Berechnung von p(%) und p(3) und skizzieren Sie den

Graph des Polynoms p(z) fiir 2 € [0, 2] sowie das Bezier-Polygon in einem Schaubild.
Lésung:

(a) Bezier-Darstellung von p(z) = 3 — 2z + 42 — 2® im Intervall [0,2]: p(z) = S73_, Bibrs (£) mit

bog(g):(l— )3f1fgx+%z2 %:c3
b13(;):3<;) (173)2:;z,;z2+gzg
ba3 (3)23(g>2 (1—§>_Z$2_§I3
b33 (g)=(§>3:éx3

)

Koeffizientenvergleich liefert fiir p(x

Bo B Ba Bs|
R _3 N goz_
S B O I
-5 & —s 8|1 5 =
)= 3 s (5) =3 (5) + G (5) o (5) #7005
=0

(b) Der Algorithmus von de Casteljau dient zur Auswertung eines algebraischen Polynoms p(x) an einer Stelle x = £

in Bezier-Darstellung, d.h. p(z) = >>}'_, Bkbk,n(x), mit Hilfe der Rekursion:

B =By v=0,....n
B = (1= BIY + 680", v=0,c.on—k k=1....n

Wir bendtigen nun hier den Algorithmus von de Casteljau fiir das Intervall [0, 2], d.h. fiir die Bezier-Darstellung

des Polynoms p(z) in [0, 2]:

ﬂl(,o):ﬁl,, v=20,...,n
§

55’“><1 §)ﬂ£k1>+gﬂ£’i‘1”,u0,...,nk,k1,...,n
B = p(e)
Schema fiir p(%)
) =60 =3
N 2150 | 340) _ 23
©0) _ 5 _5 /0 =02 T3hT =5 N 5@ _ 13
B’ =b =3 N M _q P - AN ® _ s _,
O _ g, 11 e N @ e SO0 T
2 31N L) s e 27
2 T 7
0 _ g, — 7 /

(3)



Schema fiir p (%):

(()O) =p[=3
N 40000 | 50) _ 19
1- 32 + 3 -1
5(0)—ﬁ1:§ / By ( 2) 0 =6y AN ﬁ@) o1
3 N 5(1) 13 /0 2 N 5(3) 137 _ 4)
©_g_uz| 7 N g S w =r(3
2 2= 3 N 5(1) 50 ! 27
=9
=g =7 4

(c) Fiir die Darstellung des Bezier-Polygons bendtigen wir noch die Bezier-Punkte, die sich allgemein fiir das Intervall
[0, 2] ergeben zu

0 2 4 2n
(oo ) (o) (oo ) (oo )
Hier: (g)(

[SM[S1VNIT N
N———
VRS
R
N——

IN o o ~
olIIIIIIIIIIIIIIAIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

w

N

=

o

Abbildung 4: links: Polynom p und Bezier-Polygon fiir x € [0, 2], rechts: Bernstein-Grundpolynome b4

Aufgabe 6: (miindlich)

Zeigen Sie folgende Eigenschaften der Bernstein-Grundpolynome b, ,, (t) = < Z ) t"1—t)" ", v=0,...,n vom Grad

n:

(a) Die Rekursionsformel

bl/,n(t) = (1 - t)bu,n—l(t) + tbl/—l,n—l(t)7 0 S v S n bn,n—l(t) = b—l,n—l(t) = 07 teR

Hinweis:Esgﬂt(n):(nl )+(n1 )
v v v—1

(b) by,n besitzt in [0, 1] genau ein Maximum fiir ¢t = 2.

Lésung:



(a) Wir zeigen zuerst die Aussage fiir v = 0 und v = n—1 und dann fiir v = n (RF=Rekursionsformel, Def=Definition
der Bernstein-Grundpolynome):

V=0 bon(t) E (1= )bom(t) + th_t1mr(t) = (1 — D)bomr(t) + -0

(1t)< ”81 >t0(1t)”10(1t)” < v )to(lt)"

= bon(t)
V=n: bnyn(t) = (]. — t)bn’nfl(t) -+ tbnflﬁnfl(t) = (]. — t) -0 -+ tbnflynfl(t)
— ( n—1 > tnfl(l o t)n717n+1 — " = < Z ) tn(]_ o t)nfn D:ef bn,n(t)

Hm;vels ( n—1 )t”(l—t)””—i— ( n—1 )t”(l—t)””
v—1
n

=(1-1) ( ”V; 1 ) (1 —t)" Y ot ( , B 1 ) -t
=(1—=8)byn—1(t) + tby—1,n-1(t) O

(b) Um das Maximum einer Funktion zu berechnen, benttigen wir die erste Ableitung, die wir dann gleich null

setzen miissen:
n V(1 _ 4\n—V
= (2 )00
D= (" [t (1= )" =t (n —v)(1 — )" 7]
dt " v
n v—1 n—v—1 !
=, )t (1—1) l—-t)—tn—v)] =0
:>t=0,t:1oderV—Vt—tn—l—tV:O@t:Z
n
Da die Funktion b, , in [0,1] positiv ist und an den Eckpunkte 0 und 1 jeweils den Wert null annimmt, muss

das Maximum an der Stelle = liegen.

Aufgabe 7: (miindlich)

Gegeben sei eine positive Gewichtsfunktion w(z) : [-1,1] — R sowie die dazugehorigen GauB-Quadraturformel mit
den Knoten —1 < 21 <z < --- < zg < 1. Zeigen Sie folgende Behauptungen:

(a) Die GauB-Quadraturformel ist exakt fiir Polynome vom Grad 2s — 1.

2
(b) Alle Gewichte der Gauf-Quadraturformel sind positiv. Betrachten Sie hierzu die Funktion ¢(x) = (? S(x)> ,

wobei p; die zu w(z) gehorigen Orthogonalpolynome sind.

Lésung: Die Gaul-Quadraturformel mit Knoten —1 < 27 < 22 < -+ < s < 1 und positiven Gewichtsfunktionen
w(z) : [-1,1] — R hat die Gestalt

/ w(z)f(x)de = ijf(acj) + Rf,

wobei die Knoten z; fiir j = 1,...,s die Nullstellen des Orthogonalpolynoms ps(z) bzgl. des gewichteten Skalarpro-
dukts

(f, 9w == / w(a) f(2)g(x)dz

-1

10



sind. Die Gewichte w; sind dabei interpolatorisch, d.h.

wj = /1 w(z)lj(z)dx.

1

(a) Zu zeigen. Die GauB-Quadraturformel ist exakt fiir Polynome vom Grad 2s — 1.

1. Schritt: Exaktheitsgrad s — 1
Sei p(x) € Ps—1, dann liefert die Lagrange-Darstellung p(x) = >°7_, p(z;)l;(2) und somit

/1 w(z)p(z)de = / Zp )l (x)de = Zsjp(%‘) /11w($)lj (v)dz = zs:p(xj)wy
=l =

-1
=wj
= Rf =0 = Exaktheitsgrad s — 1
2. Schritt: Exaktheitsgrad 2s — 1

Sei p(x) € Pas—1, dann existiert ein r(x),s(x) € Ps—1 und dem Orthogonalpolynom p, mit p(z) =
s(x)ps(x) + r(z) (Euklidischer Algorithmus) und es folgt

/ 11w<x>p<x>dx -/ Cwl@s@pa e / () gwjrm)

-1 1

=0, ps (¢)Orthogonalpolynom

—ZwJ s(xj) ps(zj) +r(x;)] ijp xj)

=0(z; NS)
= Rf = 0 = Exaktheitsgrad 2s — 1 O

(b) Zu zeigen: Die Gewichte der Gau-Quadraturformel sind positiv.
Betrachte

2
q(z) = (pé—(ac)) € Pas—2, i €{l,...,s} beliebig, aber fest.

Xr — X

Es gilt ¢(z;) =0 fiir j # ¢ und ¢(x;) = (p;(:ci))Q, da

ps(e) = [[@—2))=(@—a)- | [] @-2)
i=1 j=1.j7
p@) = ] @G-ap)+@-z)| [[ @-=))
J=1,j#i j=1,j%i
pe(zi) = H (i — ;)
J=1,j#i
pa)? = I @-=)] =)
j=1,j7i

Damit folgt

[ w@ataide = Y wiata;) = wiale) = 0w’

j=1

= w; = m /llw(ac)q(x)dx = /11 w(z) (%)de >0
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