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Aufgabe 1: (schriftlich zu bearbeiten) (2 Punkte)
Gegeben sei die Funktion f(x) = —2|z + 1] + 3 und die Knoten xy = —2,21 = —1,29 = 0.
(a) Interpolieren Sie die Funktion f durch einen kubischen Spline s, der den Randbedinungen s”(z¢) = s”(x2) =0
geniigt.

(b) Berechnen Sie den Interpolationsfehler zu f in [-2, 0] beziiglich der Maximum-Norm, d.h. || f — || und skizzieren
Sie f(z) und s(x).

Losung:
(a) Ansatz fiir einen kubischen Spline mit Knoten zg = —2, 21 = —1,29 = 0:
() = so(r) = ap + a1 + asx? + azz® —-2<ax < -1
sW) = Sl(I):b()+b1Z+bQI2+b3l‘3 71§I§0
Damit erhalten wir folgende Bedingungen zur Bestimmung der Koeffizienten a;,b;, 1 =0, ..., 3:
!
Eigenschaften (1) so(=1)=ag—ai+az—az= by — b1 +by—b3=s1(-1)
des kubischen § (2)  sf(~1) = a1 — 2az + 3a3 = by — 2by + 3b3 = s} (1)
Splines (3) s§(—=1) = 2az — Gag = 2by — 6bg = s (1)
Inter- (4) s(=2) =ao—2a1 +4ay —8az = f(—2)=-2[—2+1|+3=1
. !

polations- (5) s(=1)=bop—by+by—bs= f(-1)=-2|—-14+1]+3=3
bedingungen (6) 5(0) = by L f(0)==-20+1]+3=1=
Rand- (7) §'(-2)=2a2—12a3= 0
bedingungen | (g) S(0) =2 = 0=

Mit

(5) by=1-by—3=-2—by
erhalten wir aus (1), (2), (3), (4) und (7) ein LGS fiir ag, a1, az, as, bs:

(1) ap—a1+az—a3=14+2+b3+0—bg=3
(2) a1 —2a3+3a3 = —2— by +3b3 = —2+ 2b3
(3) 2a3 — 6ag = —G6bs

(4) ap—2a1+4as —8ag =1

(7) 2az —12a3 =10



an aq a9 as b3 aq aq a9 as bg
(1) 1 -1 1 -1 0] 3 I -1 1 -1 0] 3
(4) 1 -2 4 -8 0 1 _ 0 -1 3 -7 0|-2
(2) 1 -2 3 —2|-2 1 -2 3 —2|-2
(3) 1 -3 3| 0 1 =3 3| 0
(7) 1 -6 0] 0 1 =6 0| 0
ap a1 _az az bg ap a1 _ay az by
1 -1 1 -1 0 3 1 -1 1 -1 0 3
-1 3 -7 0] -2 N -1 3 -7 0] -2
1 -4 -2]-4 1 -4 -2]-4
1 5 4 1 5 4
-2 2 4 12| 12

= [ =1]

a3:(4—5-1):—1:>

(—4+42-14+4-(-1)) = —6 = |az = —6]
=@2-7(-1)+3:(=6)) = -9 = |a1 = 9|
aof<3+1< 1) =1+ (=6) +1-(=9)) = ~1 = [ap = ~1]
und mit (5) = | by = —3]

Damit erhalten wir den kubischen Spline:

s(z) = —1-92—-622—2° —2<zx<-1
) 1-3x+2° —-1<z<0

(b) f und s sind achsensymmetrisch zu x = —1, da mit der Entwicklung von sg, s1 um o = —1 mit dem vollstéindigen
Hornerschema folgt

s0(2) =33+ 12— (2 +1)? _
(o) =3-3 412+ (@1 T o(IHa)=a(-1-a)

und f(—1+ ) = f(—1 — «). Damit gilt

If = slloe = max [f(z) —s(z)] = max |f(z)—s(z)]= max |f(z)—si(z)]

ze[-2,0] ze[-1,0] z€[-1,0]
Es geniigt also das Intervall [—1,0] zu betrachten. Es gilt
h(z) = f(z) =s1(x) = 2(z + 1) +3 = (3 =3(z +1)* + (¢ + 1)°)
= 2@+ 1) +3x+1)? —(z+1)P=(@+1)(-24+3@+1)— (x+1)%) firze[-1,0]
Aus der Interpolationsbedingung folgt
h(=1) = f(=1) = s1(=1) = 0 = (0) — 51(0) = h(0)
und um das Maximum von h zu finden, miissen wir die Ableitung gleich null setzen:
W(z)=-2+6(x+1)—3x+1)>=0
Mit der Substitution z = x + 1 folgt dann

W(x)=0 W(z—1)=—-2+62—322=-3(:-1>2+1=0
V3

3
z0=1% g =T10=21.2—1= i? = 40577 und = € [-1,0] = = = —0.577



Abbildung 1: (b) Curve 1 = f(z) =

max |h(z)| = |h(=0.577)| =

—2|x + 1| + 3, Curve 2 = Spline s

? = 0.384900179

1f — slloc & 0.3849.
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Es gilt nun
z€[—1,0]
und damit
Aufgabe 2: (schriftlich zu bearbeiten) (3 Punkte)

Gegeben sei die Funktion f(z) = 22&, 2 € R\{2} und o = —4,21 = =2, 33 = —1,23 = 0.

(a) Bestimmen Sie das Interpolationspolynom ps vom Grad 3 zu f in Newton- und Lagrange-Darstellung.

(b) Skizzieren Sie f(z) und p3(z), sowie die bendtigten Lagrange-Grundfunktionen im Intervall [xg, x3].

(¢) Durch Hinzunahme des Knotens x4 = 1 soll f in [—4, 1] interpoliert werden. Bestimmen Sie das neue Interpola-
tionspolynom py vom Grad 4 mit moglichst geringem Aufwand.

Lésung:

(a) Newton-Gestalt; dividierte Differenzen:

T
1‘0174
$1=—2
x2=—1

$3=O

3
ps(z) = Zaiwi(ac) =4-1+1-
i=0

f(x)

f(xo) =[xo] =4 =ap

f(x1) = [z1] =6
f(x2) = [z2] =8

f($3) = [Ig] =12

NN NS

N T
—1—(— = 3 — Q2
Ty =2 co ) 5 =
“1—(—2 0—(—4
PE=="E3 4
12-8 _ 4 /
0—(—1)

(0= 20) + 5@~ 20) (& — 21) + 5@ — z0)(& — 21)(z — 72)

:4+(x+4)+l(x+4)(:c+2)+é(x+4)(x+2)(x+1)

3
1 3 16

:ag

=



Lagrange-Darstellung;:

n
Lagrangepolynome: [;( H i , hier n =3
k=0iky 3 Tk
2) 1 1 1
(z+2)(@+ Dz =——(z+2)(x+ 1o =——(2° 4+ 32% + 22)

b@) = iy Dy - 2 24

)
)
(x+4)(z+ Dz
)
)
)

li(x) = 2211 zi(x—kél)(x—l—l)m:i(x3+5x2+4x)

la(z) = (_1(‘12;?(3131; ;” e —%(z 4)(z+ 2z = f%(aﬁ + 622 + 82)
I3(x) = (@ +424(13)U(—2i_)?1))(m +1) = %(Jc +4)(x+2)(x+1) = %(IB + 72 + 14z + 8)
3 1 3 16
= ps(x) =Y f(2:)li(z) = 4lo(x) + 611 () + 8la(z) + 1213(x) = Ez + 2x2 + gt 12

i=0

-1
Curve 1
9, Curve 2
X Curve 1 Curve 3
° Curve 2 O Curve 4

Abbildung 2: (b) linke Abbildung: Curve 1 = f, Curve 2 = ps; rechte Abbildung: Lagrange-Grundfunktionen: Curve
1=1;_1,1=1,2,3,4

(¢) Verwende Newton-Schema aus (a) und ergéinze eine weitere Zeile:

x| f(z)
—4 [xo]:4:a0
\ 1—0&1
-2 [1‘1]:6 < 2 > %:OQ N 1 _
~1 | [x2] =8 - N OO N L,
2] = N % N 14712:1/ T—(—4) 6 ™
0 | [xs] =12 < > 1£2(1411):4 A )
24—12:12
1 | [xa] = 24 /o
4
pa(x) = Zaiwi(m) =ps(x) + %(:L’+4)(:C+2)(’JJ+1)IC: %:c + ;L:c3+ 263 2+2—??:c+12
=0



Aufgabe 3: (schriftlich zu bearbeiten) (3 Punkte)

Gegeben sei

2
728
J = / 331y = ——— = 73.62823965
0 9 ln3

(a) Nihern Sie J mit der Trapez-, Mittelpunkt- und Kepler-Regel sowie mit den dazugehorigen zusammengesetzten

Formeln zur Schrittweite h = % an.

(b) Wenden Sie fiir jede dieser Niherungen die bekannten Fehlerabschiitzungen an und vergleichen Sie diese mit dem
wirklichen Fehler.

(¢) Wieviele Funktionsauswertungen des Integranden sind erforderlich, um mit der zusammengesetzten

Trapez-, Mittelpunkt- und Kepler-Regel zur Schrittweite h = % das Integral J mit einer Genauigkeit von 10~*
zu berechnen?

Losung:

(a) Mit h = =2 fiir die Trapezregel (TR) und Mittelpunktregel (MR) und 2h = 2=2 fiir die Keplerregel (KR) und
ihre zugehorglen zusammengesetzten (zus.) Formeln gilt allgemein:

b u —a)2
TR [ f)ds = dr+ Rpr =220+ 10) - L0, €€ @)

n—1 _ 3
Zus. TR/ f(x da:—J(n +Rf {%f(a)—i-z:f(a—i—ih)—i—%f(b)}— (b 12a) %f”(g), £ € (a,b)
i=1

a —a3
s [ pwir =+ Rive = 0t +b)+(”2 i), €< ()

2 4
b _ 3
zus. MR / fla)dze = Iy + R = h2f< 2ol >+(b Qf) %f”(é), € € (a,b)
b —
KR [ fe)te = Jic+ R = 6“(f<a>+4f(“; )+ rw) - L e, e )
7us. KR/ fla)de = I + RFD = ;L{f(a)+42f(a+(2i1)h)+22_:f(a+2ih)+f(b)}
=1 1=1
(b—a)® 1 @)
- T ), g€ (@)

I = 2g—°<f<0> Fr@) =0 =233
-1 {%f(o) +f (%) i (5) FO+1 (%) / (g) - —f(2>} = 508
Ju = (2-0)f(1) =18
) 1)) () () ()] -4
T = 222 (F0) + 45 + 7)) = S0 =981
T = é {f(o) +4 {f (%) +r)+f <g>} +2 [f <§) +f <%>} +f(2)} = %22 = 74.148



(b) Die k-te Ableitung von f ergibt sich zu f*)(z) = 33*++=1(In(3))*. Damit erhalten wir
Wahrer Fehler < Abschéitzung des Fehlers

23
|J — Jr| = 169.7050936 < Rfr = max 2339'3“(111(3))2 = 1759.731587
e

23
J— 9| = 7.26064294 < Rf\Y = 2 L5941 (1n(3))? = 4888143296
] = Jz" s Rfp" = max 56 (In(3))

3

J — Ju| = 55.62823965 < Rfy; = max —3°11(In(3))? = 879.8657933
[0,2] 24
xE

23
17— J9| = 357640698 < Rf{® = max = L gs01(1(3))2 = 2444071648

z€[0,2] 24 62
25
|J — Jk| =19.48287146 < Rfx = e M33“3(111(:),))4 = 318.5859316
25 1
17— JP| = 051990850 < Rf\Y = max —— —3%3(In(3))* = 3.933159649

z€[0,2] 2880 34

(¢) Berechnung von n = % der zusammengesetzten T-, M- und K-Regel fiir die geforderte Genauigkeit von 10~%:

3 |
(n) < (b—a)i,, 227 2i< —4
R < s O ) = SaTn@)? S < 10
3 |
(n) < (bfa) i " :é 7 2i< —4
R < s OO ) = 2T n@)? 2 < 10

(b~ ) (4) > g 1! 4
R o) —3%(In(3))*= < 10
| f | ae[O}é] 2880 n4f (z) = 2880 (In(3)) s

T :1759.731585 < 10™% - n? = n > 4194.915476 = n = 4195
M : 879.8657924 < 1074 - n? = n > 2966.253179 = n = 2967

K :318.5859312 < 10~* - n* = n > 42.2480 = n = 43
Da fiir die zusammengesetzen Trapez- und Mittelpunktregel (h = b’T“) und die zusammengesetzte Keplerregel

(2h = b*T“) allgemein gilt
n—1
zus. TR J;n)zh{ +Zfa+lh+ f()}

-1
zus. MR J](\?):hz:f(a ’2 )

i=1

zus. KR J{) = h {f(a) +4Zn:f(a+ (2i — 1)h) + 2nz_:f(a+ 2ih) + f(b)}

3 . ,
=1 =1

erhalten wir 1 +(n—1)+1=n+1;nund 1+n+ (n—1)+1 = 2n+ 1 Funktionsauswertungen fiir die Trapez-,
Mittelpunkt- und Keplerregel. Damit folgt hier, dass wir n + 1 = 4196 Funktionsauswertungen fiir die Trapez-,
n = 2967 Funktionsauswertungen fiir die Mittelpunkt- und 2n + 1 =2 - 43 + 1 = 87 Funktionsauswertungen fiir
die Keplerregel benotigen.



Aufgabe 4: (miindlich)
Gegeben sei die Funktion f(z) = —2|x + 1] + 3 und die Knoten xy = —2, 27 = —1, 22 = 0 aus Aufgabe 1.

(a) Interpolieren Sie die Funktion f durch ein Polynom p, das den zusétzlichen Bedingungen p’(zo) = f'(x¢) und
p'(x2) = f'(x2) geniigt.

(b) Berechnen Sie den Interpolationsfehler zu f in [—2, 0] beziiglich der Maximum-Norm, d.h. || f —p||o und skizzieren
Sie f(z) und p(z).

Lésung:

(a) Ansatz: p(r) = a+bx+cx?+dw3 +ex*, da wir insgesamt 5 Bedinungen erfiillen miissen und ein Polynom vierten
Gerades 5 unbekannte Koeffizienten hat. Damit liefern die Interpolationsbedingungen:

(1) p(-2)=a—2b+4c—8d+16e = f(—2) = —2[—2+1|+3=1
2) p(-1)=a—b+c—d+e=f(-1)=-2—1+1]+3=3
3) p0)=a=f(0)=-2(0+1/+3=1=[a=1]

Die zusétzlichen Bedingungen liefern mit der Ableitung von f

B 2@+1)+3 z< -1 ron 2 r<—1
f<$)_{2(:c+1)+3 x> -1 :’f(x)_{

!

!

folgendes:
(4) p/(~2)=b—4c+12d—32e = f/(~2) =2
) PO =bLr0)=-25

(1), (2) und (4) liefern noch ein LGS fiir ¢,d und e:

(1) 1—-2(=2)+4c—8d+16e=1
2) 1—(-2)+c—d+4=3
(4) —2—dc+12d — 32 =2

4 -8 16| -4 1 -2 41 -1 1 -2 41 -1
= 1 -1 1 0= 1 -1 1 0 = 1 -3 1 =
—4 12 32 4 -1 3 -8 1 -1| -1

d=(1+3-1)=4=[d=4]
c=(-1-4-14+2-4)=3=|c=3]

Damit erhalten wir das Polynom zu:

p(z) =1 — 22+ 322 + 423 + 2*



(b) p ist achsensymmetrisch zu @ = —1, da das vollstéindige Hornerschma liefert:

1 4 3 —2 1
z=-1 - —1 -3 0 2

1 3 0 —2 3=af"
r=-1 — -1 —2 2

1 2 —2 0=al?
z=-1 — ~1 ~1

1 1 —3=0ay)
r=-1 - -1

1= af) 0= ozgl)

= plz)=3-3@x+1)*+ (z + 1)*
= p(~1+2)=p(-1-1x)

Daher geniigt hier die Betrachtung des Maximums von |f — p| im Intervall [—1,0]. Definiere die Funktion

h(z) := f(x) —p(x) = 2@+ 1)+3 -3 -3+ 1)+ (z+ 1)
=2x+1)+3(x+1)2— (z+1)* fir z € [-1,0]

Um die Maxima/Minima von h in [—1,0] zu finden miissen wir die Ableitung gleich null setzen:

P (x)=—-2+6(x+1)—4(zx+1)° = —42® — 1227 — 62 = —22[22° + 62 + 3]

2
3 3
3., V3
Sy =0, wo5 = —5 & - = @ = ~0.633074596 € [~1,0]; 25 = ~2.366025404 ¢ [~1,0]

Da die Funktion h stetig ist, kann sie ihr Maximum/Minimum auch auf dem Rand annehmen. Aus der Interpo-
lationsbedingung folgt damit

Damit gilt nun

If —plleo = n[lax | |h(x)] = |h(—0.634)| = 0.348076211.
€[-1,0
PR 3
/// oo <>o \\\
VAN I
// o ° \\ -2’5
/o %o\ I
/e 0\
/o %o\
. o\ 2
/o o\
L s
[ 5
-2 -15 -1 -0,5 0
° f(x)=-2|x+1|+3

P(X)=1-2x+3x"2+4x"3+x"4



zog =0
r1 =1
xro = 2
xr3 =3

Aufgabe 5: (miindlich)

Gegeben sei die Funktion
g(z) =2z —sin (g:c)

und die Knoten zg = 0,21 = 1,29 = 2 und x3 = 3.

(a) Bestimmen Sie das Interpolationspolynom ps zu ¢ in Newton- und Lagrange-Darstellung.

(b) Skizzieren Sie g(z) und ps(z) sowie die benodtigten Lagrange-Grundfunktionen im Intervall [0, 3].

(¢) Durch Hinzunahme von x4 = —1 soll f in [—1, 3] interpoliert werden. Bestimmen Sie das neue Interpolationspo-
lynom py vom Grad 4 und skizzieren Sie g(z) und pys(z) im Intervall [—1, 3].

Losung:

(a) Newton-Gestalt:

pulx) = Z ajwj(x)

mit den Grundfunktionen

wo(z) =1, wj(z) = (x — zo). . .(x —xj-1)
und den Koeffizienten
Oéj:[.ﬁo,.ﬁl,...,l‘j, j:O,...,n

die sich rekursiv berechnen lassen durch die dividierten Differenzen

[ — T = [Tmt1s s Tmtk] = [Tms -y Tmtk—1]
m m b 9 m Im-‘rk _Im

Diese Berechnung kann man mit Hilfe des Differenzen-Schemas durchfiithren:

f(x)
f(xo) = [zo] =0 = ag
. [zo,z1] =3 =1=m _
o) = for =2 s (5) =1 0 (v0,01,02] = 34 = 1 = g _—
x0] =41 =3 x1,m0,23) = 9=k = 1 =
) ) 3—2

= [z3] =6 —sin (3m) =7

3
pa(x) = Zaiwi(x) =0-14+1-(z—20)+1-(x—z0)(x—21) — %(Jc —zo)(x — x1) (2 — 22)
i=0

1 1 . 2
:IL'+’JJ(£C*1)7§£L'(1‘71)(’J,‘72):7§Z3+2=’L’27§l‘

Lagrange-Darstellung;:

mit den Lagrange-Grundfunktionen




oo o) —m)@—s)  (@-De-D@@=3) 1 5 oo
lo(x) = (0 — 1) (w0 — w2) (20 — 73) (—1)(=2)(-3) = 8( 6x° + 1lx — 3)
_ (@@E-2)@-3 1 ,
hiw) = (1-0)(1-2)(1-3) 5(”03 — 527 + 6z)

_ _@eE-DE=3 _ 1 . 2
la(z) = 2-0)@-12=3) —75(13*41 + 3z)
(z)(x = (= - 2)

1 2
Is(z) = G_0G_1)G_2 E(xt&c + 22)

3
= p3(z) = ; f(x)li(x) = 0lg(x) + 1l (x) + 4o (x) + Tis(z) = —%zg + 222 — %x

10(x)

' o 11(x)

X g(x)=2x-sin(Pi/2*x) E— 12(x)

o pP3(X)=-1/3*x"3+2x"2-... v 14(x)

Abbildung 3: (b)

(¢) Verwende Newton-Schema aus (a) und ergénze eine weitere Zeile:

r | f(x)
-1 711040

AN 0-(-1) _q_

g EED T TN N L
0|0 <, > odop=0me

/ AN / 2=(=1) E N 11
T NI ! N 1 ==
9 |4 / N o /3

N 3 /
3|7 /

pa(x) = Zaiwi(x) =—1-141-(x4+1)4+0-(x+1)(z)+ %(ac +1)(z)(z—1)
=0

1 1 2 1 1
— E(x +D)(z)(z —1)(z—2) = 76:04 + §x3 + 6332 + 3%

Aufgabe 6: (miindlich)

10

[N



g(x)=2x-sin(Pi/2*x)
-1/6*x"4+2/3*x"3+1/6...

Von einer Funktion f € C?([—1,3]) seien folgende Funktionswerte gegeben:

(a) Néhern Sie das Integral f_31 f(z)dx mit der zusammengesetzen Trapez-Regel unter Verwendung aller gegebenen
Funktionswerte an.

(b) Schétzen Sie unter der Voraussetzung |f”(z)| < 18 fiir € [—1, 3] den Fehler ab.
Lésung:
b—a

(a) Trapezregel zur Schrittweite h = 1,a = —1,b=3,n = %3¢ = 4:

3
| e = 10+ Re®
1

mit J§4):hBf(—l)+f(0)+f(1)+f(2)+%f(3)} =1- [%-2+0+6+4+%-0 =11

(b) Abschétzung fiir den Fehler:

3
@) B¢ 1.,
|Rfp I_Iér[lfxfB] 3 yeR )

11



