UNIVERSITAT KARLSRUHE (TH)

Institut fiir Praktische Mathematik
Prof. Dr. Rudolf Scherer
Dipl.-Math. Heike Stoll

Numerische Mathematik fiir die Fachrichtung Informatik
und fiir Ingenieurwesen — SS 2005

Lésungen zum 3. Ubungsblatt — 13. Mai 2005

Aufgabe 1: (schriftlich zu bearbeiten)

(a) Untersuchen Sie, ob folgende Matrizen eine Cholesky-Zerlegung besitzen und berechnen Sie diese ge-
gebenenfalls

8 3 1 1 -2 0
A1:(4 2),A2:<_13;),A3: 26 2 |, 4= -2 13 0
1 2 2 0 0 4

(b) Verwenden Sie das Horner-Schema, um

(1) den linearen Faktor z — 2 von p(z) = z* — 423 + 22 + 102 — 10 und
(2) den quadratischen Faktor z2 + 2x + 2 von q(z) = 325 + 225 — 2* — 723 — 5z + 4

abzuspalten.

(c¢) Berechnen Sie fiir
r(z) = —32° +22* — 23 42 — 2

mit Hilfe des vollstéindigen Horner-Schemas p()(—1) fiir v = 0, 1,...,5 und entwickeln Sie damit r(x)
nach Potenzen von (z + 1).

Lésung:

(a) A besitzt eine Cholesky-Zerlegung < A ist symmetrischund positiv definit
A positiv definit < Alle Hauptunterdeterminanten von A sind positiv

e A; ist symmetrisch und es gilt

4 2
det(4):4>0,det(2 10

):4~10—2~2=36>0.

= A; positiv definit, besitzt also eine Cholesky-Zerlegung:

4 2\ (20 2 1
2 10 ) \1 3 0 3
e A, ist symmetrisch, aber nicht positiv definit, da det(—3) = —3 < 0 und besitzt deswegen keine
Cholesky-Zerlegung.

e Aj ist nicht symmetrisch (ag1 # a12), besitzt also keine Cholesky-Zerlegung.



e A, ist symmetrisch und es gilt

det(1) = 1> 0, det( 4 ;;)1.13(2)(2)9>0,
1 -2 0 L

det -2 13 0 4-det(_2 13)36>0.
0 0 4

= Ay ist positiv definit. Die Cholesky-Zerlegung ergibt sich zu:

1 -2 0 1 0 0 1 -2 0
-2 13 0 |=1 -2 3 O 0 3 0
0 0 4 0 0 2 0 0 2

(b) Hornerschema allgemein fiir p(z) = >.\'_ a,z":
(1) Abspaltung eines Linearfaktors (z — «) (Euklidischer Algorithmus):

pa() = (o — @)pa-1(2) +af?

pn—l(x) _ Z a(ul):r”fl
v=1

= pula) = a(()l)

Horner-Schema:

(7% Anp—1 An—2 PN al ap
z=a| — aa’ aagll e aaél) aa(ll)
1 1 1 1 1
a'V aflll af%)z .. ag ) aé ) = pn()

Hier:

1 —4 1 10 -10
a=2|— 2 —4 —6 8
‘ 1 -2 -3 4 =2

= p(z) = (x — 2) (2 — 22 — 3z +4) — 2

2) Abspaltung eines quadratischen Faktors (z2 — sz — t):
( paltung q

pn(x) = (2 — 52— t)pp_o(x) + agl)x + aél)

pn72($> _ Z CLZ(,I):EV_Q
v=2

Horner-Schema:

Qp  Gp—1 Ap-2 p-3 ... a2 ay ag
=s5| — sagll) sagll_)l sagll_)2 saél) saél) -
r=t| — - tagll) tagllll tafll) tagl) taél)

o a® a®, o0 o [a®] o

Hier:
3 2 -1 -7 0 -5 4
r=-2|—- —6 8§ =2 2 0 —
t=—-2|—- — —6 8§ -2 2 0

|3 -4 1 -1 0 -3 4
= q(x) = (2® + 22+ 2)(32* —42® + 2% —2) — 3z + 4



(¢) Vollsténdiges Hornerschema:

1 1
pa(@) = pui1(@)(x = a) + ag’; ag) = pa(a)
S (G+1) S P(j)
y n
po(@) = af (@ —ay = Z(a)(x —a)
j=0 j=0 J:
an an—1 an—2 al ag
=« — aaS) oaagzlll aagl) oaag1>
1 1
atl af’llll agl—)Q a§1) a(() = pn(a)
IT=a - 0107(12) aaf_)l aa(22)
)
2 2 2 2 Pn (O‘)
ar) o, o, af? = EETHE
alrv al™D (-1 _ 2" (@)
n n—1 n—2 (n _ 2)'
rT=a — Ola’ELn)
n n—1
a2 @) | [ (@)
no— n—1 "
n! (n—1)!
Hier:
-3 2 -1 0 1 -2
z=-1 — 3 -5 6 —6 5
-3 5 —6 6 -5 3=p(-1)
z=-1 - 3 -8 14 —20
-3 8 -14 20 —25 = p(M(-1)
z=-1 - 3 —11 25
@)y
-3 11 —25 45=1n 2(' ) = PP (=1) =90
z=-1 — 3 —14
(3)
-3 14 —39 = % = p®(=1) = —234
r=—1 — 3
) (- o
_ (=1 _ (=1 @ _
3= 7= = p™M(—1) = 408
4
p®)(=1) = —360

p(z) =3 —25(x + 1) +45(x 4+ 1)%2 = 39(z 4+ 1)2 + 17(z + 1)* — 3(z + 1)°

Aufgabe 2:
Gegeben sei das Polynom p(z)

(schriftlich zu bearbeiten)
= —32* + 423 + 162% — %4y —

1

9 27"

(a) Bestimmen Sie mit Hilfe des Satzes von Gerschgorin einen Kreis um 0, in dem alle Nullstellen von p

liegen.

(b) Verwenden Sie den Satz von Sturm, um zu zeigen, dass p je eine Nullstelle in den Intervallen [—3, —1.5],
[—1.5,0.5], [0.5,2] und [2, 3] besitzt.

(¢) Fiihren Sie ausgehend vom Startwert xo = 3 drei Schritte des Newton-Verfahrens zur Berechnung der

grofiten Nullstelle durch.

Losung:



(a) Gerschgorin: Die Nullstellen &, ..., &, des Polynoms p(z) = 2™ + a,_12" ! + - - - + ag liegen in einem
Kreis um Null mit Radius r (}C(0, 7)), wobei

n—1
r < max{ 1, Z la;| p und
7=0
r <max {|ag|, 1+ |a1],..., 1+ |an—1]|}-

Dazu muss p(z) normalisiert werden: p(z) = p(x)/(—3) = 2* — 32° — 822 + L2z + ;. Die Polynome
p und p haben die selben Nullstellen! Gerschgorin liefert:

4 16| [104] |1 853
<{1,|-2 22 =222 .
r_{, 3’+‘ 5 +‘27 +‘81‘} - = 10.5300
< ! 1+% 1+ 16 14+ 4 =6.3
"=081) 27 | 3 3

Alle Nullstellen von p liegen in (0, 6.3).

(b) Konstruktion einer Sturmschen Kette:
po = p und py = p;
p; (7 > 2) mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus, d.h. p;_; = ¢;p; — pj+1 mit Grad p;;1 < Grad p;.
Also:

104 1

p(r) = —3z* + 42® + 162% — A A po(x)
104 ! 26
p(x) = —122° + 1227 4 32z — 35 = pi(z) = L E;U) = —32° + 32% + 8v — n
104 1 26 1
po(z) i pr(z): (=32t + 423 +162% — —2 — —): (=32 + 322 + 8z — )=z — = = q ()
—_— 9 27 9 3
26
—(=3z* + 32 4 822 — 6)
26 1
3 2
8 -
T° + 8T 3 T 97
8 26
(z x 5% + 27)
92% — 62 — 1 =: —py(x)
1
=po(x) = q1(z)p1(z) — p2(z) = (x - 3) p1(z) — (=922 + 62 4+ 1)

26 1 1
p1(z) : pa(x) : (=32 4 322 + 8z — 3) (=927 + 624+ 1) = 3% g~ g2()

1
—(—32% +22% 4+ -2)

3
z? + §x - %

3 9
2 1

j— 2 j— — N
25 25
ER

1 1 25 25
“1(0) = ae) (o) = (32— 5 ) o)~ (-G + 7 )



25 9 27 9
: : (=922 (22— =)= —Zz— —- =
pa(x) i p3(z) : (—92° +6x + 1) : ( 3¢ 25) T q3(z)
— (=922 4 32)
3r+1
—(8x—1)

2 =: —py(x)

=pa(r) = g3()p3(z) — pa(x) = (;;90 - ;5) p3(x) — 2

Die Polynome pg, p1, p2, p3, p4 bilden eine Sturmsche Kette. Untersuchung der Vorzeichenwechsel fiir
r=-3,—-1.5,0.5,2,3:

z | po(z) | pr(x) | pa() | ps(x) | palz) | VZW
=3 - + [ =1 + | - 4
15| + + — + —~ 3
05| - + + - — 2
2 + | + | - | - | - 1
3] — - - - - 0
Mit dem Satz von Sturm und der Wechselzahl W (7o, 71, ..., Tm) = Anzahl der VZW in 79, 71,...,Tm
gilt:
Z3(po) = W(po(a), pr(), - ., pm (@) = W(po(8),p1(8); - - - pm ()
Z73% = 4-3=1 [—3,—1.5]
Zys? = 3-2=1 o . [-1,0.5]
= 705 — 9_1-1 = je eine NSt in 0.5.2]
Z: = 1-0=1 (2, 3]
(c) Newton-Verfahren:
() —Sxfl + 4x§ + 16x% — %xn — %
Tptl = Ty — =z, —
1 P (xn) —12a3 + 1222 + 32z, — 19
o = 3
-3-3*4+4.3%+16-32 - 194 .3 L
T =3— 5 2T = 2.804617117

—12-33+12-32+32.3- 1
29 = 2.761589065
x5 = 2.759600313

Aufgabe 3: (miindlich)

Gegeben seien die fiinf Wertepaare (z;,y;), i =0, ...,4:

il o 1]2|3]4
2| —2|-1]0]1] 2
vl 8 | 2 [1[4]10

(a) Zeigen Sie, dass keine Funktion f(z) = a + bz?, a,b € R existiert mit f(z;) = y;,i =0,...,4.

(b) Bestimmen Sie die Koeffizienten a* und b* so, dass die Funktion

W(a,b) =y~ (at ba?)

4

=0

2
, a,b,e R

fir ¢* und b* ihr Minimum annimmt und berechnen Sie dieses.



Loésung:

(a) Annahme: Es exisitiert eine Funktion f(z) = a + bz?, a,b € R mit f(x;) =a+bx? =y;,i=0,...,4
Dann ist dies dquivalent zu:

1 4 8

11 2

@A(Z>_ymitA_ 1 0|,y=|1

1 1 4

1 4 10

Aber mit GauB} gilt:

1 4] 8 1 4 8 1 418
1 1] 2 0 —3|—6 0 1|2
Aly=1 0|1 — 0 —4|-7 — 0 0|1
1 1] 4 0 -3|—-4 0 0|2
1 4110 0 0 2 0 0|2

= Rg(A) =2 < Rg(Aly) =3
= iiberbestimmtes LGS = unlésbar = f(z) exisitiert nicht

4

U(a,b) = Z|yl (a4 ba?) Z|yl x;) :Hy—A(Z)

=0

2 2

2

a
"o
Das Minimum des Residuums in der Euklid-Norm ist gegeben durch die Losung der Normalgleichung
AT Az = ATy! Mit

2

(1111
AA_(4101

S =
N——

5 10
_<10 34>‘md

—_ = =

= = N 0o

— R = O~
I
N
* &
N—

—_
o

folgt mit Gaufi:

ATA|ATy:5 10 | 25 5 10125 1 215
1

10 34|78 0 14[28 0
= b =2a"=5-2-2=1
= f(x) =a* +b*2? =1+ 227

Wert des Minimums:

8 1 4 8 9\ |7
2 11 2 3
W(a*,b*) = U(1,2) = 1 |- 10 1 | =11
4 11 4 3
10 1 4 10 9 /1,
(8—924+(2-322+(1-1>2+ 10 9)2

1Satz 3.7: A hat vollen Rang. Die eindeutig bestimmte Lésung «* der Normalgleichung AT Az = ATy 15st das iiberbestimmte
LGS Az = y bestmdglich, d.h. ||r(z*)]||2 ist minimal.



Aufgabe 4: (miindlich)

Gegeben seien

A:

1 1
1 3
-1 -5
0 -2

-1

-5
13
4

0
-2
4
3

1
5
—-17
)

Berechnen Sie die Cholesky-Zerlegung der Matrix und 16sen Sie damit das LGS Az = b.

Losung: 3 Alternativen zur Durchfithrung der Cholesky-Zerlegung:

1. Alternative: Ablesen der Koeffizienten von L aus Matrixdarstellung

1 1 —1 0 lll 0 0 0 lll 121 l31 l41
A= 1 3 -5 =2 o 121 122 0 0 0 l22 l23 l24
o -1 -5 13 4 B 131 132 133 0 0 0 l33 l34
0 -2 4 3 l41 l42 l43 l44 0 0 0 l44
1 0 0 0 1 1 -1 0
[t v2 o000 0 V2 —2v2 —V2
Tl -1 —2v2 2 0 0 0 2 0
0 —-2v2 0 1 0 0 0 1
2. Alternative Cholesyk-Algorithmus
hi=an=V1=1
. a1 1
2. Zeile: lgg = — =-=1
€lle: (21 111 1
l22:\/a22—|121|2:\/3—|1\2=\/§
. az1r  —1
3. Zeile: I3 = = = — = —1
elle: (31 l11 1
l —i(a — Il )—i(—5—(71) 1) =—-2v2
327122 32 — 31021 =5
l33:\/a33—|131|2—|132|2:\/13—(—1)2—(—2\/5)2:2
4 Zeile: 1y = 21 =9
111 1
l 1( Lirlay) 1( 2-0-1)=—V2
= —(a — = — (=2 —0- — —
42 Ins 42 — la1lo1 NG
1 1
ly3 = E(am —la1lsr — laolse) = 5(4 —0-(=1) = (=vV2)(-2v2)) =0
2 2 2 \/ 2 2 2
lag = VVass — [ln]? — [l — [lsP = V3-02—v2 - 02 =1
3. Alternative: Gaufl Algorithmus
1 1 -1 0 1 0 0 0 1 0 0 O 1 0
1 3 -5 -2 1 2 -4 -2 1 200 _ 1 V2
-1 -5 13 4 -1 -4 12 4 -1 -2 4 0 -1 —2v2
0 -2 4 3 0 -2 4 3 0 -1 0 1 0 -2
Damit gilt
1 0 0 O
I L V200
Tl -1 —2v2 2 0
0 —v2 0 1

o N OO
= O O O



und das LGS Az = b geht iiber in LL 2 = b. Lose (1) Ly = b und dann (2) LTz = y:

1 00 0 1 =1
hy 1o vz oo 5 yo=(5—-1)/vV2=2V2
W 21 903 2 0] 17 7 gy= (—1T4+ 14 2v22v2)/2 =
0 —v2 0 1| =5 ys = (=5 +v22v2) = —1
11 -1 0 1 rp=1—(-3)+(-2)=2
2) 0 V2 —2v2 —V2|2V2 L 2= (2\f+2f (—=2) +V2(-1))/V2=—
0 0 2 0| —4 T3 = —
0 0 0 1] -1 sc4:—1
= 2=(2,-3,-2,-1)"

Aufgabe 5: (miindlich)

(a) Gegeben sei das Polynom

1
p(x) = Ex — 102 4 75.

Berechnen Sie mit Hilfe des vollstéindigen Horner-Schemas p*)(2) fiir v = 0,1,...,6 und entwickeln
Sie damit p(z) nach Potenzen von (z — 2).
(b) Gegeben sei das Polynom
q(z) = 2® + 32° + 62 — 6.

Verwenden Sie den Satz von Sturm, um die Anzahl der Nullstellen von ¢ in den Intervallen [—1, 0] und
[0,1] zu bestimmen.

Loésung:
(a)

& 0 0 —-10 0 0 75
z =2 Z 1 L 1 —19 —38 —76

7o 3 i -3 ~19 -38 | -1=p(2)

— 1 1 3

z=2 - i 1 2 -16 —70

& : 2 -8 —-35 —108 = p'(2)
z=2 - 1 3 3 —10

1"

i 3 3 -5 a5 =25 = {p"(2) = 90

z=2 - i 1 5
(3) (2 3

%6 % g :pg!() ép<)(2):0

=2 — 1 %
(4) 2 4

1 3 B=rg® pV(2) =90

=2 — %
() 5
1% % _r 5!(2) N p( )(2) — 90
(6)
= g2 ©)(2) = 45
15 3 1
2 4 5 6
p(xz) = —1 —108( ) —45(x — 2) +Z($_2) —I—Z(x—Q) +E(a¢—2)



q(z) = 2* + 32% 4+ 62 — 6 =: po(x)

()
3

()

¢ (x) =32 +624+6=pi(z) = =22 +22+2

po(x) i pr(z) :(2® + 322 + 62 —6): (2 +224+2) =2+ 1 =: ()
—(2® + 22% + 22)
2? +4r —6
—(2? + 22 +2)
20 —8=py(z) = —x+4
= po(z) = (z + pi(z) — (22 + 8)
p1(z) :pa(x) (2% 4+ 22 +2) : (—x+4) = —x — 6 =: qo(x)

—(2? — 4x)
6x + 2
— (6 — 24)

26 = —p3(x)
= p1(z) = (= — 6)pa(z) — (—26)

Do, P1, P2, p3 bilden eine Sturmsche Kette. Untersuchung der Vorzeichenwechsel fiir ¢ = —1,0, 1

z | po(z) | p1(x) | p2() | ps(z) | VZW
T - [+ |+ | -] 2

of — | + | + | - | 2

1+ |+ |+ -1

Mit dem Satz von Sturm und der Wechselzahl W (7o, 71, ..., ) = Anzahl der VZW in 79,71,

gilt:

Z3(po) = W(po(a), pr(a), - -, pm(a)) = W(po(8),p1(B), - - -, pm(B))
7% = 2-2=0

ozl = 2-1=1

Damit hat die Funktion ¢ in [—1, 0] keine und in [0, 1] eine Nullstelle!

s Tm



