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Aufgabe 1: (schriftlich zu bearbeiten)

(1) (a) Zeigen Sie, dass die [1-Norm und die Maximum-Norm Vektornormen sind.
(b) Zeigen Sie, dass Ng und Nz Matrixnormen sind.
(c) Zeigen Sie, dass Ng mit der [1-Norm und Nz mit der Maximum-Norm vertréglich sind.
(2) Berechnen Sie fiir die Matrix
3 0 0 0
0 3 =2 1
A= 0 2 1 3
0 -2 1 -1
folgende Normen N¢(A), Nz(A), Ng(A), N,(A) sowie p(A).
Loésung:
(1) (a) 13-Norm:
Definitheit: fiir « # 0 gilt: ||z]; = Z |zj| > 0, da mindestens ein z; # 0
J
Homogenitiit: o € R [laz]y = Y |az;| =Y |allz;| = || > |z;] = allz(
J J J
Dreiecksungleichung: ||z + y||1 = Z lz; + ;] < Z (2] + ly;1)
J J
=D lagl+ > lysl = llalh + [yl
J J
max-Norm:
Definitheit: fiir & # 0 gilt: ||z||cc = max|z;| > 0, da mindestens ein z; # 0
j
Homogenitét: o € R : ||az||e = max|az,| = |a| max |z;| = |al||z]|;
J j
Dreiecksungleichung: ||z + y||co = max |z; + y;| < max (|2;| + [y;])
j J
< max ;] + mas ] = e + 1]l
(b) Ngt

Definitheit: fiir A # 0 gilt: Ng(A) = nmax |ajix| > n-0=0, da mindestens ein a;; # 0
3,

Homogenitét: o € R: Ng(aA) = nmax laa;i| = nlal mz}tx|ajk| = |a|Ng(A)
Jik Js

1/2

HH

3/2

1/2



Dreiecksungleichung: Ng(A + B) = nmax lajr + bjx| < nmax (lajr| + 1bjx])
Js Js

< (maxlae] + maxl00] ) = Ne(4) + No(B)
Js s

Mulitiplikativitét:

Ng(A- B) = nmax Zaﬂblk

: = nmax |a;j1b1k + ajobok + - - - + ajnbnkl
3,
=1

< nmi}cX mlaX |(ljz| (b1 + bk + -+ - + bnk)
7y

< nmax max |aji| » max |b;x|
K2

= nmax |a;;| n max |b;|
gk 3l ik

= Na(4) - Ne(B) 1/2

Nzi

Definitheit: fiir A # 0 gilt: Nz(A) = max E laji| >0, da mindestens ein a;; # 0
J
k=1

Homogenitét: o € R: Nz(aA) maxz laa;i| = maxz la ajk] = max|a\ Z |aik|

= IaINz( )

Dreiecksungleichung;:

Nz(A+ B) = mameJk +bji| < maxz lajr] + |bjx)
k=1 k=1

n n n
max (Z lajkl + |bjk|> <max Y Jak| +max Y |bi]
J k=1 k=1 J k=1 ¢ k=1
= Nz(A) + Nz(B)

Mulitiplikativitét:

Nz(A-B) ( aj; Zk) = maxz

k=1

§ a]z ik

=1

n

X Z (aj1bik + - -+ ajnbuk)

= mjax lajibin + - + @jnbp1 + ajibia + - + ajnbpa

+oootajibing + o+ Ginbnn

Zaﬂk

k=1

n
D i

k=1

< max (max 61| -+ max | by |
K3

k
< max (mlaxz |bi] - Z |ajk|>
=1 =
= (@XZI%) . (maXZ|bll|> (A) - Nz(B) 1/2
k=1

(¢) Vertréglichkeit von Ng mit [1-Norm: Zu zeigen ist ||Az||y < Ng(A)|z|: fir alle z € R™, A € R™*™:

n n n
> ajpe| <Y lajellak]
k—1

j=1k=1

n

|Az||; = Z| (Az), Z




(lajallza] + lagallzz| + - + lajn||zal)

IN

max [ag [z < mr;aX\aallﬂfflll = Ng(A) |zl 1/2

n

; n n

> (maxmm (foa] + ] 4+ + |xn|>) = maxclag] - Yl
j=1 j=1 k=1

n

Vertriglichkeit von Nz mit max-Norm: Zu zeigen ist ||Az|oo < Nz(A)||z]co fiir alle z € R™, A € R™"*"™:

|Az|| 0 = max|(A:c) | = max Zaakxk < maxz lajk!|zk|
k=1 k=1
<3 (Jol gl ) = e S o - mp ] = N () 12
(2)
Ng(A) = nmax lajx] =4-3=12
Jik
NZ(A)—maXZ|ajk|—max{3 6,6,4} = 6 NG,NZ,NS:
k=1
Ng(A) = mkaxz; laji| = max{3,7,4,5} =7
]:
N,(A) = /(AT 4) = ¢max|AJ[ATA]|
J
p(A) = masx Ay
Wir benétigen nun die Eigenwerte von A und von A" A. Diese ergeben sich aus det(A — AI) = 0 und det(AT A —
AI) = 0. Zuerst zu den Eigenwerten von A:
3—A 0 0 0
0 33—\ -2 1
det(A—\I) = 0 9 11 3
0 —2 1 —1-A
—(3-)\) 3 ; A 1i2>\ :1,) 1. Spalte = 1. Spalte
9 1 1y + 2.Spalte - 3. Spalte
— (3o :i 1_—2,\ ?1) 3. Zeile = 3. Zeile + 1. Zeile
A\ 1 1o 2. Zeile = 2. Zeile - 1. Zeile
A =2 1
—(3-N] 0 3-x 2
0 -1 =X
3—A 2
=B -=X(=N) 1 1. Spalte = 1. Spalte - 2. Spalte
=(B=N)(=X\) L=A 2 1y Zeile = 2. Zeile + 1. Zele
—-14+X =X ' ' '
1-X 2
RO N ECERCERIRVIOY
Damit erhalten wir die Eigenwerte von A zu 0,1,2,3 und es gilt 1/2

p(A) = 3.



Nun zu den Eigenwerten von AT A.

3.0 0 0 3 .0 0 0 9 0 0 0
ATa_| 0 3 2 2 0 3 -2 1] _ |0 17 -6 11
“lo 21 1 0 2 1 3|7|0 -6 6 o0
0 1 3 -1 0 -2 1 -1 0 11 0 11
9\ 0 0 0
T 0 17—\ -6 11
det(ATA— ) = A 0
0 11 0 11—\

17— -6 11
=9-\N| -6 6-x 0
11 0 11—\
~A -6 11
=O-N]=x 6-1 0
A0 11—
B 11

1. Spalte = 1. Spalte
+ 2. Spalte - 3. Spalte

2. Zeile = 2. Zeile - 1. Zeile
3. Zeile = 3. Zeile + 1. Zeile

=0©9-XN| 0 12-x -—11
0 —6 22— )
= (9= N (=N[(12 =) (22 — \) —66] = (9 — \)(=\)[\* — 34\ + 198]
=(9— N (=N)A7+ V91— N)(17 - V91 — )
Damit erhalten wir die Eigenwerte von AT A zu 0,7.46,9,26.54 und es gilt 1/2

N,(A) = V2654 = 5.15.

Aufgabe 2: (schriftlich zu bearbeiten)
Gegeben sie das LGS Az = b mit

4 2 1 4
A= a -4 1|, b= 3], ackr
1 0 2 2

Dieses soll mit dem Gesamt- und dem Einzelschrittverfahren gelost werden.

(a) Zeigen Sie, dass das Gesamtschrittverfahren fiir alle o € (-3, 3) konvergiert.

(b) Bestimmen Sie die Iterationsmatrix des Einzelschritt- und Gesamtschrittverfahrens in Abhéngigkeit von a.

(c¢) Berechnen Sie die ersten drei Iterierten des Einzel- und Gesamtschrittverfahrens fiir &« = —1 mit der Startnéhe-
rung z(®) = (0,0,0)".
Losung:

(a) Nach Satz 3.3 der Vorlesung ist zu zeigen, dass A diagonaldominant ist. Mit dem Zeilensummenkriterium folgt:

|
> Jag| < lan | : 2| +]1|=3<4=1]4 Vv
7=2,3
|
> lag;] < lagal : la| + 1] = || +1 < 4= | — 4] fiir o € (—3,3) erfiillt v
j=1,3
!
7 asil <lass|: [1+l0]=1<2=]2] v
j=1,2



(b) Fiir A gilt folgende Zerlegung

U 4 0 0 0 0 0 0 2 1
A= D mtD=[0 -4 0 |,L=a 0 0 |, U=]|0 01
L 0 0 2 1 00 0 00
Fiir die Iterationsmatrizen Tggy bzw. Tagy des ESV bzw. GSV gilt
Tesv = —(D + L)™'U bzw. Tgsy = —D~ YL + U).
Bestimmung der Inversen (D + L)~
4 0 01 0O |-1/4
D+LII — a —4 0|0 1 0
1 210 0 1
1 0[1/4 0 O
— a -4 0 0 1 0 |2. Zeile = 2. Zeile - a 1. Zeile
1 2 0 01 | 3. Zeile = 3. Zeile - 1. Zeile
1 0 0 1/4 0 0
— 0 -4 0| —-a/4 1 0 |-—1/4
0 0 2|-1/4 0 1 |-1/2
10 0| 1/4 0 0
— 0 1 0|a/t6 -1/4 0 — I[(D+L)"*
0 0 1]-1/8 0 1/2
Damit erhalten wir die Iterationsmatrizen wie folgt:
1/4 0 0 0 2 1 0 —1/2 —1/4
Tepsy =—| o/l16 —-1/4 0 001 )|]=(0 —a8 —a/l6+1/4 1/2
-1/8 0 1/2 0 00 0 1/4 1/8
1/4 0 0 0 2 1 0 —-1/2 -1/4
Tasy = — 0 —-1/4 0 a 0 1 | = a/4 0 1/4 1/2
0 0 1/2 1 00 -1/2 0 0

(c) Die Iterationsvorschriften fir das ESV bzw. das GSV lauten fiir « = —1 und v =0,1,2,...:

x%’;&) = TESV‘I%;V + gpsy mit
0 —-1/2 -1/4
TESV = 0 1/8 5/16 und
0 1/4 1/8
1/4 0 0 4 1
gesy =(D+L)"'b=| —-1/16 -1/4 0 3 1= -1
-1/8 0 1/2 2 1/2

1 .
U’U(é/;v) = TGsvx(g;V + ggsy mit

0 —1/2 —1/4

TGSV = —]./4 0 ]./4 und
~1/2 0 0
1/4 0 0 4 1
9Gsv =D 'p= 0 —1/4 0 3 = —3/4
0 0 1/2 2 1

Damit erhalten wir mit dem Startwert x%’év = :Z:(C?;.V = (0,0,0)" folgende Iterierten:

1
!Egév =Tpsve'® + gpsy = | -1

1/2



0 —1/2 —1/4 1 1 11/8
22, 0 1/8 5/16 1+ —1 ) = —s1/32
0 1/4 1/8 1/2 1/2 5/16
0 —1/2 —1/4 11/8 1 45/32 1.40625
28 =10 1/8 5/16 3132 |+ | -1 | = -131/128 | = | —1.0234375
0 1/4 1/8 5/16 1/2 19/64 0.296875
1
ﬂfggv =Tasvr'® +gosy = | —3/4
1
0 —1/2 -1/4 1 1 9/8
22 = —1/4 0 1/4 ~3/4 |+ | —3/4 | =| —3/4
~1/2 0 0 1 1 1/2
0 —1/2 —1/4 9/8 1 5/4 1.25
vy = | —1/4 0 1/4 —3/4 |+ | —3/4 | = —29/32 | = | —0.90625
~1/2 0 0 1/2 1 7/16 0.4375

Aufgabe 3: (miindlich)

Der fiir jede (m,n)-Matrix A existierende Zahlwert

[Az]
Np(A) = ma b= X Azl
w20 |zl =1
heiBt der Vektornorm || - ||, zugeordnete (induzierte) Matrixnorm. Beispiele sind:

n
max E laij| = Ng(A) zugeordnet zu || - ||1
j=1,.m

i=1

Amax(ATA) = N,(A) zugeordnet zu || - |2

max a;i| = Ng zugeordnet zu || - ||oo
Z\ il = Ns(A) zugeord [

7 5n

Zeigen Sie, dass die zugeordnete Matrixnorm tatséchlich eine Matrixnorm ist.
Losung:

Definitheit: fiir A # 0 gilt: N,(A4) = I\Hll\ax |Az||, > 0, da mindestens ein aj; # 0

Homogenitét: o € R: Np(aAd) = Hrr‘llax laAz|, = ‘rrll‘ax lal|| Az, = || Np(A)
Zllp

Dreiecksungleichung: N,(A + B) = lmlax (A4 B)z||, = max, |Ax + Bz,

l=ll,=1 l=ll»=

< max (||Az|| + ||Bz|) < max |Ax| + max |Bz| = Np(A) + Np(B)
llzll,=1 lzll,=1 llzllp=
A
Mulitiplikativitit: Es gilt: N,(A) = max | Az|, = ma ” pr = Np(A) - ||z]lp > |Az]], Ve

llllp=
. =Bz
Danit folgt: [|(4 - B)all, " =" | Ay|| < N,(A) - llyll, = N,,(A) B, < Ny(A)N,(B)]l,

= 7”( )llp < N,(A)-N,(B) Vz

[E41

omax LA Bl 4 gy < ) ()

z7#0 [l



Aufgabe 4: (miindlich)

Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem Ax = b mit

Zeigen Sie mit Hilfe von Satz 3.2 der Vorlesung, dass das Gesamtschritt- und das Einzelschrittverfahren konvergieren.

Loésung:

Satz 3.2: Das Iterationsverfahren z**1 = T2 49 v = 0,1, ..

2 -1
A=| —4

0
6 1
0 2 4

. konvergiert genau dann fiir jeden Startwert z(?) € R™

gegen einen Fixpunkt z*, d.h. o* = Ta* + g, falls p(T') < 1 gilt (p(T') = max; |A;[T]| Spektralradius).

Mit nichtsinguldrem M gilt:

Ar=b e (M—N)z=b & Mr=Nz+b e =M 'Na+M'h
S~—— N—~—

=T =:g

Es gilt nun: Suche Losung z* des LGS Ax = b < Suche Fixpunkt z* von z* = Tz* + ¢

ESV GSV
Iterationsvorschrift | 2"tV = Tpgy ™ + gpsy | 2TV = Tagvz® + gasy
M:N M=L+D; N=-U M=D; N=—(L+U)
Tterationsmatrix Tpsv = —(L+ D)~U Tesv = —D YL +U)
g gesv = (D+L)""b gasv =D~
2 -1 0 U
Ax =bmit A= —4 1 = D =L+D+U
0 4 L
1/2 0 0 0 0 -1 0 0 1/2
Tasy = — 1/6 400 |+l0o 0o 1|l={23 o
1/4 0 2 0 0 0 0 0 —1/2
Bestimmung der Eigenwerte von T" aus det(T" — A1) 20
A 120
., 11 5
det(TGS\/*)\I): 2/3 —A —1/6 =-A +)\E+>\§:/\ E*)\
0 —1/2 -\
5

i/\l = 0, )\2)3 =+

12

/5
ip(TGS\/) = ﬁ ~0.65 <1

Damit konvergiert das GSV.

Tepsy = —

Bestimmtung der Inversen von (L + D):

L+D|] —_ =

o N

o o O

0 0 0 2 00
-4 0 0 )+{ 06 0
0 2 0 0 0 4
01 0 O
0/0 2 4
210 0 1

|2. Zeile = 2. Zeile +2 - 1. Zeile



2.0 0/1 0 0
— 0 6 02 1 0
0 2 4/0 0 1 3. Zeile = 3. Zeile -1/3 - 2.Zeile
2.0 0 1 00 |-1/2
— 0 6 0 2 10 |-1/6
0 0 4[-2/3 —1/3 1 |-1/4
1 0 0] 1/2 0 0
— 0 1 0| 1/3 1/6 0 — I(D+L)7!
0 0 1]-1/6 —1/12 1/4
1/2 0 0 0 -1 0 0 1/2 0
=>Tgsy=—| 1/3 1/6 0 0 0 1 ]=(o0 1/3 -1/6
-1/6 —1/12 1/4 0 0 0 0 -1/6 15
Bestimmung der Eigenwerte von Tggy:
-\ 1/2 0
A - 1 1 1
det(Tsy —AD) =| 0 13— —1/6 |=-a| 3= A VO (L) (L)L
1 -1/6 15— A 3 12 36
0 -1/6 55—

1 1
5)\ A2

) )
= Az T _36} —‘“[A‘u} = M2=00 4 =35
5
T = —
p(Tesv) 12
Damit konvergiert auch das Einzelschrittverfahren! O

Aufgabe 5: (miindlich)
Gegeben sei das LGS Az = b mit

-1 2 -1 3 )
-2 4 5 1 9
A= -2 1 4 3 |’ b= 10
0 3 -2 1 2

(a) Bestimmen Sie eine Permutationsmatrix P € R**% so, dass PA eine LR-Zerlegung besitzt, und berechnen Sie
diese LR-Zerlegung.

(b) Lésen Sie mit Hilfe der Zerlegung PA = LR aus Aufgabenteil (a) das LGS Az = b.

(a) Gesucht P,L,R mit PA = LR, P = Permutationsmatrix, L = untere Dreiecksmatrix mit Einsen auf der
Diagonalen, R = obere Dreiecksmatrix. Berechnung mit Gauf3-Elimination:

-1 2 -1 3

-2 4 5 1 |2. Zeile = 2. Zeile -2 - Zeile

-2 1 4 3 |3. Zeile = 3. Zeile -2 - Zeile

0 3 -2 1

-1 2 -1 3

L (1) 4(1) _ 2 0 7 -5

= LPAY =9 3 6§ -3 |Vertausche 2. und 4. Zeile
0 3 -2 1

-1 2 -1 3
o 3 -2 1

AN —

B 4@ — p@ () 4 —

2 -3 6 -3 |3. Zeile = 3. Zeile + 2. Zeile
2 0 7 -5
-1 2 -1 3
LY 43 @y 0 3 -2 1
= AV =LYWAY = 9 1 4 -9
2 0 7 -5 |4 Zeile =4. Zeile — 3. Zeile



-1 2 -1 3
LY q@ @ - 03 -2
= AW =LYWAY = 5 1 4 9
2 0 -7/4 -3
mit
1 0 00 10 00
m_| -2 100 @ _|1 00 01
L= -2 0 10 » P 0 010
0 0 0 1 0 1 0O
10 00 10 0 O
@ _1 0100 @m_|1 01 0 0
L™= 0110 » L 00 1 0
00 0 1 00 -1 1
Damit geht das LGS Az = b iiber in das LGS
LB LR P Ay — B2 p@) (D,
Die Matrizen der Zerlegung PA = LR sind dann gegeben durch:
1 0 0
_ p@(py-1p@@y-tey-1_ [ 0 1 00
2 0 11
-1 2 -1 3
_ep@perma_ [ 0 3 2 1
R=LYWLYWPHWLWA= 0 0 4 9
0 0 0 -=3/2
10 00
s _ | 00 01
pP=Fp 0 010
0 1 00O

(b)
Ar=b= PAz = Pb TS LRy = PL Y= Ly = Pb

(1) Lose Ly = Pb=: b mit Pb= P(5,9,10,2)T = (5,2,10,9)T =b
(2) Lose Rx =y

1 0 0 0 n 5 yi =5
7 O 1 0 0 Y2 _ 2 Y2 =2
2 0 71 Ya 9 yo =9-2-y1—5-y3=-3
-1 2 -1 3 T 5 X1 :(5—3'$4+1~J}3—2~$2)/<—1)
. 0 3 -2 1 xT9 _ 2 xT9 :(2—1$4+21‘3)/3:1
o o o -3 T4 -3 T4 =3



