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Aufgabe 1: Losung:

(8) (a) f€CU0,L], /() = Lcosda, |f'(x)] < [/(0) = teos0 = 4 VWS 4

(0) 1£(x) = f@)] = 15— L] = 5+ Lyl = Lyl — |z]] < |z — y| (Gleichheit fiir & = 1,y = 0) = L =
() FECL, f/(x) =L — L /(@) < F(2) =} — oLy = e1_ s MWS s

12
(b) f:[0,1] = R, f(z) = V&
Annahme: 3L > 0 mit |f(z) — f(y)| < L|x — y|Vx,y € [a,b] = [0, 1]
1

Sei z,, = %, Yn = 7 (n € N beliebig)

Dann gilt |f(zn) — f(yn)| < Llzn — yu| %ﬁ <L-3l=1> %\/ﬁ n beliebig, d.h. L > %\/ﬁVn eN
Widerspruch (wegen 2/n =3 00) v

1
12 12 12
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Aufgabe 2: Lésung:

(a) Zu zeigen sind die Bedingungen des Banachschen Fixpunktsatzes:
(1) I abgeschlossen
(2) f Abbildung in sich, d.h. f(I) C T
(3) f Kontraktion, d.h. [f(z) — f(y)] < Llx —y| mit L < 1
(1) I=1[1,2] v
(2) f(I) C I: Wir zeigen: f ist monoton fallend und 2 > f(1) > f(2) > 1:

1 1 1 1
fl(x) = 71—6x3 —g¥="5 [1 + Zxﬂ <0 Vzrell,2]
~ ——
<0 >0

Damit ist f in [1, 2] monoton fallend. Nun gilt

2> f(1)=1,921875 > 1,5 = f(2) > 1

und damit ist f([1,2]) C [1,2]. v 1/2

(3) zu zeigen: maxgep o) |f'(2)| = L < 1:

1 4 1 1 1 5
——z° — —x|=- max |-z +=z
16 8 8 xe[1,2] | 2

8

/ _
2y 7O a0

223+2‘=i:;1:<1 /

Damit sind alle Bedingungen des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt, weswegen f genau einen Fixpunkt z* in
I =[1,2] besitzt und die Iteration z,, = f(zn—1) fiir n =1,2,... fiir jedes xy € I gegen z* konvergiert

’_1




1'0—2
1 3
= =2t 92249 "
m =) =—52 - g2 +2=35
1 /3\* 1 /3\?
— ———(2) = (2 2 = 1,7802
zo = f(21) 64<2> 16<2) + , 780273438
x5 = f(xs) = 1,644962148 1/2

Der maximale Fehler lasst sich mit Hilfe der a-posteriori Schranke bestimmen

n — 2| < 2 |2 — T

Tp —T | S 1- 1L Tp — Tn—-1
3

n=3: |as—a'| < g fas - aa| = 3-0,13531120] = 0,40593387 1/2
1

(c) Fiir die Anzahl der Iterationsschritte n sollte gelten (a-priori Schranke):

L" (3)" |3 3\" !
n—a| < —xo| =2 | —-2/=(2) -2<1073
[2n =" S 7 21— ol 1- 2|2 (4) =
1 1In0,0005
= n > logs -2 — 26,42118918 1/2

12000 0,75

Es miissen mindestens n = 27 Iterationsschritte durchgefiihrt werden, um |z, — z*| < 1073 garantieren zu
konnen. 1/2

(d) Die Iterationsvorschrift fiir das Newton-Verfahren zur Bestimmung der Nullstelle von g(z) lautet

Tn+l1 = Tp — g/(xn)7 n:071727"'
g'(xn)
In unserem Fall ist
(@) = f(&) 0 = —gpat — qeat w42 12
Damit erhalten wir
o = 2
12
T = g — g,(x‘)) — 22— 1714285714
g'(xo) 7
Ty = 1 — g/(xl) —1,692768623
g (901)
T3 = Ty — g,(xz) — 1,692666013 1/2
g'(r2)

Aufgabe 3: Losung:

(a) Zu zeigen: Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes:

(a) I abgeschlossen



(b) F Abbildung in sich, d.h. F(I) C T

(¢) F Kontraktion, d.h. HF( r ) —F( r >H <L H( r ) — ( r >H
Y Yy Yy Yy
(a) I =10,1?
(b) i — 2—10552 — 2—15y2 bzw i — 2—1055 — —y sind auf [0, 1]> monoton fallend in z und y. Somit gilt
Ogl_iﬁ_il?_i_l:l_i(ﬂ i()?Sl
4 20 25 25 -4 4 20 25
1 1., 1., 1 1 1 1., 1,
0<-—-12- 2 12= — < - =2 02— —02<1
4 20 10 1074 4 20 10

Damit gilt F/(I) C I, d.h. F bildet F in sich ab.

(¢) Wéhle max-Norm: ||z||co:

HF(j)-F(Zﬁ)Hooz ) maxf) I{‘%(iQ—xQH%(QQ—y%

= ma {55 = )@+ )+ £ (G- 00+ )] 5@ D@+ ) + 5=+ |
<o (12— al i~ ol - {| @ o)+ 2] @0+ G50+

8

05 )= oLl s sl 3l =36 (5 - (L.

Damit ist F' Kontraktion mit Kontraktionszahl L = 1—30.

A

(b)
((En)_F(xnl) 7,}/_1,27
Yn Yn—1
i) To 1 0.16
=F =F =
(o) (yo) (1)-(57)
X9 _F X1 _ 0.24832
ya ) o\ 0.24772
x* 0.244679
y* 0.2411894
Fehlerabschatzungen

(a) (a-posteriori) zur Abschiitzung des Fehlers nach zwei Iterationsschritten

)= 0= el C )= ()L = 67wt et

= % max{0.08832], 10.14772]} = 0063308571




(b) (a-priori) zur Abschiitzung der Anzahl der Iterationen
* n !
G )= Gol=a=z (o) - G )l
Yn Y . - Y1 Yo 0o

1-L
I . i) o i " 0 . . o 3 nLO
()= ()] = () St st —wly = () 2 max(iosal o3}

10
3\" 87
< logy <10> <logy (10 89>

3
< nlogg (10> < =8 +logyq < )

-8+ log;g ( )
logyg (10)

1-L

S n > = 15.50865194

Nach spitestens n = 16 Iterationsschritten ist der Fehler kleiner als 1075,

(¢) Das Newton-Verfahren dient zur Losung von G(z) = 0:
Startwert x(©) )
v=0,1,2,---: 2T = 2 — [Jg(z®)] - G(z™)

Berechnung von z(**1) iiber Lésung eines linearen Gleichungssystems (zur Vermeidung der Berechnung der
Inversen der Jacobimatrix Jg):

Ja(z) [z — 2] = —G(2)

—2()

Lose Jg(z) 20) = —G(a™)

Berechne z(*t1) = () 4 ()

Umformulierung des Fixpunktproblems F(z) = x in ein Nullstellenproblem fiir G: G(z) = 2 — F(z) = 0:

T\ _ (T _ T\ T— i+ 2%+ Y
G<y>_(y) f<y>_<y §+§3x+32y)

Jacobi-Matrix

Newton-Schritt: v = 0, (9 = (0,0)7

1+1L 2 MO 0 14l 21
Ja(z)2(0 = ( 10 25 > 1 =-G@) = 4710 P )= %
CREES DAL e dea-5 ) TS

uoo2 2 11 2 21
LGS losen: 1 % | % — 1(;3 6 Do +25 21
0 5 10 5 2511 | 10 ' 2511

47 *
(0):( % ) (1) _ (0 (0):( AT )~(0.29> <ac ):< 0.244679 )
=z y z +z %8% ~ ’ *
&6 555 0.31 y 0.2411894
Deutlich bessere Niherung an die Losung nach einem Iterationsschritt als beim Iterationsverfahren nach dem
Banachschen Fixpunktsatz!

Aufgabe 4: Losung:



(a) Newton-Verfahren zur Losung von g(x) = 0:

k

Aus x = a'/* folgt 2* = @ und damit g(z) = 2*¥ —a und ¢/(x) = k2*~'. Damit erhalten wir die Iterationsvorschrift

fiir das Newton-Verfahren in der Form:

. _g(xn)_m _mﬁ—a_kxﬁ—xﬁ—i—a_ 1 m—&—l a
e o R k)" kgkt
(b)
1 1 2 1
Tnt+1 = 1_§ xn+3 %_1_3xn+7g
o =
2 n 21 2 14 21 4
1=+ -—5=<" - ==
YT370 322 3 312 3
2 +21 2 4+2 1 91 1.9638
x 71‘ p— = — s — —_— = — = .
273732233 3(4)? T2
3
Exakte Losung 2/3 ~ 1.25992105
Aufgabe 5: ( miindlich)
Gegeben sei die Folge
So = 0

Sp = \/m7 n=12,...
Zeigen Sie mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes, dass die Folge gegen s* = 2 konvergiert.
Lésung:
Definiere eine Fixpunktiteration durch
Spn=f(sn-1) =12+ 8n_1, n=12,...
mit Startwert sop = 0. Der Fixpunkte der Funktion f ist der Grenzwert der Folge (s,,).
Uberpriife die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes fiir
f:D—=R, D=10,2], f(s)=vV2+s
(a) D ist abgeschlossen v
(b) f ist streng monoton wachsend, da f’(s) > 0 fiir alle s € D und
0< f(0)=v2<2=Ff(2)<2,
damit ist f(D) C D, d.h. f ist Selbstabbildung. v
(c) zu zeigen: maxgep |f/(s)| < L <1
Mit f'(s) = ﬁ folgt maxsep |f'(s)] = maxsep,2] 2\/% = ﬁ =: L < 1ist f nach dem MWS Kontraktin
mit Kontraktionszahl L = % v
Die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes sind erfiillt, d.h. die Fixpunktiteration konvergiert gegen den
Fixpunkt der Funktion f(s) = v/2 + s in [0, 2].
Es gilt damit: s* = f(s*) =2+ 5" = 2 =24 5" =52 -5 —2=0= s* =1+ 3 und da —1 ¢ D folgt s* =2

und damit dann lim,, .~ \/2 +V2+V24+...=2




