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7 Quadraturverfahren

fecClab : If:/abf(a;)d:c

Stammfunktion I f = F(b) — F(a) meistens nicht
geschlossen darstellbar (z.B. f(z) = e ")

LY

a
Aufgabe: Berechne Niherung N mit |If — N| <& (z.B. e =107%).

Effizienter Algorithmus, wenn die Forderungen “Verfahrensvorschrift,
Fehlerschranke, Stabilitit und Aufwand” entsprechend gut erfiillt sind.

o Riemann-y

il(xj — 2;_1)f(&), Fehler O(%) (n — o0),

j:
Genauigkeit 10~* — 10* Funktionsauswertungen.

LS +---- -
S +-—--=-=-=-
w

|
|
}
To T 2

lineare Funktionale I, @, R: Cla,b] — IR:
If =Qf +Rf, Qf =Xj_1w;f(§), w; €R, Fehler Rf
Definition: Die Quadraturformel I f = Qf + Rf besitzt den Exaktheitsgrad m,
falls Rf =0 fiur alle f € P, gilt.

Beachte: Vandermonde-System [Ih, = > w;z} (h,(v) =", v=0,1,...,m);
es wird mindestens m = 0 gefordert (d.h. Exaktheit fiir konstante Funktionen)!

Elementare Formeln (geometrische Uberlegungen) Intervall [—1, 1]
o Trapez—Regel (m = 1):
YA _
1 2 y=f(2)
d = f(—1 -2 -
[ @) de = (1) + F(1) = 1"(©) =7/
o Mittelpunkt-Regel (m =1): | E
1 1 T —
| @) dz =2 (0) + 51"(€) S B
—1

o Kepler—Regel (m = 3):

/_11 f(x)de = %{f(—l) +4£(0) + f(1)} _ %f@)(@

Die Zwischenstellen ¢ € (—1, 1) sind jeweils verschieden und nicht bekannt.

Die Regeln beziiglich des Intervalls [a, b] lauten entsprechend!
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Zusammengesetzte Quadraturformeln

Zerlegung des Intervalls [a, b] in n Teilintervalle und n—-malige Anwendung
der Quadraturformel:

o Trapez-y (m=1): h =122
b 1 :
/a f(:lf)dx:h{af(a)+f(a+h)+...+f(a+(n_1>h)+§f(b>}+Rnf

mit R, f =58 L (&) = O(%) (n — o0).

n

o Mittelpunkt-y (m =1): h =22

n

h 2n—1

[ f@dr=n{ s+ 5+t flat

h)}+Rnf

mit R,f =52 L 7€) = O(L) (n — o0).

e Kepler-Simpson-y. (m = 3): 2h = =2.

/abf(:c)dq: _ g[f(a)+f(b)+4{f(a+h)+f(a+3h>+-~-

+ f(a+(2n—1)h)}+2{f(a+2h)+f(a+4h)+~-~
|

+ fla+2(n—1)h) } LR, f

mit R,f=—L L f0(g) = 0(L) (n — o0).

2880 nt
Die Zwischenstellen £ € (a, b) sind jeweils verschieden und nicht bekannt.

Beispiel
If=fe™dr, c=10"% ||f"lc <2, IfW e < 14.

Trapez—)_
|R.f] < 55252 <107% also n =41, d.h. 42 Funktionsauswertungen
Kepler—>~

IR, f| < ﬁ# 14 <107, also n = 3, d.h. 7 Funktionsauswertungen

Ergebnis 7.1 Zusammengesetzte Quadraturformeln sind konvergent,

d.h. fir f € Cla,b] gilt R,f — 0 fir n— oc.
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Interpolatorische Quadraturformeln

Integrand f(z) durch Interpolationspolynom py(z) beziiglich der
Knoten x4, ...,z approximieren:

Lagrange—Darstellung
b b b S
[ r@dr = [Tp@) det Rf = [T 0@) /() o+ R

= Z/ x)dx f(z;) + Rf.

I
i
Definition: Eine Quadraturformel I f = Qf + Rf heifit interpolatorisch,
falls die Gewichte durch w; = [’ ¢;(2) dz gegeben sind.

Satz 7.2 Fine Quadraturformel mit s Knoten ist genau dann interpolatorisch,
wenn ithr Exaktheitsgrad s — 1 betrdgt.

Gaufl—Quadraturformeln
/_11 w(x)f(x)de = iwjf(:cj) + Rf

Quadraturformeln beziiglich einer Gewichtsfunktion w(z)

mit w(z) >0, [',w(z)dr < oo (auch fiir unendliches Intervall)

Knoten x; = Nullstellen des entsprechenden Orthogonalpolyonoms p(x)
1
Gewichte w; = [ w(x)l;(x)dz (d.h. interpolatorisch)
~1
Exaktheitsgrad m = 2s — 1

Orthogonalpolynome {p,(x)}s>0 beziiglich des Skalarprodukts

1
< f,g >w::/ w(z)f(x)g(x)de, dh. < pp,p, >,=0, falls m #n,
-1

besitzen den genauen Grad s und die Nullstellen —1 < z; < ... <z < 1.

Beispiele

w(z) =1in [-1,1] — Legendre-Polynome P;(z)
w(x) = = in[~1,1] — Tschebyscheff-Polynome T(x)
w(z) =e* in [0,+00) — Laguerre-Polynome Lg(x)
w(z) =e*" in (—oo,+00) — Hermite Polynome H,(x)
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Quadraturfehler
Idee: Fehler Rf =c- f(V(€) (a < € < b), Exaktheitsgrad m

Satz 7.3 (Satz von Peano) Seien f € C™"a,b] und If=Qf+ Rf
eine Quadraturformel mit Exaktheitsgrad m. Dann gilt

Rf — / FED () at,

wobes

K(t) = — Re [(o ~ 0)]]

der Peano—Kern ist.

Falls der Kern kein Vorzeichenwechsel in (—1, 1) besitzt, dann liefert der Mittel-
wertsatz der [~Rechnung die Darstellung: Fehler = Konstante x Ableitung.

Beispiele
e Trapez—Regel (m = 1): Intervall [—1, 1]

1
K(t) = R [(x = 0)}] = 5 (t = (e +1)
K (t) besitzt kein VZW in [—1, 1] (definit), Yy
also gilt fir —1 <& <1
l/ _ _g " - (I) 1 Vt
Rf = [ K@t )= 2 f'(¢) -

o Trapez—Y: b—a=nh: Kj(t)=3tt—h), [y Ky(t)dt= _w

12

[ K@ar=n [ Kpa= -0 L O]

12 n? 12 n?
e Mittelpunktregel (m = 1): Intervall [—1, 1] y
K(t) = 50—t RO
! " 1 " : I —
e A L O (o A

o Kepler-Regel (m = 3): Intervall [—1, 1]
K(t)=—-51+30)(1—-1)3 0<t<1
K(t) = K(—t) (symmetrisch)
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Stabilitdt und Konvergenz

Fehlerfortpflanzung

Storung im Funktionswert f(x) bzw. in der Funktionsauswertung f(x;):
absoluter Fehler

flz) = flx) +e(x), [e(r)] <e,
flag) = flz)) +e5, gl <e
Integral I f statt If:
[If =1l =I(f = DI <IN = flloo < K - ¢
mit Verstirkungsfaktor K = My = [*w(z)dz (= b — a fiir w(z) = 1)

Quadraturformel st statt Q. f:
|st_ st| - |Qs(.f_ f)| S ||Qs||||.f— f”oo S K - g,
Konditionszahl K = XS: |w;|

j=1
Exaktheitsgrad m = 0 (Mindestforderung) genau dann,

falls >-w; = M.

Fiir positive Gewichte gilt [|Qu] = 3 w;] = My = || 1]].
j=1

Die zusammengesetzten Quadraturformeln (Mittelpunkt, Trapez,
Kepler—Simpson,. .. ) besitzen positive Gewichte und sind daher stabil.

Konvergenz

Bei Quadraturverfahren {Qsf}s>1 stellt sich die Frage der Konvergenz:
feClab: Qsf = If fir s —o00?

Bei positiven Gewichten ist die Folge der linearen Funktionale {Qs}s>1

beschrankt, also auch die Folge {Qf}s>1. Daraus folgt die Konvergenz

des Quadraturverfahrens nach dem Satz von Banach—Steinhaus

(Funktionalanalysis).

Ergebnis 7.4 Quadraturverfahren {Qsf}s>1 mit positiven Gewichten

sind stabil und konvergent.
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Das Romberg—Verfahren

Idee: Fehlerkompensation durch geeignete Kombination der
Trapez—Y_ und damit Konvergenzbeschleunigung;
entsprechende Deutung als Extrapolation moglich.

Intervallunterteilung: Halbierung der Gitterweite

— bereits berechnete Funktionswerte weiterverwenden

-1 1

[(OBNORNO)
[OBNO)

o
N4

Bezeichnung: n x U mit U € {T, M, K} bedeutet, dass die entsprechende Regel
(Trapez—, Mittelpunkt—, Kepler—Regel) n—mal angewendet wird.

ILxT:  If = f(=1)+f(1) = 5/"(€) |- —3
2xT:  If=3f(=0)+f(0)+3/(1) = 5/"() |+d |-
AXT: If=3@XT)+(f(—5) + F3)) — H(E) 48
=2xM
%k X T If =212 xT)+ 5281 x M) — L2 L p(¢) -1
W T If = 3(2F x T) + (28 x M) — =22 L p7(e) =

Es gilt durch Kombination:
42 xT)— (1 xT)

1
= 1x K; Fehler —%f(‘l)({)

3
3 ’ 90 16
162x K)— (1 x K
6(2 )15 (1 x K) = Quadraturformel mit s =m = 5.

Anmerkung: Die Trapez—Y. besitzt die asymptotische Fehlerentwicklung

If —(nxT)=coh®+csh*+cgh®+--- (h—0), h="r2

d.h. Entwicklung in h?-Potenzen.
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Extrapolation fiir &~ — 0 (Richardson-Extrapolation)
Sei h:=%% T(h):=nxT.
T'(h) approximiert I f umso besser,
je kleiner h ist: limy,_oT'(h) = If.
In der Praxis kann /A nicht beliebig klein gew&hlt
werden (wegen Aufwand und Rundungsfehlern).
Interpoliere T'(h) beziiglich der Knoten

ho > hy > ...> hy

mit Interpolationspolynom py(h):
pr(0) approximiert 7(0) = If besser als T'(hy).

Rekursive Berechnung von p;(0) in einem Schema ohne das Polynom
explizit aufzustellen: die spaltenweise Kombination bedeutet Interpolation
mit 2 Knoten, dann 3 Knoten, usw. (vgl. Schema von Aitken—Neville).

Romberg—Verfahren

Schrittweitenfolge hg =0—a, h, = ;‘—2, n=12,...
271

Bezeichnungen: Trapez—Y.  To, :=hy, X" f(a+ jhy)
§=0

Abkiirzung 3" : erster und letzter Summand werden halbiert

Fehler 1f —Ty, = —(bzg)gﬁ% =O(z=) (n— o).

TOn
4T 1—To
> Ty, 1= Hont1=Ton
’ ‘ 3
. 16T1 41T,
TO,TH—l > TQ,n D 7115 -
. ATo,nt2—Ton+1
> Tpgr = 55—

TO,n+2

Konvergenzbeschleunigung

durch wiederholte Transformation der entstehenden Folgen:
Trapez—>_:  Too, To1, 1oz, ---
neue Folge: Ty, T11, Tho, ...

USW. T2707 T2,17 T2727
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Romberg—Schema (T-Tafel): Automatische Integration

Mit der Vorschrift
4me—1,n+1 - Tm—l,n

Tmn:: 5
’ a1

m >0

lasst sich aus der Trapez—)_ folgendes Schema aufbauen:

Too
Toq Tip
Top Tiyn Tap

Tosg Tip 1oy T3p
Toa Ty Too 31 Tip

9

|H St e

Grad m: 1 3 7
1 1 1 1
Fehler 2n  94n  6n  9sm oiom

Die Durchfiihrung erfolgt zeilenweise.
T, ist die beste Néherung in der betreffenden Zeile.

Aufwand: Anzahl der Funktionsauswertungen bis zu 7}, o entspricht
denen in Tj,,, da zeilenweise keine Funktionsauswertungen
hinzukommen, also 2" + 1.

Konvergenz: Spaltenweise (da zusammengesetzte Quadraturformeln)
und ebenso diagonalweise.

Die numerische Stabilitit ist gewéhrleistet (positive Gewichte).

Fehlerbetrachtungen: Peano—Kerne sind definit

[f . Tm,n — 4fn(m+1)cmf(2m+2) (ém,n)

If =T Con S (Eno)
[f o Tm,l _ 47(m+1)cmf(2m+2) (ém,l)



e Fehlerschitzungen

|[f - Tm,O‘ ~ |Tm,1 - Tm,0|

1
|[f_Tm,1‘ ~ W‘Tm,l _Tm,0|

Néherung 7,410 nochmals besser als T, ;.

o Abbrechkriterium: Falls | Ty, 1 — Thnol - dm < € gilt,
dann ist 75,410 der gesuchte Naherungswert mit

[If — Thi1o] <e,

wobei d,,, geeigneter Ddmpfungsfaktor ist (z.B. d,, = w%)

Beispielblatt: Romberg—Verfahren

b
Aufgabe: Berechne I = / f(z) mit Genauigkeit &

T—Tafel
2k
To0 Toy := hkz " fla+jhe), hy = (b—a)/2"
j=0
Toq Tip
4™ — T
Top Tiyn Tap T = Ll L

4m — 1
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Beispiele

2 g
1. I:/ O 1n2=0.693 147 180. . .
1

T

0.75

0.708... 0.694.

0.697... 0.69325... 0.693 17...

0.694... 0.693 15... 0.693 148... 0.693 147 47 ...

Ty1 — Top| <4-107°, |I —Tho| <4-107°, [T —Tso| <3-1077

1 2
2. [:/ e dr = 0.746 8241 . . .
0

0.68
0.731... 0.747 18 ...
0.7429... 0.746 855... 0.746 833...

0.74586... 0.746 826... 0.746 8242... 0.746 8241...

Ty1 — Top| <107°, |I —Thp| <107, |I —T30| <1077

.
3. [:/ ST 1605 412 976 . ..
0 e

1.454
1.468... 1.606 8.

1.596... 1.60549...
1.603... 1.605418...

.605 407 . ..

1
1.605 412 89... 1.605412 986...

To1 — Tl <6-107° |I—=T2,00<6-107° |I—Ts0/ <107
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8 'Trigonometrische Interpolation

IT,, Raum der trigonometrischen Polynome vom Grad < m

Normalgestalt
7(2) = % + Z{au cosvz + (B, sinvz}, a,, B, € R

v=1
periodisch d.h. 7(z + 27) = 7(z), Intervall [—m, 7) oder [0, 27)
Dimension I1,, = 2m + 1
Basis {to,t1,...,tom} := {1, cosz,sinz, ..., cosmz,sinmz}
1 2
Orthogonalitit (ty,te) = —/ te(x)te(z)de =0 fur k#0 (k0 <2m)
7 Jo
Norm || fll2 := (f, f)'/?

Fourier—Reihe f ~ % + > {a, cosvz + 3, sinvz}

v=1
Fourier—Polynom E : k—tes Abschnittspolynom der Fourier—Reihe

Fourier—Koeffizienten

Q 1 2r CoS VT

Pl G d

ﬁy} 7T/0 /(@) {sinu:zc} v
Auswertung: Schnelle Fourier—Transformation (FFT) (siehe §9)
Minimaleigenschaft

FeCou:f=Ellz < |If —7l2 fiir alle 7, € Iy,

d.h. F}, ist beste AP zu f im Mittel

Exponentialdarstellung

Mit Transformation

z— ¢ =¢%=cosz+isinz, z€[0,2r) & £ auf Einheitskreis

folgt 7(2) = > a,e”?, ap = %, A4y := Qv TPy E Zﬁ”,
o —imz — i(v+m)z __ ¢—m
T(z) = e a,e = . :
(2) V;m M g(8)
#0
=:9(£)

g(&) algebraisches Polynom aus Pay,.
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Satz 8.1 Ein trigonometrisches Polynom m—ten Grades besitzt in [0, 27)
héchstens 2m Nullstellen oder es verschwindet identisch.

Beweis: Zuriickfiihrung auf algebraisches Polynom:
g € Pa,, besitzt hochstens 2m Nullstellen auf dem Einheitskreis,
also besitzt 7 € II,,, hochstens 2m Nullstellen auf [0,27). O

Hilfssatz 8.2 Sei
D(u)= Y e"™ =1+2cosu+---+ 2cosmu,

dann gilt
. 2m+1
D(u) = M (Dirichlet-Kern).
S1n 5
Beweis: [U]

Berechnung der Fourier—Koeffizienten
Quadraturformel: Intervall [0,27] — 2m + 1 Teilintervalle

Trapez—3: erster und letzter Summand halbiert (beachte f(0) = f(27))
Knoten z; = %, j=0,...,2m (beachte zg,,,1 = 27)

Trapez—Y = arithmetisches Mittel
Diskrete Orthogonalitt:

D) 2m )
(teyto)m == Sy— jzotk(:pj)tg(xj) =0 fir k#/0 (k,¢<2m)
Trapez—3"
Normin I, ||7|lam = (1,7)1/2

Diskretes Fourier—Polynom

k
Fi(z) = % + > (e cosva + B, sinvz), 0 <k <m

Jj=1
Diskrete Fourier—Koeffizienten

a, | 2 2m ' {COS]/ZL‘j
= i )

SN VT4




67

Trigonometrische Interpolation

Periodische Vorginge
alle Argumente sind “gleichwertig” — dquidistante Knoten

Gegeben: Knoten x; = 272;11, 7=0,1,...,2m

Daten y; € R (bzw. y; := f(x;),f € Caor), =0,1,...,2m

Gesucht: Polynom 7 € II,, mit 7(x;) =vy;, 7 =0,1,...,2m

FEindeutige Liosbarkeit: Homogenes Problem 7(z;) =0, 7 =0,1,...,2m
besitzt nur die triviale Losung (Nullstellen).

D(x — x;),

Darstellung: Lagrange-Gestalt moglich (Theorie): ¢;(x) := Wlﬂ

in Normalgestalt mit diskreten Fourier-Koeffizienten.

Satz 8.3 Das trigonometrische Interpolationspolynom beziiglich der

2m + 1 aquidistanten Knoten besitzt die Darstellung
Tm(x) = % + Y {o, cosvz + B, sinva},

wobei o, B, die diskreten Fourier—Koeffizienten sind.

v=1

Beweisidee: Lagrange-Gestalt 7,,(z) = Z?L”O yi{; = Normalgestalt O

Anmerkung: Interpolation mit 2m &Aquidistanten Knoten entsprechend

durchfithrbar; sin max féllt weg.

y
Ausgleichsproblem A

2gm
2m + 1’
Daten y; €R, j=0,1,...,2m

Gegeben: Knoten x; = 7=0,1,...,2m o

Gesucht: 7* € Il (k < m) nach dem Prinzip der kleinsten Fehlerquadrate

2m
d.h. D (y; — 7(z;))* = Minimum.
j=0
Satz 8.4 Die Losung 7 des Ausgleichsproblems ist identisch mit dem
diskreten Fourier—Polynom F} und ebenso mit dem k—ten Abschnittspolynom
des IP-Polynoms 7,,.

Anmerkung: Sehr einfache Losung im Vergleich mit algebraischen Polynomen!

Beweis: Das IP-Polynom 7, erfiillt 7,,,(x;) = y; und die Minimaleigenschaft
fiir das diskrete Fourierpolynom lautet

T € o 2 |7 — Frll2oom < ||7m — Tkll2m fa. 7 € i (B < m);
damit folgt die Behauptung. O
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Komplexes algebraisches Problem

Transformation der Knoten Im

25 z 1
Knoten szﬂ, 7=01,....n—1
n

N

(dquidistant) — IP—Polynom 7(z)
L j=01,..n—1
(dquidistant auf Einheitskreis) 4

2igm
n

N
w

Knoten z; =e™ =e

Satz 8.5 Das komplexe algebraische IP—Polynom beziiglich der
Knoten z; = e“%* und Daten Ui, 7=0,1,...,n—1, besitzt
die Darstellung

n—1 1 n—1
Sn(z) =Y b2, byz—ngz;’“, v=0,1,...,n— 1.
V=0 [

Zusammenhang zum trigonometrischen Interpolationspolynom
Sei n = 2m + 1 und 7,,(z) das IP-Polynom, dann gilt

Tm(T) = 278, (2), 2z=¢€"

Daten: y; = Tm(l‘j) = Z]_mSn(Z]) = Z_]_mg_] SN ?Qj = ijy]

Erlduterungen: Transformation z = e'*

Tm(x) = % + > {a, cosvz + B, sinva}

v=1

m ) ) 2m )
— Z ayezux — o ima Z ay_mezux
v=—m v=0

2m 1 2m
— ,m Z Z Z)kz;kzy

=0 2m+ 1=

1 1 2m )
- ; — Fivay
sy 5w Fif) = 5 T kz:%yke
1 2m
Ay = 2tz O
2m + 1 kz:%y\kﬁ/ k

Uk

Ergebnis 8.6 Konstruiere das kompleze algebraische IP-Polynom S,(z)
(nach Satz 8.5) und gewinne daraus das trigonometrische IP-Polynom T, (x)
durch die Riicktransformation 7,,(z) = 2"™5,(2), 2 =€, n=2m+ 1.



