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5 Fehleranalyse (Stabilitét)

Vorschrift

Daten zy,...,z, Resultate z1, ..., 2y,

F(zx) =z, Fj(x,...,2) =2z, j=1,...,m.

Vorschrift /Funktion/Verfahren liefert bei Storungen eine Néherung 2 fiir z:
absoluter Fehler ¢ .=z — z,
relativer Fehler 6 := =2 == (2 #£0) = Z = z(1+9);

ein relativer Fehler von 0.01 bedeutet 1% Fehler.

Beispiele
e Berechnung eines Funktionswertes In(z — 22 —1) =z
e Polynomauswertung p(z) = z — Horner—Schema
o LGS Ar =0 — GauB-Elimination

Zahldarstellung und Gleitkomma—Arithmetik

Gleitkommazahlen: & = £a;p» mit 0.1 < a <1 (normalisiert)
e Mantisse a: a = 0.ajan ...y mit t Stellen
e Exponent b: ganze Zahl mit e Stellen
Maschinenzahl: Zahl, die in der Maschine mit t—stelliger Mantisse

und e—stelligem Exponenten exakt dargestellt werden kann.
Menge der Maschinenzahlen (beziiglich Basis 10): M (t, e)

Definition: Unter einer Rundung versteht man die Approximation
einer reellen Zahl x durch die néchstgelegene Maschinenzahl rd(x).
Dargestellt sei x als normalisierte Gleitkommazahl

r=omp, o] =0.a1...qapq ..., a1 #0, x & My(t,e),

dann gilt
0.0[l cee O, 0 < (o7} < 4,

rd(x) =sign(z) - a;p , wobel a:= { O.aq...0p 1078, 5 <y <0.

Satz 5.1 Bei t—stelliger normalisierter Gleitkomma—Arithmetik
(mit e = o0) gilt fiir den relativen Rundungsfehler die Abschditzung

rd(z) =z(140), |6 <5-107°

mit der Maschinengenauigkeit eps :=5-107" .

Arithmetische Operationen x¢€{ +,— - :}
rd(wxy) = (x+y)(1+0), 6] < eps
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Fehlerarten

1. Fingangsfehler: Fehlerhafte Daten Z, ..., %,
Tj=xj+¢€j, e; absoluter Fehler,
z; =x;(1+9;), 0; relativer Fehler.

A

2. Formelfehler (Verfahrensfehler) F' statt F:
z.B. n—tes Glied einer Folge statt Grenzwert, Differenzenquotient
statt Ableitung, Riemann—Summe/Quadraturformel statt Integral

3. Rundungsfehler (RF) entstehen wahrend der laufenden Rechnung

4. Menschlicher Irrtum und Maschinenfehler — Kontrollmafinahmen

Stabilitit /Instabilitit
Auswirkung von Stérungen Z statt x auf die Resultate F/(Z) = Z:
|Auswirkung| < K - |Storung|
K Verstarkungsfaktor oder Konditionszahl:
gut konditioniert z. B. K = 1...10...100
schlecht konditioniert z.B. K = 103...10°
Natiirliche Stabilitéit/Instabilitéit
Einfluss der Eingangsfehler auf das Endresultat — Kondition!

Numerische Stabilitéit/Instabilitit
Einfluss der Rundungsfehler auf das Endresultat!

Beispiele

1. Funktionsauswertung
z=F(r) :=In(z — 22 - 1), F(20) = —3.68...
Algorithmus:
(a) V22 —1 HeronVerfahren = Formelfehler

(b) u—v  Ausloschung = Rundungsfehler
(¢) Iny Néherung = Formelfehler

Formelfehler F statt F t=F(x), |2—2<?

~

Eingangsfehler & statt z F=F(F), |2—2<?

Rundungsfehler 2 statt 2 |2 — 2 <7
2. LGS Az =b: GauB-Elimination z = F(A,b)
Eingangsfehler:

‘Zii‘g SR A L S (A AN = b+ AD
Fehlerfortpflanzung: Einfluss auf & = x + Ax — Verstdrkungsfaktoren
Keine Formelfehler, da dquivalente Umformungen!

Rundungsfehler im 1. Schritt sind Eingangsfehler im 2. Schritt, usw.,
d.h. Rundungsfehleranalyse ist notwendig.
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Fehlerfortpflanzung und Stabilitat
Daten z4,...,x, , Resultate 21, ..., 2,,:
F(x) ==z, Fj(x1,...,2,) = 2j, j=1,...,m , F hinreichend glatt
Gestorte Daten T; = x; +¢; =x;(14+0;) — F(Z)=:%
Fehlere =% —x, 0 . =2 — 2z, Z;:= 2z +&; = z;(1 4+ 0,)

Taylor-Entwicklung von F(Z) um x ergibt:

Satz 5.2 Es gelten folgende Fehlerdarstellungen (“Zwischenstelle” £):

absoluter Fehler Z; —z; =&; = <_J> £k
al‘k

VF

)l
relativer Fehler Z]ij =0; = Z (8 J) Tk O -

Ory )| 2

VF

Anmerkungen: Verstarkungsfaktoren (VF) heiflen Konditionszahlen.
Partielle Ableitungen sind grof, falls Lipschitzkonstante grof3 ist;
ﬁ—f ist grof3, falls kleine Resultate aus grolen Daten berechnet werden.

Arithmetische Operationen
Addition z = F(x1,22) :=x1 +x9, Z =171 + T9

absoluter Fehler ¢ . =2 —z2=1-g1+1-¢&9
5=

T X2

relativer Fehler = 01 + 09
z SL’1 + 29 1+ T2
——— ———
VF VF

Verstarkungsfaktoren sind grof3, falls 1 ~ —ro — Awusléschung
Multiplikation z = F(x1,29) =1 - Ty, Z = T1 - To

absoluter Fehler ¢ .= Z —z=1x9-614+ X1 -€9+6E169 =Tg -1+ X1 €9
(= bedeutet “in 1. Ndherung”; Vernachlissigung hoherer Potenzen);

relativer Fehler g—j =0=0,+0s+00y=1-6,+1-6.

Division z = F(x1,1x9) := z, 2=
absoluter Fehler € := 2z — zix—z E1 — T - Eg;
2
relativer Fehler & := ~; =1-01 —1-09;

VF bei absolutem Fehler sind grof, falls Division mit kleiner Zahl.

Vorsicht: Bei Addition kann Ausloschung auftreten!
Bei Division mit kleiner Zahl grofie VF!
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Stabilitdt numerischer Grundaufgaben
1. Rekursion / Iteration
ro=a, Ty =p(x,), v=0,1,....n—=1 (p: 1 =R, ||¢| <L)
FEingangsfehler: Tg = a+¢e =xo(14+9), Tpy1 = @(Z,), v =0,1,2,...
Ergebnis 5.3 Fs gelten die Abschitzungen
|Z,, — x| < L"e <L" .

:z:n Tn a

Tn

Verstarkungsfaktor groﬁ bzw. klein, falls L > 1 und n > ng bzw. L < 1.
Iterationsverfahren erfiillen L < 1 und sind daher gut konditioniert.

2. Polynomauswertung p(x) = a,z™ + -+ ag

Storungen (Eingangsfehler) in den Koeffizienten

C~I,j = CLj(l +(5j), |5J‘ S 5, ]5(;1:) = ]Eodjl’j.

Ergebnis 5.4 Es gilt die Abschdtzung
|a]|-|z|?
‘ﬁ(x)*P(x)’ < =0 5
p(z) - 2 ‘
o

Verstiarkungsfaktor grof, falls die ;27 alternierendes Vorzeichen haben.
3. Skalarprodukt xTy = 5 Ty =2
j=1
Storungen in den Koeffizienten

Tj=aj(1+65), 1051 <0, G = yi(1+7), Iyl <v = 2:=2"7
Ergebnis 5.5 FEs gilt die Abschdtzung (in 1. Niherung)

n

Z:%Hy]
1ZE< (6 +7) =

4. Lineares Gleichungssystem Ax =b
| -1, N(-) seien vertrégliche Normen;
Storung in rechter Seite b=b+ Ab, At =b = & =2z + Ax.

Ergebnis 5.6 Betrachte Storung in b, dann gilt die Abschdtzung

||”Axﬂﬁ|| < N(A)N(A_l)%

Definition: Fiir nichtsinguldre Matrix A wird die Kondition
(Konditionszahl) beztiglich einer Matrixnorm N (-) definiert als

condy(A) := N(A)N(A™).
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Rundungsfehler
Numerische Stabilitdt/Instabilitdt: Auswirkung der Rundungsfehler (RF)

Gleitkomma—Arithmetik
rd(a) = a(1+06) bzw. U= —§

Kurzschrift (Symbolische Schreibweise)

rd(a) =ap bzw. % =p—1

Y
|In p| < eps Maschinengenauigkeit. A y=1Inp
|Inp| = |p — 1| (= Vernachldssigung Py /
hoherer Potenzen), denn , .

np=1In(1+(p—1)) = 2/1 7 ¢

p_l_@Jr@_Jr... —epst
RF-Einheit £(p —1) — maximaler Wert = eps

Kennzeichnung (Indizierung) weggelassen!

Relativer Fehler:
ap bedeutet
ap=ax(p—1)-|a|] bzw. 9% =+(p—1);
ap® bedeutet
ap® =axk(p—1)|a| bzw. a”(;T“ =+k(p—1),
d.h. a ist mit £ RF—Einheiten behaftet.

Rechenregeln: p - p = p?, % =p, L= 0%
Beispiel: Skalarprodukt 27y = z
mit Kennzeichnung:
((z1y1(1 + 61) + @2ya(1 4 02)) (1 + d5) + 23y3(1 + d4))(1 + 5)
= 191 (1+61)(1+03)(1+05) +22y2(1+02) (1 +05) (1 +5) + z5y3(1+04) (1 +d5)
= 21y1(1+ 01 + 03 + 05) + Tay2(1 + 02 + 3 + 05) + 23y3(1 + 04 + J5) =: 2
mit Kurzschrift:
(w1910 + T2y2p)p + 3Y3p)p = T1Y10° + T2yop® + T3y3p® =1 2
Z—z=my (00— 1) Faaya(p® — 1) + z3y3(p* — 1)
“43(p-1)

|2—z| > |zjy;l

|1y1|+|wayz|+]zays| <n-eps- )
lz2| — > iyl

[1y1+x2y2+23Y3]

daraus folgt =zl <3, eps -

|2l

( allgemein
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Idee: Rundungsfehler als Storungen in den Fingangsdaten auffassen
— Riickwdrtsanalyse!

Vergleich mit Ergebnis 5.5: |Z=2(< (5 +7) 2 |zl
Einganesfel] |2 253
HIBANESICHEE Konditionszahl

Algorithmus/Verfahren fiir 2= F(z): F=g,0---og

Faktorisierung der Abbildung, d.h. Zerlegung in Unteralgorithmen;
Zwischenresultate z) = g;(20=V) j=1,...,m, 20 = x;

ein Rundungsfehler, der bei der Berechnung von g;(-) auftritt,

geht in die Restabbildung h; := g,, o - - - 0 g;41 als Eingangsfehler ein
und wird dann an das Endresultat weitergegeben.

Definition: Ein Algorithmus heiflt numerisch instabil, wenn die natiirliche

Instabilitat der Restabb. hq, ..., h,_1 diejenige von F' deutlich iibertrifft,

d.h. wenn eine der Konditionszahlen von g, ..., g, um einen Faktor s

(z.B. kK = 50x Dimension des Problems) grofier als die Konditionszahl

von F ist; sonst heiit der Algorithmus numerisch stabil.

Beispiel

Berechne z = F(z) :=In(x — v2? — 1) fiir x = 20; Ergebnis z = —3.68...
i Fl(a)| = 0.2713 .

d.h. gut konditioniertes Problem (natiirlich stabil, geddmpft).

Relativer Fehler: Verstarkungsfaktor

Algorithmus: F'=g30gy0¢; :

gi(z) = Va?z—-1
g2(u,v) == u—v — Ausl6schung
g3(y) = Iny

hi:=g30gs, hy = g3, hi(u,v) =1In(u —v)

Verstérkungsfaktor fiir hy (Satz 5.2): - - o To - e~ 215

= Algorithmus ist numerisch instabil !

Besser: z=F(z):=—In(z++v22—1), x =20, 2= —-3.68....
Algorithmus F' = g3 0 g, 0 g1:
g1(z) :=va2 =1, go(u,v) :==u+0v, gs(y) :=—Iny;
hy:=gsoga, hy:=gs, hi(u,v) = —In(u + v)
Konditionszahl fiir

o1 u ~_1 ., 20 1

¢ hl' utv  —In(utv) T 40 —369 T 74 " 0.13
L1y 1 40 1

® hy: vy Tlng T 20  —3.69 369 0.27

= Algorithmus ist numerisch stabil !



45

Riickwirtsanalyse der Rundungsfehler

Algorithmus riickwérts durchgehen und den Einfluss der RF zuriickspielen
auf Storungen in den Eingangsdaten F(Z) = Z:
Fehler < N - eps - cond(F)
Beispiele
1. Skalarprodukt xTy = z (n Multipl.,, n — 1 Add.) (Ergebnis 5.5)
= SRS YU ) = <neey bl

wobei 0; +v; = £(j + 1)(p — 1) (Aufteilung der RF-Einheiten).

< N-eps =

T—x
T

Z—z
z

2. Polynomauswertung (nach Horner: n Multipl., n Add.)
p(z) = @t + ap_12" 4 -+ ag
= ( . ((anx + an_1)r + an_g)x 4k a1>:p + ay.
Riickwdrtsanalyse der Rundungsfehler:

<< - ((anzp + an-1)pzp + an_2) prp + - + al)pxp + ao)ﬂ

= <( ++ ((ana®0® + an12p® + ap 2 ) prp + -+ + al)pxp + ao)ﬂ

— a/nxan’rl + an—lxn_1p2n_1 + an72xn—2p2n—3 + e + alxpg + aOp
= i' (a;p™*) o (j =n: Potenz p®")
7=0 —
=a;
Statt p(z) =¥, a;z’ wird das Polynom p(z) = Y a;27 mit
gestorten Koeffizienten a; = a;p% ™ = a;+(2j+1)(p—1)|a;| ausgewertet.
Fehlerfortpflanzung (Ergebnis 5.4): Storung in den Koeffizienten
aj = a;(1+0;), 0;| <6 =2n-eps
Ergebnis 5.7 Das Horner—Schema liefert eine Niherung p(x),

fiir deren relativen Fehler gilt

Hap@) < op . eps - 2 lagll’|
p(z) |= S~ | > ajad|
numer. -

Kond. natiirl. Kond.

Numerischer Verstiarkungsfaktor ist 2x Polynomgrad.
Polynomauswertung ist numerisch stabil !
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Beispielblatt: Fehleranalyse

Aufgabe: Berechne z = e” fiir z = 1 mittels Taylorentwicklung
mit einer absoluten bzw. relativen Genauigkeit von 107%

Konditionsabschdtzungen: Mit Z = x £ ¢ (¢ > 0) folgt

|2 — 2| <e**|7 — x| bzw. Sl P
x
(Verstarkungsfaktoren in der Grofienordnung e bzw. 1).
) ' =1,
Niherungsverfahren: v, (z) = Vz:% i
es gelten dieselben Konditionsabschétzungen.
1
Formelfehler: z —uv,(1) = i 1)!65 (0<¢é¢<l)
= -6 |F— U9<1> —6
Wéhle n=9: |z —v9(1)] <e-0.27-107° |————=| < 0.27- 10
z
Rundungsfehler: Auswertung von
1 1 1 1 1 1 1
N=1414+=+=4+...+==((..((=+1)=+1)- D)+ 141
vg(1) =1+ totg ety ( ((9+ )8+ )7+ + )2+ +
rd(zx) — x

Gleitkommazahlen (Mantissenliange t): <eps:=5-10"

Riickwdirtsanalyse (in “Kurzschrift”):

9 2
09 = ((... (%4—1) p%p...—i—l)p%p—i—l)p%p—l—l :Vz%’py—!
also 0y auffassen als 09 = vg(1 + (p? — 1)) mit Stérung [p? — 1| =2 - eps
Fehlerfortpflanzung:
Vg — vg(1)
vg(1)

Wihle t =8 :eps=5-1078, €% = 1.0000001, e!lT2Ps = ¢ . e>eprs
Absoluter Gesamtfehler:

|2 — 9| < |2 — vo(1)| + |Dg — v(1)] < €(0.27-107% 4+ 1077) < 1.006 - 10~°
Relativer Gesamtfehler:

7= vg(1) |
z

|09 — vg(1)] < e™2P5. 2. eps  bazw.

‘ < ¥ . 2. eps

U9 — vg(1)
z vg(1)
Ergebnis: Mit n =9 und ¢t = 8 ergibt sich
Néherung vg = 2.718 281 53

wahrer Wert: e = 2.718 281 828. ..
absoluter Fehler |e — 09| < 0.3-107°

~

€ — Vg

Z—TA}g

<027-107%4+1.01-1077 <0.371-10°°

<0.11-107°

relativer Fehler

e
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6 Algebraische Interpolation

Motivation: Gegeben sind Mess— oder Funktionswerte zu gewissen Zeitpunkten,
durch die eine Kurve gelegt werden soll. Gesucht wird eine einfache Funktion p(x),
welche zu den gegebenen Zeitpunkten die Mess— bzw. Funktionswerte annimmt
(linkes Bild). Gefordert wird, dass p(z) einfach und dem Problem angepasst ist,
z.B. algebraisches oder trigonometrisches Polynom, Spline, rationale Funktion.

Bei sehr vielen Messpunkten (rechtes Bild) wird meistens eine Ausgleichsrechnung
nach dem Prinzip der kleinsten Fehlerquadrate durchgefiihrt (vgl. §3 und §8).

yA Y

Ziel: Approximation einer komplizierten Funktion durch eine einfache Funktion
Interpolation mit algebraischen Polynomen

Gegeben: Knoten zg,x1,...,z, € IR (paarweise verschieden),

Daten yo,y1,- .., Yn € R (beliebig bzw. Funktionswerte y; := f(z;)).
Gesucht: Polynom p € P, mit p(z;) =y;, 7 =0,1,...,n

— n + 1 Bedingungsgleichungen fiir n + 1 Koeffizienten

Vandermonde—Matrix

1 zg x3 -+ iy

Vi, = :
2 n
1z xp -+ an

detV,, = II (z, — x,) # 0, falls z, # x, fir v # p.

v>u

Satz 6.1 Die Interpolationsaufgabe besitzt im Raum P, genau eine Lisung.

Beweis: Sei p(z) =Y a2, y= Wo,---,yn)’, a=(ag,...,a,)T,
v=0
Werte einsetzen p(z;) =y;, j=0,1,...,n &quivalent zu V,a =y,
beachte det V,, # 0, also eindeutige Losung.
Variante (allgemein anwendbar): Inhomogenes Problem
p(l’]) =Yj, j:07177n
ist genau dann eindeutig losbar, wenn homogenes Problem p(z;) =0,

7 =0,1,...,n, nur die triviale Lésung besitzt. Da p € P,, hochstens
n Nullstellen besitzt oder identisch Null ist, muss p = 0 sein. O
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Darstellung des Interpolationspolynoms
1. Normalgestalt p(z) = % a,z”
v=0
Koeffizienten a, durch LGS V,a =y — schlecht konditioniert

z.B. dquidistante Knoten in [0, 1]:
condz(Vs) & 10%, condz (Vi) ~ 107, condz(Va) & 101°

2. Lagrange—Darstellung p(z) = f} yil;(z)
7=0

Lagrange—Grundfunktionen

li(z) = ﬁ fj‘_ﬁ’c . U €Pr, Li(xy) =0 (6j5 Kronecker)

k

ki
Knotenpolynom w(x) = ﬁ (x —x,), also (j(x) = %
v=0 J J
Yy

' lo ll 12 l3 l4

i) I X9 I3 T4

3. Newton—Gestalt p(z) = % ajw;(x)
j=0

Grundfunktionen wo(x) =1, w;(z) = (x —zo) - (x — xj_1),
wWpy1(x) ist gerade das Knotenpolynom w(z).
Vorteile dieser Darstellung;:

o Koeffizienten «; tber dividierte Differenzen rekursiv definiert
e Einfache numerische Auswertung: Einschachtelung (Horner—ahnlich)

p(x) = (- (= 2p1) + an 1)@ — 2y o)+ -+ a1)(x — x0) + g
o Hinzunahme eines weiteren Knotens x,.1:
die bereits berechneten Koeffizienten ay, ..., a, bleiben unverédndert:

Pni1l = Pn + Qni1wn1 — ableitungsfreie Fehlerdarstellung (Satz 6.4)

Dividierte Differenzen

Rekursive Berechnung der Koeffizienten o der Newton—Darstellung

p(x0) = g =%
p(r1) =g + aq(z1 — x0) =11
p(x2) =g + aq (w9 — o) + (e — o) (T2 — 1) = Yo

pxn)=ao+ -+ an(Ty —x0) - (T — Tn—1)  =Yn



Gestaffeltes System rekursiv lésen:

Qy = Yo =: ['TO]
- T — |7
T Y1 =% _ [#1] — [xo] —: [zo, 1]
T1 — Xg Tr1 — Xy
C_ommomem e fra)
? T2 — T To — X
allgemein gilt
o5 = ["L‘Oaxla"'al‘j]a j:O,l,...,n

= [x07 xy, x2]
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Hilfssatz 6.2 Es gilt die Rekursionsformel (zur Definition bzw. Berechnung)

[l’erl, c.

,.Tm+k] — [:L’m, e

7xm+k71]

[l’m, Tm41y-- - ,.I‘erk] =

Beweis: Vollstindige Induktion [U].

Differenzen—Schema

Zo | Yo =: [370

Ty | Y1 = [ﬁl]

) |

> 371,1’2
Ty | Yo =: [x2]

> 372,56’3

> Lp— 1,l‘n
T | Yn =: [2]

Tm+k — Tm

Schema besonders einfach durchfiihrbar bei dquidistanten Knoten.

Beispiel

Knoten ‘ 0 1 3 ‘
Daten ‘ 1 -1 2 ‘

NoI= DN
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Schema:
ol 1
>f2
1|1 ) 1
) 2 ) %
3 2 >0
) 3
2|

Die IP—Polynome py(z) und ps(z) fir die ersten 3 bzw. 4 Knoten lauten:
po(z) =1 =22+ La(z — 1) baw. p3(x) = po(x) — La(z — 1)(z — 3).

Eigenschaften dividierter Differenzen

1. Invarianz gegeniiber Index—Vertauschungen; d.h. Wert der dividierten
Differenz héngt nicht von der Reihenfolge der Knoten ab.

2. Zusammenhang mit Ableitungen:
Daten y; := f(x;) — Differenzen flxg,x1, ...,y
flzo, x1] :== %ﬁgm) = f'(n) (Mittelwertsatz)

= Jeralflroan] — IO (Taylor), usw.

flzo, x1, x2)

Approximation einer Funktion durch Interpolation
f e Cla,b :
Knoten a <y <--- <z, <b und Daten y; := f(z;),7=0,1,...,n
Interpolations—Operator

L, :Cla,bl = P, fr Lof :=ps = Zof(xj)ﬁj

J:

L, linear, beschrankt und L, f = f firalle f € P,
Satz 6.3 (Restglied von Cauchy) Sei f € C""1[a,b],
a<xzy<--- <z, <b. Dann gilt fir jedes x € |a,b]

1

i { T ©uta)

f(x) = ps(z) =

mit & =¢(x) € (a,b) und Knotenpolynom w(x) = (x — z¢) - - (x — x,,).



Beweis: Satz von Rolle:

g € C'a,b] mit g(a) = g(b) =0, dann existiert £ € (a,b) mit ¢’(§) = 0.

x & {xg,...,x}:
Hilfsfunktion ¢(t) := f(t) = ps(t) — 25 (f(z) — ps(x)), ¢ € C"[a,b].
pHI(t) = FOtD () — (ZJ(rml))! (f(z) — ps(a))
¢(x) =0und ¢(z;) =0,7=0,1,...,n, dh.

¢ besitzt mindestens n + 2 (paarweise verschiedene) Nullstellen in [a, b].

Satz von Rolle:
¢'(t) besitzt mindestens n + 1 Nullstellen in (a, b)
¢"(t) besitzt mindestens n Nullstellen in (a, b)

¢+ (t) besitzt mindestens 1 Nullstelle ¢ in (a, b)
pm D (€) = 0 auflésen, dann folgt die Behauptung. O
Vergleich mit Taylor-Rest bei Entwicklung um a:

_ — (n+1) o n+1
) = plo) = gy SO~ )
Satz 6.4 (Ableitungsfreies Restglied) Fiir den
Interpolationsfehler gilt mit x & {xq, ..., x,}

Beweis: Knoten zy,...,z, — IP-Polynom p;

Interpolation nach Newton: Knoten x hinzufiigen, dann gilt
Pnt1 =P + Qp1Wni1 mit ppyi(z) = f(z),
also f(x) —ps(x) = flxo, ..., Tn, xjw(z). O
Aus dieser Darstellung folgt sofort das Cauchy—Restglied (Satz 6.3):
Zusammenhang von dividerter Differenz zu Ableitung ausniitzen.

Kubische Spline—Interpolation

Raum der kubischen Splines S3(A) mit Dimension= n + 3
Gitter A: a=xp<x1<...<x, =0
Daten y; (bzw. Funktionswerte y; = f(x;)), 7=0,1,...,n
Gesucht: Interpolierender kubischer Spline s € S3(A) mit
s(x;)=y; fir j=0,1,...,n
(beachte n + 1 Bedingungen fiir n + 3 Koeffizienten)
Randvorgaben (RVG): (a) s'(zo) =y, s'(zn) =yL
(yd, vyl € R zusitzlich gegeben) oder
(b) §"(xg) =5"(x,) =0

51
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Satz 6.5 Die Interpolationsaufgabe mit RVG (a) oder (b) ist eindeutig losbar.

Darstellung des interpolierenden kubischen Splines s(z)

Ergebnis 6.6 Der interpolierende kubische Spline mit RVG (a) oder (b) ldsst

sich in jedem Intervall [z;_1,x;] der Linge hj = x;—x;—1 (j = 1,...,n) darstellen
durch das Polynom

1 Ti+x i—1

8(56) = @ (Mj(x — Sijl)g —+ Mjfl(ﬂfj — .T)3) + bj <37 — %) + CL]',

wobet

1 1

bj = (i = yj-1) = chi(M; — Mj-a),
j
1

1
- Ehf(Mj + M;-1),

und die Momente M; durch LGS mit symmetrischer Tridiagonalmatric
bestimmt sind:

a; = 5(% + Y1)

RVG (a)
% % MO mo
h1 | hathi ho M, ma
6 3 6
ha ha+ho hs :
6 3 6 . o
.. . - )
hn—1 hn+hn—1 h_n '
6 3 6 M, Mp—1
17 17
6 3 M, My

m; = =Y — ) — h%-(yj —Y-1), J=1...,n-1,

i+
mo = 3-(Y1 = Y0) = Yo, Mn = =5 Yn — Yn-1) + Up ;
RVG (b) (d.h. My = M, =0):
im LGS sind jeweils die ersten und letzten Zeilen und Spalten zu streichen.
Anmerkungen: Bei dquidistanten Knoten (h; = h) lauten die Matrizen
2 1
. 1 4 1
RVG (a) : 5 mit cond < 6,

N =
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—
NN
—_

1
RVG (b) : 5 mit cond < 3.
1 41
1 4
Das LGS im Ergebnis 6.6 ist gut konditioniert, also ist das Verfahren
der kubischen Spline-Interpolation numerisch stabil.

Beweisidee: Herleitung
Polygonzug, Momente M; := s"(z;), j =0,1,...,n (unbekannt)

Stetigkeit

sl/
| Stammfunktion, Integrationskonstanten b,
8/
| Stammfunktion, Integrationskonstanten a;

s Stetigkeit und Interpolationsbedingungen
Intervall [z;_1, ], hj =x; — xj_1:
s"(z) = 5 (Mj(x — zj-1) + Mja(2; — 7))
i (M@ —wj1)* = My (z; — 2)%) + b
s(@) = g (Ml —2j0)° + Mz — 2)°) + b (v — 2552 ) +q

<

CIJ\
—~
8
~

7
—

Unbekannte: M;,bj,a; — Anzahl=(n+1)+n+n=3n+1

Anzahl der Bedingungen: Stetigkeit fiir s — n—1
Stetigkeit firs — n—1

[P-Bedingungen — n+1

Randvorgaben — 2

3n+1

b; und a; durch die M; ausdriicken, dann ergibt sich LGS fiir die M;. O
Approximation einer Funktion f(x) mit Spline-Interpolation

Satz 6.7 Fiir den interpolierenden kubischen Spline s¢ zu f € C*[a, b]
beziiglich dquidistanter Knoten mit RVG (a) oder (b) (falls f & Ps) gilt

1F = s7lloo < 20| Yoo

Anmerkungen: Es gilt gleichmifliige Konvergenz mit O(h?*) fiir h — 0.
Vergleich mit Cauchy-Rest (Satz 6.3) fiir das algebraische IP-Polynom py

1
_ < - (n+1)
17 = ol < iy 0l 1"Vl
TN
~——

fiir n—oo

d.h. i.A. ist gleichméfige Konvergenz fiir Polynom—IP nicht gesichert!
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Beispielblatt: Polynom— und kubische Spline-Interpolation

1. Interpolation von f(z) = arctanz im Intervall [—10, 10] mit 21 Stiitzstellen:

—10, =9, +--, =1, 0, +1, ---, 49, +10
3 tix) = arctanix) ///’)
a5t /
/
=~ of /
-0.5} /
/
_1 7____7__!/

Fehler e,(x) :=|arctana — pyo(x)| bei Polynom-IP,
Fehler ey(z) := |arctanx — sg(x)| bei Spline-IP mit My = M,, = 0.

Qualitatives Verhalten der Fehlerfunktionen in Zwischenpunkten:

x +0.5 | £1.5 | £2.5 | £3.5 | £4.5 | £5.5 | £6.5 | £7.5 | £8.5 | £9.5

ey(x) | 0.02 [0.02 |0.01 |0.02 |0.01 [0.02 |0.06 |0.3 1.5 16.1

es(z) | 0.03 [0.01 [ 1073 | 1072 | 107* | 10™* | 107° | 1075 | 1075 | 107

2. Interpolation der Daten:

x| 1123|456 7|89 10|11 12| 13 | 14

y| 7164|454 (23|57 |6 | 4] 4|5

Funktionsverlauf des IP-Polynoms pi4(z) und des interpolierenden kubischen
Splines s(z) mit My = M,, = 0:

15 = : -
L 0 Dat=n

—— hkub. Splina six)
Palnom p, (=)

10§

£




