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3 Lineare Gleichungssysteme

Normen Messen der Grofe eines Vektors bzw. einer Matrix
Vektornorm |- ||: R" — R mit

(1) |lz|]| >0 (z #0) (Definitheit),

2) flazl = [allz] (@ € R) (Homogenita),

(3) llz+yl < |lz|| + lly]] (Dreiecksungleichung).

Beispiele
T2

max—Norm ||| := max |5Ej|> 1
J

¢1-Norm el = 2l
j

p=00
| p=2
L p=1

\j

1/2
Euklid-Norm  ||z||z := <Z|xj|2> :

J Z1
Induzierte Metrik d(z,y) == ||z — y||. & /

Kugel mit Radius 1 um Null:
K,:={zr € R |z, <1}
Matrixnorm N(A): Matrix A € R™"

A auffassen als n Vektoren oder als Vektor mit n? Komponenten;
Matrizenring, also multiplikative Struktur.

Definition: Eine Abbildung N : R™" — R heifit Matriznorm, falls gilt:
(1) N(A)>0 (A#0) (Definitheit),
(2) N(aA)=|a|N(A) (« € R) (Homogenitét),
(3) N(A+ B) < N(A)+ N(B) (Dreiecksungleichung),
(4) N(AB) < N(A)- N(B) (Multiplikativitat).
Beispiele
Gesamtnorm Ng(A):=n max ||
J,
Zeilen—y.—Norm  Nz(A) := max i ||
k=1
Spalten-y.-Norm Ng(A) := max Y |ax|
=1

Spektralnorm Ny(A) == /p(ATA)
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Spektralradius p(A) := max |)\;[A]| mit \;[A] Eigenwert von A.
J

p(A) ist keine Norm, aber es gibt Normen N,(-), die beliebig nahe an p(A)
herankommen; fiir symmetrische Matrizen A gilt sogar N,(A) = p(A).

Definition: Eine Matrixnorm N(-) auf R"*" und eine Vektornorm || - ||
auf IR" heiflen vertrdglich, falls gilt

|Az|| < N(A)||z| firalle ze€R", AeR"".

Kleinste obere Schranke (least upper bound) wird mit [ub-Norm bezeichnet.

lub—-Normen: luby(A) = Nz(A), lubi(A) = Ng(A), luby(A) = N,(A).

Vertriagliche Normen

zu |||l sind Nz(A), Ng(A) vertriaglich
zu ||z||; sind Ng(A), Ng(A) vertriglich
zu ||zllo sind N,(A), Ng(A) vertréglich

Matrizen A € K"" | K € {IR, C}.
e transponierte bzw. konjugiert-transpon. Matrix: AT bzw. A" .= AT
o symmetrische bzw. hermitesche Matrix: A = AT bzw. A = AH
e orthogonale bzw. unitdre Matrix: A~ = AT bzw. A™! = A
e Ghnliche Matrizen A und B: A = TBT! fiir ein T

e positiv definite bzw. positiv semidefinite Matrix:
A hermitesch und z Az > 0 bzw. > 0 fiir alle z € K, z # 0.

Lineares Gleichungssystem Az =10

Gegeben: Matrix A € IR™ "™ und Vektor b € R™
Gesucht: Losungsvektor x € IR"
Findeutig losbar < Rang(A) =Rang(A,b)

m < n : ia.unendlich viele Losungen (evtl. Nebenbedingungen)
m > n : iberbestimmtes LGS, i.A. keine Losung;
Ausgleichsrechnung: bestimme x, sodass ||b — Ax|| =Minimum.
m =n : Homogenes System b = 0 : nichttriviale Losung < Rang(A) < n.
Inhomogenes System b # 0 : eindeutige Losung < det A # 0.

Inhomogenes System ist genau dann eindeutig 16sbar, wenn homogenes
System nur die triviale Losung besitzt.

Hier: Inhomogenes (n x n)-System mit det A # 0.
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Iterationsverfahren

Iteration: Fixpunktform, Fixpunktsatz (vgl. §2):

Ar=b & =Tz + g=: p(z) mit geeigneten T und g
Iterationsfunktion: ¢ :x — Tx+ g, T :IR" — IR" lineare Abbildung
Kontraktion: ||Tz — Ty| < N(T)||lx —y||, N(T) =1L <1

Satz 3.1 Vektornorm || - || und Matriznorm N(-) seien vertrdglich.
Falls N(T') < 1 ist, dann gilt:

1. Die Fizpunktgleichung x = Tx + g besitzt genau eine Lésung x*.

2. Die Folge {z™},5o mit a2V :=T2W) + g, konvergiert
fiir beliebigen Startwert ) € IR™ gegen x*.

3. Der Fehlervektor e) .= x* — 2) erfiillt die Abschitzungen:

e < % |lz®) — 2@~V (a-posteriori Abschitzung),

e < % |z — 2O (a—priori Abschitzung).

Beweis: Banachscher Fixpunktsatz im R". O

Hinreichendes Konvergenzkriterium: Matrixnorm N(7T') < 1
(verschieden Normen fithren zu verschiedenen Bedingungen).

Satz 3.2 Das Iterationsverfahren Y = TzW) + ¢, v = 0,1,... konvergiert
genau dann fiir jedes 2 € IR" gegen den Fizpunkt x*, falls p(T) < 1 gilt.

Beweisidee:

Hinreichend: Es existiert Matrixnorm N, mit N.(T) < p(T) +¢ < 1.
Notwendig: Annahme p(T') > 1 und Fixpunkt z* existiert = Widerspruch! O

Gesamt— und Einzelschrittverfahren
LGS Ar=b, Ac R"™", beR", det A#0,0B.dA. a;#0, j=1,...,n.
Gesucht: Aquivalente Fixpunktgleichung = = Tx 4+ g mit p(T) < 1.
Zerlegung: A = M — N, M nicht-singuldrer Hauptteil von A; also

Mx = Nz + b impliziert © = Tz + g mit T := I — M~*A und g :== M~'b.
Heuristik: Sei A EW zu A und m EW zu M,

dann 2 EW zu MAund 1 -2 EWzul - M A=T.
M Hauptteil von A, d.h. m ~ A, also p(T) < 1.
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Gesamtschrittverfahren (Jacobi—Verfahren)
Wihle M = D = diag (a;;):

A= =D+ L+U

Iterationsmatriz T =1 — D 'A=—-D YL+ U)

Iteration x¥*V) :=Tz® + Db, v =0,1,2,..., Startvektor 2° € IR".
Komponentenschreibweise

gD = i —znjajkx,i”)+bj Ci=1,....n, v=0,1,2...

J
Qjj k=1
k£

Einzelschrittverfahren (Gau3-Seidel-Verfahren)

(v+1) CERY

Idee: Berechnete Werte z; ", ... @, werden bei xg-l'ﬂ) beriicksichtigt!

Komponentenschreibweise

v L) & g ’
x;.“);:— —Zajkxéﬂ)— Zajka:lg)+bj J=1,...,nv=0,1,...
Ajj k=1 k=j+1

Zerlegung M = D + L (L untere Dreiecksmatrix)
Iterationsmatric T=1— (D + L) 'A=—(D+ L)~'U

Inverse Matrix (L + D)~! umgehen (siehe Komponentenschreibweise).

Konvergenzkriterien

Hinreichend: N(T') <1 fiir beliebige Matrix-Norm;
notwendig und hinreichend (Satz 3.2): p(7") < 1 (mit A ausdriicken).

Definition: A = (a;;) € R"™" erfiillt das
e Zeilen—y —Kriterium, wenn gilt

n

n
mjaxz <1 dh Jaj| > lapl, j=1,....n
k=1 k=1

kit kit

ik
Qjj




e Spalten—> —Kriterium, wenn gilt

n n
m]aXZ <1 dh Jay| > lagl, j=1,....n
k=1 k=1

k] k#j

ki
ajj

Eine Matrix A heifit diagonaldominant, wenn das Zeilen— oder
Spalten—Y —Kriterium erfiillt ist.

Satz 3.3 Das Gesamtschrittverfahren konvergiert fir ein LGS mit
diagonaldominanter Matriz.

Beweis: Zeilen-Y-Norm Nz(T) = Nz(D (L + U)) = max f: 2k\ < 1. 0O
] k=1177J
K

Satz 3.4 Das FEinzelschrittverfahren konvergiert fir ein LGS mit Matriz A,
falls das Zeilen—y_—Kriterium erfillt ist.

Anmerkungen: Meistens ist eine raschere Konvergenz des Einzelschritt-
verfahrens gegeniiber dem Gesamtschrittverfahren zu erwarten.

5 0 -2
Beispiel: A= —4 8 2 | diagonaldominant
05 9

Gesamtschrittverfahren: p(T) = 0.57, Nz(T) = 0.75, Ng(T') = 0.65
Finzelschrittverfahren: — p(T) = 0.03, Nz(T') = 0.40, Ng(T') = 0.48

Konvergenzbeschleunigung

Idee: Folge {z")},>0 auf neue Folge {y®)},>¢ transformieren:
2@ 20 = T2 + g — 5yM = ua® + (1 —w)z® (0 < w < 2);
Einfiigung des Parameters w mit dem Ziel p(T,) < p(T).
Gesamtschrittverfahren mit Relaxation

r={(1-w) —-wD Y L+U)}r+wD 'y (dquivalent zu Az = b)

=T, e

Iteration z®tY =T, 2™ 4 g,
SOR—Verfahren (Einzelschrittverfahren mit Relaxation)
r=(D+wL) (1 -w)D—wlU)x+ (D +wL) 'wb

=T,
Iteration @Y = WD (—Lax®*) — Uz®) +b) + (1 — w)z®

Zusammenfassung

Iterationsverfahren sind fiir diagonaldominante Matrizen konvergent
und numerisch stabil (unempfindlich gegeniiber Rundungsfehlern).
Anwendung auf grofie diinnbesetzte Matrizen (Bandstruktur).
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Direkte Verfahren

Elementare Matrizumformungen fithren auf Dreiecksgestalt (gestaffeltes System).
Rekursive Auflésung liefert bei rundungsfehlerfreier Rechnung in endlich vielen
Schritten die exakte Losung (Rundungsfehler §5).

Anwendung: Unabhéngig von speziellen Eigenschaften der Matrix;
vorhandene Strukturen werden zerstort.

LGS Az =bmit A€ R™", b R", det A £ 0.

Beispiel:
5 0 =2 -1 5 0 =2 —1
05 9 37 00 2 e

Rekursiv folgt die Losung x3 =3, xo =2, r1y =1 — Probel

Idee: Sequenz von elementaren Transformationen

(A, b) = (A(l),b(l)) - (A(Q),b@)) RN (A(n)7b(n)) =: (R, c).
Jedes auftretende System besitzt dieselbe Losung wie das urspriingliche;
R ist obere Dreiecksmatrix.
Permutationsmatrizen

In jeder Zeile und Spalte genau eine Eins, sonst Nullen; sie sind orthogonal.
Multiplikation von links bewirkt eine Permutation der Zeilen, Multiplikation von
rechts eine Permutation der Spalten.

Fiir n = 3 gibt es folgende Permutationsmatrizen:

100 001 100 001 010 010
010 |, 100 |, 001 |, 010 |,] 100 ], 001
001 010 010 100 001 100
Elementarmatrizen L)
1

LU = 1

lit1;

lnj 1

Die inverse Matrix LU )1 unterscheidet sich von LY nur durch ein Minus—Zeichen

vor den Elementen [ ;,...,l,;. Das Produkt von Elementarmatrizen ergibt
eine untere Dreiecksmatrix mit Einsen in der Diagonalen und den entsprechenden
Elementen lo1, ..., 01 ;5 lso, ... lno ;s lagy ..oy lng; .. 5 ln—q unterhalb.



Die Gaufl—Elimination
LGS Az = b evtl. mit Permutation (Pivotsuche) (AM p(1)) .= PW(A, D)
1. Schritt: (AW b1y — (AP p2))

aﬁ) # 0 Pivotelement (Pivot=Dreh— und Angelpunkt).

Elimination der Unbekannten xz; in der 2. bis n—ten Zeile

1)

durch Addition des ( W)fachen der 1. Zeile zur j—ten Zeile:

ay

o = dY k=1,...n P :=pV

2 1 agl) 1

Ek) = gk)— ﬁ)agk), 1=2,....n, k=2,....n
agy
oD

B = bg”— i1 b“ i=2,....n.
an

Matrizschreibweise:
(A® p@) .= LO(AD p0), LO mit 1, = %;pﬁ
evtl. mit Permutation (Pivotsuche) der 2. bis n—ten Zeile:
(A@ p@) .= PO LOAD pO) mit Pivot asy # 0.
v—ter Schritt: (A®) p®)) — (AW+D p+D) " Pivot ) # 0.
Elimination der Unbekannten z, in der (v + 1)-ten bis n—ten Zeile

o®
durch Addition des ( (,,)>fachen der v—ten Zeile zur j—ten Zeile

apy

(jJ=v+1,...,n):

ay ™ = al), i<v k>
b= ) i<y,
. o
all™ = ol — z")al%), i>v+1, k>v+1,
(v+1) () ayy) )
b, = b _a(yyy)by , J>v+1
Matrizschreibweise:

Ne
(AWHD prFDY = L0 (AW) p®)y L) mit [, = ﬁ, P> v+ 1;
evtl. mit Permutation (Pivotsuche) der (v + 1)-ten bis n—ten Zeile:

(AW pr)y = peH) L (AW p*)) mit Pivot al(,:lll,ﬂ # 0.

25



26 3 LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Insgesamt n — 1 Schritte (v =1,2,...,n — 1) ergeben
(A("), b(”)) — L(n71)<A(n71)’b(n71)).
Zusammen (ineinander einsetzen)

(AM pm)y = L[O-)pO=Dm=2)(40=2) jn-2)
LoD pl=D) [[(=2) pn=2) 1 () p()( A p).

Gestaffeltes System ~ A™z = p™

Loésung rekursiv

1 n - n .
szm{bg,)_ Zagk)xk},j:n,n—l,...,l.
ajj k=j+1

Pivotsuche al(fflly) 1 #0

Pivotsuche bedeutet eine Permutation von Zeilen und Spalten, damit

das gewiinschte Element in die Position (v + 1, v + 1) riickt.

. . (w+1) | (v+1)
Mazimale Spalten—Pivotsuche |a,. 4| = j:g}rax . lag, 1]

-----

Diagonale Pivotwahl (falls moglich) P™ Y =...= p) =
R=AM == . . 1WA =714
L=r1W " . et

R obere Dreiecksmatrix, L untere Dreiecksmatrix mit Einsen in der Diagonalen.

Satz 3.5 Ist diagonale Pivotwahl fiir A mdéglich, so fihrt die
Gaufs—Elimination zur LR—-Zerlequng

1 0 M1 - Tin
A=LR = , .
* 1 0 Tnn
Anmerkungen: LR—Zerlegung wichtig fiir lineare Gleichungssyteme mit fester
Koeffizientenmatrix und wechselnder rechter Seite (z.B. Interpolation).

LGS Az =0, LRZerlegung A = LR, Losung zweier gestaffelter Systeme:
Ly=0b, Rr=y, detA=detL-detR =111 Tpny.

Positiv definite Matrizen: Samtliche Diagonalelemente von A sind positiv
— diagonale Pivotwahl
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Das Cholesky—Verfahren

LGS Ax = b mit positiv definiter Matrix A € R™*"

Symmetrische Durchfiihrung der Gaufl—Elimination

(A,b) =: (AW p) — (AP p@)) — ... — (AP b)) =: (D,¢) — D diagonal
AW = A positiv definit, alt > 0, LD (wie bei Gau):

au\O .0
0

A@ — A0 T :
: B(? ’
0
A® igt positiv definit: 2T A®@z = z7LM AD L0 = yT AWy > 0;
~—— ~——
=yT#0

B®@ ist positiv definit (d.h. Diagonalelemente positiv).

Y

Wiederholung des Schrittes durch Anwendung auf A® usw. :

nto et diag (al),a$), ..., aW) = D >0,

r'nn

LD . WALl

A= LW o0 przpi2g ey Tyt T

D'Y? = diag <\/a§11 , \/ag2 ,oo,\Va all) > DY2pY? = p.

Cholesky—Zerlegung
A=LIT L= : - iy =a¥ >0, det A=13 - 12,.
lnl e lnn

Satz 3.6 Fine positiv definite Matriz A ldsst sich zerlegen in das Produkt einer
unteren Dreiecksmatriz mit ihrer transponierten Matriv A = LLT.

Cholesky—Algorithmus
Berechnung der Matrix L zeilenweise:

bilde lll = 4/ar,

1 _
Jj-te Zeile lj, = l—(ajk — Z Lvlw), k=1,2,...,5 -1,
kk v=1

j—1
ljj = $ajj—2|ljy|2, ]:2,3,7’L
v=1

Anmerkungen: Aufwand um die Hélfte reduziert im Vergleich zu LR,
zusitzlich n Quadratwurzeln; Vorteil bei fast singuldren Matrizen.
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Beispielblatt: Lineare Gleichungssysteme

4100
: 1410 . :
1) Ar=»>b mit A= 01 4 1 (positiv definit):
0014
LR—Zerlegung
4 1 00 4 1 0 0 4 1 0 0
—-1/4 15/4 1 0 . —-1/4 15/4 L0 —1/4 15/4 1 0
0 1 41 0 —4/15 56/15 1 0 —4/15 56/15 1
0 0 1 4 0 0 1 4 0 0 —15/56 209/56
1 4 1 0 0
. /4 1 15/4 1 0
B 0 4/15 1 56/15 1
0 0 15/56 1 209/56

Cholesky—Zerlegung (Algorithmus)

lhh = Van =2 (Is1 =0, Iy = lsp = 0)

In = an/ln=1/2, lyn= \/ (22 — 13, = \/ﬁ/2

l3o = a32/522 = 2\/ﬁ/157 l33 = \/m = 2@/15
iz = ag/lss =+/210/28, Iy = \/m = 1/2926/28

2

0.5 1.936

0 0.516 1.932

0 0 0517 1.931

316 2
2) Azx=bmit A= 21 3 |,b=]|7]|:
1 11 4

Gauf3—Elimination mit Spaltenpivotsuche

31 6|2 3 1 6| 2 3 1 6 | 2
(2 1 3 7)_>(2/3 1/3 -1 17/3)ﬁ(1/3 2/3 -1 10/3)
11 1[4 ~1/3 2/3 —1[10/3 —2/3 —1/2 —1/2| 4

A=LLT L=

Gestaffeltes System

3 1 6 T 2
0 2/3 -1 xe | = | 10/3 |, Losung z3 = —8,29 = —7,21 = 19.
0 0 —1/2) \ a4 4
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Ausgleichsproblem

LGS Az =bmit Ac R™", be R™, m>n, RangA =n
Residuum (Restvektor) r(x):=b— Az

Gesucht Vektor z* € IR" mit ||r(z*)|| = m]ﬁln || (z)]].

S

Normen ||+ |loo, || - |l1 (“eckig”) — Minimierungverfahren

Norm || - || (“rund”): Losung iiberraschend einfach tiber LGS
— Prinzip der kleinsten Fehlerquadrate (nach Gaufs)

n—1
Ansatz p(t) = Y x,.1t", Werte einsetzen p(t;) =p;, i=1,...,m:
v=0

Uberbestimmtes LGS Ax = b mit

1 tl t% t?_l P1 I
A= =+ : b= ¢ |, e=|
1 t, t3, ... ¢t Pm Tn,

Zielfunktion .
D, rwa) = [r(@)[3 = S{p(t) — pi}? = a7 AT Az — 22T ATb + b7
i=1

Bestimmung der Koeffizienten z,: ®(xy,...,x,) = Minimum

— mnotwendige und hinreichende Bedingungen iiber partielle Ableitungen

Notwendige Bedingung % =0, g=1,...,n ergibt quadratisches LGS
J
® o\"
a_’m’a_ =2AT Az — 24T =0
0:61 8:(;n

Normalgleichungen ATAx = ATbh fiir A ¢ R™", bc R,
AT A € R™" symmetrisch und positiv definit

Satz 3.7 Die Matriz A besitze vollen Rang. Die eindeutig bestimmte Losung x*
der Normalgleichungen lost das tberbestimmte lineare Gleichungssystem Ax = b
im Sinne der Euklidischen Norm bestmdglich, d.h. ||r(x*)||2 ist minimal.

Anmerkungen: Normalgleichungen sind i.a. schlecht konditioniert, d.h. sehr
empfindlich gegeniiber Stérungen — Vorkonditionierung (spezielle Verfahren)

Anwendungen

Computer—Tomographie

Pro Schnittbild eine Million Daten fiir eine Viertel Million Losungskomponenten.
Fehlerausgleich ber Messreihen

Zu bestimmten Zeitpunkten t; < to < --- < t,,, wird eine physikalische Grofie
P1, P2, - - -, Pm gemessen. Es sei bekannt, dass sich p(t) in gewisser Ndherung wie
ein Polynom aus P,_; verhélt. Dieses p(t) soll nach dem Prinzip der kleinsten
Fehlerquadrate bestimmt werden.
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Beispielblatt: Ausgleichsproblem

Zu bestimmten nicht dquidistanten Zeitpunkten ¢; wird eine physikalische Grofie
p(t) gemessen:

0 1 2 3 4 > 6 7

t; | 0.04 032 051 073 103 142 1.60

p; | 263 118 116 154 265 541 7.67

Es ist bekannt, dass p(t) in guter Ndherung eine quadratische Funktion der Zeit
ist; es sollen ihre Parameter nach der Methode der kleinsten Fehlerquadrate be-
stimmt werden.

7
Ansatz: p(t) = ag + arit + ast®, > _{pi — p(t;)}* =Minimum
i=1

Uberbestimmtes LGS: p(t;) = p;, i = 1(1)7 oder Az = b mit

1 0.04 0.0016
0.32 0.1024
0.51 0.2601 ao 2
0.73 0.5329 |, = = { ] b

1.03 1.0609

1.42 2.0164
1.60 2.5600

Normalgleichungen AT Ax = ATh mit

7.00000 * *
5.65000 6.53430 *
6.53430 8.60652 12.1071

Cholesky—Zerlequng AT A = LLT mit
2.64575 0 0 ]

a2

— e e e e

ATA =
—34.6027

—22.2400
, ATh=| —24.8823

L = | 213550 1.40497 0

2.46973 2.37187 0.617867
Auflosung Ly = ATb, LTx =y ergibt

—8.40593 2.74928
y=| —493349 |, v = | —5.95501
—3.46466 5.60745

Fehler min ||b— Ax||s = 0.3786
reR?

Ergebnis (gerundet auf 2 Stellen)
p(t) =2.75—-5.96 -t + 5.61 - t* mit Zzzl{pi —p(t;)}? <0.38



4 Polynome und Splines

Komplizierte Funktion durch einfache Funktion approximieren!

Polynome: Anschaulich (Funktionsverlauf, Nullstellen, Ableitungen,
Stammfunktionen, Auswertung, Umentwicklung)

Tschebyscheff-Polynome: Fourier—Entwicklung

Spline—Funktionen: Stiickweise polynomiale Funktionen

Algebraische Polynome

Normalform p(z) = a,2™ + ap_12™ '+ +ag (a, #0)
Koeffizienten a, reell, Grad p =n
P, Raum der Polynome vom Grad < n, dim?P,, =n + 1

Gesucht: Wert p,(«) fir a € R

Rekursive Auswertung (“von innen”):

((( a, .a+an1)a—|—an2)a—|—...—|—a1)a—l—a0 Ipn(Oé)
—

D)
=l
o)
=i =pn(a)
Hornerschema
An  Qp_1  Qp_o -+ a1 ag
z=a| - o ad, - ad’ adlV
a0 ay ol o [a"] =pala)

Beispiel: p(r) = 8z* — 8x* + 1
8§ 0 =8 0 +1

r=3|- 4 2 -3 -3
‘8 1 -6 -3 |-1] =p@d)
Das Hornerschema ordnet den Koeffizienten a,,, a,_1,...,aq die

(1) (1 (1)

: 1
neuen Koeffizienten aﬁl), Ay qy-vey @), Qg  ZU.

Abspaltung eines Linearfaktors (Euklidischer Algorithmus)
Pa(®) = paa (@)@ = a) + a5 & pala) = ag”

Pn—1($) = ag)x”*1 + a(l) e S B agl)

n—1
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Koeffizientenvergleich
S ar’ = (x—a)Y aVz" ! 4l = Ve +Z M — qall) ).
= v=1

a Nullstelle von p,: p,(a) = al" =0, dann “abdividieren”

Pn_1(z) = ag) =l a(l) "2 agl), po(z) = (2 — @) pp_1(2).

Vollstindiges Hornerschema (wiederholte Anwendung auf p,,, p,_1,. . .)
(@) = pua(@)(@—a)+ag’s af’ =pa(a)
pai(z) = pass(a)(w—a)+ai?; @) = pai(a)

() = po(x)(z—a)+al;  al’y = pi(a)
Do (1‘) — agn—i—l)

Zusammen (“ineinander einsetzen”)

pa(x) = a§? + [0 + pps(2)(z — a)](z — @)
= ay) +af?(x — @) + pua(w)(z — )’

= o aP @)+t a (- o) al (e o)

Entwicklung um « verglichen mit Taylor

1 (n)
Pa() = pul(e) + () (x — @) + B (& — @) + - P (2 — )

liefert das Ergebnis otV = 4 p(a), v =0,1,...,n.

Vollstandiges Hornerschema

G, Ap—1 Ap—2 e a Qg
r=a| - aal) aal, o aad) aal?
all) al’, al, caV g
~~
=pn(a)
alr =) e 0,
= 12)1 pgln 2)(O¢)
T = - aa(™
a” afﬁ)l
~——
("11)'pgbn 1)( )

Letzte Zeile: a(") = a("+1) = _' (n)( )

n
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Beispiel p(z) = 2% +22% — 92 +5

1 2 9 5
=1 1 3 -6
1 3 6 |1]
r=1| - 1 4
]
r=1| - 1

p(1)=—1, p(1) = -2, p"(1)=5-21 =10, p"(1) =1-3! =6,
plx) =—1—-2(x — 1) + 5(3: —1)%+ (z—1)%

Reelles Polynom: Komplexe Nullstellen treten paarweise auf
(z—a)z—a)=2 - (a+a)z+aa=a?—sx—1
Abspaltung eines quadratischen Faktors z? — sz — t:
pn(z) = (2% — sz — 1) pp_o(x) + M+ a(l) Pn_o(x) = Xn: aM x =2
=Rest

Dreigliedrige Rekursion (Koeffizientenvergleich):

a,(f) = ay,
a,(ll,)l = Qp-1+t sag),
,(11,),, = Qp_y + saﬁjlm + tai}lm, v=23,...,n— 2,
§1 = a;+ sagl) + tagl),
a(()l) = qap+ tagl).
agl) und a(()l) sind die gesuchten Koeffizienten.

Doppelzeiliges Hornerschema

G, Ap—1 Ap—2 e 5) ai Qo
s| - sa sa’ oo sal) sal) -
2 I 1) P ) A 7 i 7

D o ] [
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Bestimmung von Polynomnullstellen

Reelles Polynom p € P,

Reelle Nullstellen: Newton x,.; =, — 5((9;7;))’
lokale quadratische Konvergenz (einfache Nullstellen),

Auswertung von p(x,,), p'(z,) mit Hornerschema.

Komplexe Nullstellen: quadratischen Faktors 22 — sz — t abspalten:

() = (2% — st — )ppa(x) + Qr + R, Q = al’, R = aél);
nichtlineares Gleichungssystem Q(s,t) =0, R(s,t)=0:

Newton—Verfahren — Bairstow—Verfahren

Lokalisierung der Polynomnullstellen

(Startwert fiir Newton, Bairstow; Stabilitét)
Lage: Intervall (genaue Anzahl), Kreis (alle Nullstellen),
linke Halbebene — Stabilitatskriterien

Satz 4.1 (Gerschgorin) Die Nullstellen &i,...,&, des Polynoms
p(r) =2" +a, 12" +---+ag liegen in einem Kreis K um Null
mit Radius r, wobet

n—1
r < max<{1,) a4 und
=0
r < max{|ag|, 1+ |ai|,..., 1+ |an_1]}.

Beweis: Kreissatz von Gerschgorin fiir Matrizen:

Alle Figenwerte der Matriv A = (a;;)i j=1,..n liegen in der Vereinigung der Kreise

-----

K;j={2€C:|z—a;| <r;}, r; == lapl, j=1,...,n. O
oy

Beispiele

1. p(x) = 2% — 101z + 100, & =1, & = 100.
Gerschgorin: |§] < max{1,201} = 201, [&| < max{100, 102} = 102.

4 1 0 --- 0
. .
2. A=| o 0 | € R™"; alle Eigenwerte liegen in [2,6].
1
0 0 1 4
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Sturmsche Kette
Gegeben: p € P, (a, # 0) mit einfachen Nullstellen in [a, 5] (p(a)p(8) # 0)
Gesucht: Anzahl der Nullstellen von p in [, ]
Idee: Bilde Folge von Polynomen (Sturmsche Kette)
po:=p, pri=p und pa, ..., pm
mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus:

Po=q1 P1 — D2, Grad p, < Grad py,
Pj—1=Gj Dj — Dj+1, Grad pj;1 < Gradp; (j=1,2,...,m—1),
Pm-1=0m Pm = pm = 28T (po, p1)-

Beachte: Vorzeichen “—Rest”.
Index m ist richtig, da einfache Nullstellen von py nur in [«, 5].

Anzahl der Vorzeichenwechsel (VZW) in

{po(@), pr(a), ..., pm(@)} und {po(3),p1(6), ..., pm(0)}
geben Auskunft iiber die Nullstellen.

Beispiele P(2)
Anzahl der VZW beim Nulldurchgang von p(x): —//
pla) <0,p/(a) >0: —+ =1 VZW, o R

p(B)>0,p(8)>0: ++ = 0 VZIW,

p(x)
= 1 Nullstelle < Verlust 1 VZW. %
a § B

p(a) >0,p(a) <0: + — =1VZW, : \ v
= 1 Nullstelle < Verlust 1 VZW.

pa(r)
p(a) > 0,p'(a) <0,pa(a) >0: + — + =2 VZW, \ ; /

p(B)>0,p(8) > 0,ps(8) > 0: + + + =0VIW, 3
= 2 Nullstellen < Verlust 2 VZW. 7 (z) p(x)

Nullstelle von p/(z) stort nicht d.h. kein VZW-Verlust:
VZ links davon — — + , VZ rechts davon — + + ;
gilt allgemein fiir Nullstellen von p; wegen p;_1 = ¢q; pj — pj+1 (“—Rest”)

Wechselzahl: W (ry, 7, ...,7,) := Anzahl der VZW in 79,7, ..., 7y,
(wobei auftretende Nullen vor Zahlung gestrichen werden).

Satz 4.2 (Satz von Sturm) Seip € P,, mit nur einfachen Nullstellen in [« (3],
(p(a)p(B) # 0) und besitze die Sturmsche Kette po,p1, ..., Pm. Dann gilt fir die
Anzahl Z%(po) der Nullstellen von po in (a, 3)

Z{(po) = W (po(@), pi(a), .., pm(@)) = W (po(8), p1(B), - -, Pm(B))-
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Beispiel: p(z) =8z — 822 +1 (= Ty(x));
po(z) = p(x),
pi(x) = p'(z) = 3223 — 161,
pao(x) = 42% — 1,
ps(z) = 8z,
pa(z) = 1;

4 POLYNOME UND SPLINES

z.B. pa(x) ergibt sich aus (VZ beachten)
8z — 8z% + 1 = (322° — 16x) £ — (4a® — 1).

Vorzeichenwechsel in der Kette:

r— —00 + - +
r= -1 + - +
T = —% - 4+ 0
T = 0 + 0 -
T = % - — 0
T = 1 + + +
T — o0 + + +

Jeweils 1 Nullstelle in (—1, —0.5)

0
+
+
+
7(_

Tschebyscheff—Polynome

P.L. Tschebyscheff 1821-1894 (St. Petersburg)

Tschebyscheff-Polynome T),(z) wichtig in der Numerik:
Giinstige Basis fiir P,, Extremaleigenschaften, Orthogonalpolynome.

Definition: T),(x) :=cosnf, x =cosf, 0 <0 < T
T, (z) = cos(narccosz), n=0,1,2,... 1.

Transformation [—1,1] — [0, 7]

Algebraische Polynome: Ty(z) =1, Ti(x) = cosf = «x,
To(z) = cos20 = 2cosfcost — 1 = 22Ty (x) — To(x)  —k

+
+
+
+
+
+
+

0.5,

SSSISSS

PR o e N S O RY JURN N

(=)

~—
j =]

—~

.5) und (0.5, 1).

Y

/]

Satz 4.3 FEs qgilt die dreigliedrige Rekursionsformel

Thi1(z) = 22T, (x) = Th—1(x), n=1,2,...
O

Beweis: Additionstheoreme [U]

Beispiele:
Ts(x 202 — 1,
T 423 — 31,
8zt — 822 + 1,

= 16z° — 202> + bz

9

= 322% — 48z% + 1822 — 1.

mit To(x) = 1,T1(x) = .



T(x) Ts(x)

Eigenschaften der Tschebyscheff-Polynome

e T, besitzt genauen Grad n mit Hochstkoeffizient 2771,

o 15, gerade, Ty, 1 ungerade Funktion.

e T,(1)=1,T,(-1) = (-1)", |Tn(z)| <1 fiir alle z € [-1,1].
o Nullstellen: x; = cos (2%177') ,7=1...,n,

d.h. nur einfache reelle Nullstellen, die alle in (—1,1) liegen.
e FExtremalstellen: &; = cos (% 7T) , 7=0,1,...,nmit T,(&§) = (—1)’.

e Orthogonalpolynome

Skalarprodukt (f,g) mit Gewichtsfunktion w(z) = ﬁ in [—1,1] :
dr 0 , m#n,
/T —— 5 >, m=n#0,
vVi—z ™ , m=n=0.

Tschebyscheff-Entwicklung p, = Z a, T,

stabile Darstellung: Stoérung in den a,, Verursacht kleine Auswirkung!
Koeffizienten der Tschebyscheff-Entwicklung nehmen ab!
Beispiel  hj(z) ;=27 in [-1,1]:
15 19 9 1 1
=ho+hi+--+hs=—=T T + T T: T T:
p=ho+thi+-+hs= 80+81+ 2+163+84+165
Spline—Funktionen (stiickweise polynomiale Funktionen)

Vorgeschichte aus Schiffsbau:

Straklatte, Strak=spline, spline=Keil /Feder;

Duden: Seemannssprache;

Strak: das “Gerichtetsein”, Verlauf von Linien;

Straken: vorschriftsméfig verlaufen

z.B: Schiffsrumpf: “Kriimmung minimal” A

— stiickweise kubisches Polynom

und in den Anschlussstellen glatt, \ r

d.h. 2 mal stetig differenzierbar. X - - -

“Kriimmung minimal” bedeutet

b
/ |s”(z)|* dz = minimal unter allen zulissigen Funktionen.
a

D
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Gitter Ata=xy<z1<---<z,=b (n+1 Knoten)

Definition: sa : [a,b] — IR heiit Spline vom Grad ¢ beziiglich
des Gitters A, falls gilt:

L SAlwj 1w €Pe, =1,...,m,
2. sa € C*Ya,b).

Bezeichnung Sy(A): Raum der Splines vom Grad ¢ beziiglich Gitter A
Dimension S;(A) =n+ ¢

Spline vom Grad 0 : Treppenfunktion (stiickweise stetig)

Spline vom Grad 1 : Polygonzug (stetig)

Spline vom Grad 2 : Parabelzug (stetig differenzierbar)

Spline vom Grad 3 : Kubischer Spline (s” Polygonzug) — Kriimmung

y=ay
Abgeschnittene Potenzfunktion \
(Spline vom Grad m mit 1 Knoten): \>|/
Tl = z, 220, 70 v
0 , x<0. K

Kubische Splines: Raum S;(A) der Dimension 7 + 3

Darstellung mit abgeschnittener Potenzfunktion

n—1

s(0) = byl = )k + X cule = )}

Darstellung intervallweise durch Polynome

po(z) in [zg, 2]
pi(z) in [2y, 2]
S(l’) = . . Po,P1, .- Pn—1 67)3

pn—l(l‘) in [xn—laxn]

n+1
Darstellung mit B-Splines s = 3. o;®;,
j=—1

Q(x;) =1, ®j(x) =0 fir x auBerhalb [z;_o, ]

n=2:

b1 o P12 @3




