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1 Normen

Denition 1.1. Eine Vektornorm ist eine Funktion
kek:K"! [0;1); K2fC;Rg

mit den folgendenEigenstaften

1. kxk=0, x=0 positive De nitheit
2. k®txk = j@j tkxk fir alle®2 K ; x 2 K" Homogenitat
3. kx + yk - kxk+ kyk Dreiedksungleichung

Die Norm einesVektors kxk kann als Abstand von x zum Nullv ektor interpretiert werdenund entspre-
chend kx j yk als Abstand der Vektoren x und y.

Beispiel 1.1 (p{Normen).
A I
X

p
kxkp := ixijP 1 p<1
i=1
Wir wollen die so erhaltenenNormen fi¢ p= 1, p= 2und p= 1 n#her betrachten und erhalten:
r

- . n . - . .
kxk; = JXi] kxks = - jXij? kxky = 1r_niq>§1]xij

Fiév diesedrei Normen sind in Abbildung 1.1 fév den R? die zugehdrigen Einheitskreise dargestellt.
Der Einheitskreis ist die Menge aller x 2 R" mit kxk = 1. Nur fiy p = 2 entspricht der Einheitskreis

tatsAchlich unsererVorstellung einesKreises.
1]
i1

i D 1 il

il
i i1

(@ Firp=1 (b) Euklid {Norm p= 2 (c) Maximumsnorm p= 1
Abbildung 1.1: Einheitskreise fi die p{Normen mit p= 1, p=2undp=1

In Abbildung 1.2 'ndet man zusAtzlich eine genauereDarstellung der Euklid {Norm.



1 Normen

y (x:y)

kxiy)k= " X2y

P
Abbildung 1.2: Euklid {Norm: kxk; = jxij2 (hier im R?)
i=1
Satz 1.1. Zu jedem Paar von Normen k ¢k; und k ¢kx existieren Konstanten0- m - M < 1 mit

m ¢kxk; - kxki - M ¢kxk, fidr alle x 2 K"

Beispiel 1.2. Seip- g. Dann:
kxkg - kxkg - n(3i @) ¢kxkq

mit n = dimK".

De nition  1.2. Eine Matrixnorm ist eine Abbildung
kek: KMM) 1 10;1)

mit den drei Eigenstaften einer Vektornorm, wenn sie zusétzlich submultiplikativ ist, d.h.
kA ¢Bk - kAk ¢kBk fiv alle A 2 K(™) und B 2 K(":™)

Eine Matrixnorm heiVstvertrAglich mit den Vektornormen k ¢kk» und k ¢kxm , wenn

kA ¢XkKn - kAk ¢kaKm

Beispiel 1.3.
P .
1. kAk = lmia>$] Jaik | Zeilensummen{Norm
SN k=
P
2. KAk = lmkaxm jai ] Spaltensummen{Norm
Skemoog
e p T .
3. kAk = ja j? Fr obenius {Norm
i=1 k=1



4, KAk = max jaik] st keine Matrixnorm, denn
k- m

VRN IR TUR | LU I SR |

11 10, _ 11 10
kK g o ¢ o k=26161=k 5 o kék | ok

Denition  1.3. Vektornormen k ¢kyx» und k ¢kxm induzieren eine Matrixnorm auf K(mm),

kAk := max KAX Kk = max kAxkgn
x60  kxkgm kxkgm =1

Solde Matrixnormen hei%ernzug®rdnet oder induziert.

Beispiel 1.4 (p-Norm).

kAkp ;= max kAxky; 1- p<1
kxkp=1

Seinun p= 1:

xXn xXn

kAX kl =k q Xj kl . ijj ¢ka, kl . ka]_ ¢1max kaj kl
. . )l-m
i=1 j=1

kAXk]_
kg 1M, Kk

)

Die Ungleichung ist scharf und damit ist k ¢k; die Spaltensummen{Norm.
Seinun p= 2:
kAxk3 = hAX; Axi = hA"AX; xi
Es gilt: kAk, = P . max (A°A) wobei , max der gréiteEigenwert von A°A ist.
k ¢k, heivatSpektralnorm (Spektrum: Menge der Eigerwerte) und hat die folgendenEigenstaften:
1. kAky = kA®k;
2. KA"Ak;, = kAK3
3. kQAk, = kAk» falls Q unitér, alsoQ“Q = I.

De nition  1.4. SeiA 2 K(™") reguldr (d.h. invertierbar). Dann heivst
- (A) := KAK CkAT 1K

Konditionszahl von A beziglich k ¢k
Falls k ¢k induziert ist, so gilt:

1= klk = KA ¢Ai 'k - KAk CKAT Tk = - (A)
Wir de nieren au¥serdem:

- p(A) := KAk, kAT Tk,



1 Normen

Die Konditionszahl ist ein MaY4fiy die Stabilit At einer Matrix. Je grévzerie Konditionszahl, umsonaher
liegt die Matrix bei einer singuldren Matrix. Dies kann beispielsweisenegative Auswirkungen beim Lésen
von linearen Gleichungssystemerhaben, in deneneine solthe Matrix vorkommt (sieheKapitel 2 und 4).

Satz 1.2. SeiA 2 K(™") reguldsr. Dann gilt:

A sk 7
; | p ; (nn) o K —
—_— 2K I = —
KAK, mit S singular oA
“2 1 il
Beispiel 1.5. SeiA = 1 0:4999 ° Dann ist - »(A) ¥ 31250.

H 1
Die Matrix A ,liegt sehrnaha bei der singuldren Matrix i 0_15 { durch Rundungsfehlerkénnte die

Invertierbarkeit von A ,verlorengehei. Entsprechend erhAlt man eine gro¥zeKonditionszahl.



2 Lineare Gleichungssysteme

geeten:
A= (a;)2R™) reguldr; b2 R"
gesucht:
X2R" mit Ax=D
X

AXx=Db , ajxj=hb 1-i-n (2-i)
j=1

2.1 Au° dsung gesta®elter Gleichungssysteme

SeiRx = zmit rj = Ofdr i > j. R ist eine okere Dreiecksmatrix:

riXs + rpXe + 6¢C + rgpxy, = 74
rpoXo + ¢ + ronXn, = 2o
FonXn = Zp

Dann ist

Y
detR = ri 60, ri60fivalei=1;:::;n
i=1

Man erhAlt die Komponerten von x also,indem man in der letzten Zeile den Wert fif x,, zunéchst direkt
abliest und dann in der jeweils nAchsthdheren Zeile unter Zuhilfenahme der bisher berecneten Werte
die nAchste Komponerte bestimmt:

Z
Xp = —2
Min
X _ Zni1i Tnj1n ®Xn
nil-~—
: rni 1nj 1
i = Zij Tii+1 CXir1 | CCC lin ¢Xp
P =
Fisi
X, = Zyj ry20Xoj COC[ ry;n OXg
1=

ri;1

Man nennt diesesVorgehendaher RAckwartssubstitution .



2 Lineare Gleichungssysteme

Aufwand

Zur Berechnung von x; bendtigt man nj i Additionen, ni i Multiplik ationen und 1 Division und damit
insgesant

x i ) ¢ 5
2nj H)+1 =n
i=1

arithmetische Operationen.
Das Au° gseneinesunteren Dreiedksystems
Lx =z mit lj = Ofldri<]j

verlauft analog und heisst Vorwartssubstitution

2.2 Gau¥ascher{Algorithmus: LR{Zerlegung

Idee:
Fidhre (2-i) dber in ein Dreieckssystem,das dieselbe Ldsungbesitzt.

ZuléssigeUmformungenvon (A; b) 2 R(™" D) sind
2 Vertauschen von Zeilen,
2 Vertauschen von Spalten (dies macht eine Umnummerierung der Spalten erforderlich),
2 Multiplik ation einer Zeile mit einer Zahl 6 0 und

2 Addition desVielfachen einer Zeile zu einer anderen.

Nach Durchféhrung von k soldher Umformungen erhalten wir das System (Ak*D - gk*1) ) Dabei ist

0 1
a;n a;z 0¢ a, b
dp; Ay cee ap bz

dn1  an2 ¢ee Ann bn

1. Schritt

Produziere Nullen unterhalb von a;;. Es seia;; 6 0 (dies stellt keine wirklic he EinschrAnkung dar, denn
eine Zeile mussan erster Stelle eine Zahl 8 0 haben (A ist reguldr); dieseZeile kann dann mit der ersten
vertaustt werden).

Subtrahiere daslj;; = g"Tll{fache der erstenvon der j {ten Zeile féy j = 2;:::;n

0 1
1 1 1 1

ag-l) ailzzz o aézn; bézi

0 ap ¢ ay b g = (A@: ?)

0 a% ¢ a2 H?

10



2.2 Gauvasder{Algorithm us: LR {Zerlegung

ai(zi)=aj(})i Ij1¢a(11i) i=2::n j =200
q(z):q(l)i |j1¢b(11) i =2::5n

Dies kann auch durch eine Matrix{Multiplik ation erreicht werden:
A@ =L, ¢A® und b2 =L, ¢t
mit

1 0 ¢ ¢ee O1

0
ilo1
Li=Biln

ilha O ¢¢ 0 1

o

k{ter Schritt
D.h. wir vollziehen (A®); pky 1 (AKHD) : gk+1) )y wobei2- k- nj 1.

Vor dem k{ten Sdritt hat unser Systemfolgende Form:

0 1
a) ald cee cee coe Al B

0 a® ¢ o¢ oe¢ a? b
: . . : NGO

0 &y ot a) B
0o ¢¢ o0 a% ¢oe afy B

Sei al((lf() 6 0 (siehe Bemerkung zum ersten Sdhritt). Erneut wahlen wir
(k)

|j k = —aJ K

(k)

Ak

und subtrahieren ansclie¥senddas |; c{fache der k{ten von der j{ten Zeile fiy j = k + 1;::;n:

af™ = al) eal) i=k+Linn j=k+1in

q(kﬂ) = q(k)i I,—k¢b(Kk) j=k+ 150

Man nenrt a(k‘f() das Pivot{Element desk{ten Sdrittes (franz: Pivot { Dreh{ und Angelpunkt).
Matrixschreibweise:

A = ¢Al) und B = Ly b

11



2 Lineare Gleichungssysteme

mit
0 1
1 0 «¢¢ ¢ee ¢ee ¢ ¢e¢ O
0 .
L = 0 1 =1 Iy ¢ef
i lk+1 ik
0
0 ¢¢ O i Ink 0 ¢c¢ 0 1
wobei
01
0 1
0 0
o 0
lx = | und e = R1 (die 1 steht in der k{ten Zeile)
k+1 ;k O
In;k O

Fallsa‘-(jj) 6 0fivj=1:::;nij 1dann:
R=AM =1L, 1 ¢AM D = . ¢Ly 2¢::¢L; CA
) A=LC¢R mit L=Li*eLit et
beadite: L ist eine untere Dreiecksmatrix!.
Wie sieflt L nun genauaus?Dazu zunddchst folgende
Behauptung:
Lit=1+I¢e]
Beweis:

L ¢(l + 1 ¢el) =1 Ik¢[e'{{z¢l ® =
=0

Wir erhalten fir L folgendeDarstellung:
L

£ o}

(I +11€]) G ¢(l + 1y, 1 Cel. 4) li ¢e” ¢l ¢gf = 0!
I0+ Iy ¢ef + i+ Iy 1¢eI]f
1 0O ¢¢ ¢e¢ O

|21 1

I32

|nl In2 ¢ee In;nil 1

12



2.3 Gau¥{Elimination zur LAsungdesLGS (2-i)

De nition 2.1. Die Zerlegungeiner Matrix A = L ¢R in eine obere Dreiecksmatrix R und eine untere
Dreiecksmatrix L, die nur Einsen auf der Diagonalen hat, hei¥t Gau¥.sche Dreiecks{Zerlegung LR{
Zerlegung oder auch LU {Zerlegung (dabei steht bei der letztgenannten Bezeihinung L fiv ,lower und
U fiv ,uppen).

Nicht jede reguldre Matrix hat eine LR {Zerlegung: nur wenn alle Pivot{Elemente nicht 0 sind, ist eine
soldhe Zerlegungnach dem angegelenen Schema mgéglich.

Beispiel 2.1. Wir wollen fir folgendeMatrix eine LR {Zerlegung durchféhren:

0 1
2 11
A=@ 3 3A
8 7 9
0 10 1 0 1
1 00 2 11 2 1 1
Erster Schrittt  @; 2 1 0A¢@4 3 3A = 1 1A
i4 01 8 7 9 0 35
| —fz—} | —z—} | —{z—1}
L1 A@ AQ@
0 10 1 0 1
1 0 O 211 211
Zweiter Schritt: @0 1 0A¢@ 1 1A=@p 1 1A
0 i3 1 0 35 00 2
| —z2—} | —z—} |—{z—}
L, AQ@ AR =R
0 1
100
L=LiteLit=@ 1 O0A
4 31
0 10 1
100 211
) A=@2 1 0A¢@ 1 1A
4 3 1 0 0 2

2.3 Gau¥{Elimination zur Lésung des LGS (2-i)

1. A=L¢R  Zerlegung
2. L¢z=b Vorwartssubstitution

3.R¢x =z RickwArtsubstitution

Anmerkung zu den Schritten 2 und 3: L ¢(|Rf{%) =b
=z

Anzahl der Multiplik ationen fiv die LR {Zerlegung:

X 1g B 2, 1, 5
. Y2 = £33y Th2. 2
F(nl k){+z(n| k)} -3n +2n i 6n

k=1 Multiplik ationen
im k{ten Schritt

Anzahl der Multiplik ationen fiv das Gau%{V erfahren:

2, 3, 1
Zn3+ Zp2: Z
3" i g

13



2 Lineare Gleichungssysteme

2.4 Pivot{Strategie

Die im folgendenvorgestellte Methode ist wichtig fiév die numerische Stabilit At desVerfahrensund beugt
dem Fall vor, dassPivot{Elemente , versciwinden\ . Wir betrachten folgendesBeispiel:

A= ui 1ﬂ it0< x¢ 1
=11 M e
L M 1 Oﬂ . ui 1 1
) T4l o1 0T 0 14 4t
Die Zahlendarstellung auf dem Redner ergibt folgendetatsAdhlich berecnete Faktoren:
o H 1 Oﬂ 4. Hi 1 1
- I A

Der relative Fehler von R und R ist klein (¢ 1 gro¥a!).Betrachte nun den Fehler bei Multiplik ation von

 und R:
kC ¢R | Ak, = %¢kAk1

Dieser Fehler hingegenist betradtlich (50%).

Grund: der Gau¥s{Algorithm us ist nicht stabil. Kleine Fehlerin L und R kénnen zu gro¥enFehlern
beim Produkt fihren.

Auswey: Spaltenpivotsuche

Vertausce zunéchst die Zeilen von A (hier ausged#ickt durch Multiplik ation von A mit einer Permuta-
tionsmatrix P):

Ho l‘ﬂ¢u l'ﬂ_u 111
10 1 - 1

P ¢A =

o
+ =

Fihre nun eine LR {Zerlegung durch:

TOE |

a1
C:L,R)_Ol

+
) kCLCR| P CAk; = 5 OkP CAKy

Der Fehler liegt nun in der Gré¥zenordungler Stérung.

2.5 LR{Zerlegung mit Spaltenpivotsuche
Vertausche im k{ten Sdritt die k{te Zeile mit der Zeilej , k, fiv die gilt:
jaii = max jai]

Beispiel 2.2. Wir setzenp := (1;2;3) (p dient zur Protokollierung der Vertauschungen).

0 1 0 1 0 1
211 .. 8709 8 7 9
@ 3 AP @ 3 A BRIl i3k
8 7 9 211 1.3 .5

4112 17

14



2.6 Cholesky {Zerlegung

7

8
__a_ull/a%; .3
iii: 2|1z |

i 2 |.
2 3 I

0 1 0 1
8 7 9

=3 :1; . .

PR B G 1

1 . .

NI AW
WIN e ©

Nlw »lor

2 |1

Aus p kénnen wir die Permutationsmatrix P konstruieren: ist am Ende der Umformungen p =

(p1;:::;pn), sowaAhlen wir fér die i{te Zeile von P den Einheitsvektor ey, .
0 10 1 0 10 1
0 01 2 11 100 8 7 9
) @1OOA¢@433A:@%10A¢@Oi%i§A
010 8 7 9 ; 2.1 0 0 i}
| —z—} |—z—} | Z{—} | {z }
=P =A =L =R

Satz 2.1. Der Gau¥.{Algorithm us mit Spaltenpivotsuche liefert fil jede reguldre Matrix A eine Per-
mutationsmatrix P sawie Dreieicksmatrizen L und R, so dass

PA=LR

die LR {Zerlegung von P A ist. Die Elemerte von L sind betragsmévaigkleiner gleich 1.

2.6 Cholesky {Zerlegung

Denition 2.2. A 2 R(™") heiYtpositiv denit (A > 0), falls A = AT und hAx; xi = xT Ax > O fiir alle
x 2 R" nf0g.

Satz 2.2. A2 R(™) mit A = AT ist positiv de nit

a;; ¢ agy
L detl - X >0 firallek2fl::::ng
agr ¢ ayy

Satz 2.3. SeiA > 0. Dann existiert eine untere Dreiecksmatrix L mit positiven Diagonalelemenen, so
dass

A=LGLT
ist. Diese Faktorisierung hei%tCholesky {Zerlegungvon A.

Bew eis: Induktion #@ber n:
Induktionsanfang: n = 1

p_— pPp_—
A=f = an ¢ a
ﬁigg 11 11

Induktionsschluss:nj 1y n

A lAsst sich darstellen in der Form

M f
- Ani 1 C

A
c"  am

15



2 Lineare Gleichungssysteme

mit ¢2 R" ! und a,,» 2 R. Nach Induktionsvoraussetzunggilt dann fir A:

u 1
A= LnilL;’I;il C
= T
C Ann
ML oﬂ M [
= nj 1 ni 1 nji 1. .
Mt g ¢t e T2RMY ®2R®>0
%3
Lnjar=c

’ r'r+ ® = an

Aus der oberen Zeile kdnnen wir r sofort ablesen:

) r= L;”llC
Wir missennun aber noch nachweisen, dasstatsachlich ® > 0 und kénnen dann auch ®
angelen. Es gilt aber:

0< detA = (fiet!_zm )? ¢C®P

>0 nach IV
) @ >0
) ®>0

p
) ®= anjr'r

Sdreiben wir die Cholesky {Zerlegung mit Hilfe der Komponerten von A erhalten wir:

A=1L ¢LT , adik = Iij ij i k

tenweise,dann erhalten wir folgendenAlgorithm us:

for k= 13to n do

Py =
k= aki  jig ()2
for i=k+ 1Pto n do

|_ - Aik i Jkilllij Ik]
ik Tek
end

end

16



3 Lineare Ausgleichsprobleme

Problemstelung:

Modell: ' (t; x) = b (x ist Modellparameter).
Bber den MeVidatensatzoll x méglichst genaubestimmt werden.

Beispiel 3.1 (Bestimm ung eines Ohmsc hen Widerstandes).
Ohmsdes{Gesetz(Modell): b= x& =" (t;x) (b: Spanrung, t: StromstéArke, x: ohmsder Widerstand)
Messungenergeben folgendesBild:

’ Abbildung 3.1: Die Messungen(ti; ly) sind
| mit Fehlern behaftet und liegen nicht auf
o einer Geraden.

Die Steigungder Geraden,die den gering-
sten Abstand zu den Messpunktenhat, ist

‘ i eine vernfnftige Approximation an x.
bt t
0. 1
(ti;x)i b
F)=® : KX F:R'I R" (m=1¢k)
"(t;x)i b

Finde ein x® 2 R" mit kF (x")k = minf kF (x)kjx 2 R" g.
Fiv k ¢k = k ¢ky gilt dann
iX O X 6
KF (x)kz = f (ti;é) i hg = ¢ e

i=1

hxd
Nk

=¢

Minimiert wird also geradedie Summe der Quadrate der Abweichungen. Diese Vorgehensweise hei¥st
daher Methode der kleinsten Quadrate (least{square{method) oder Gau¥4{A usgleich

Im weiteren soll ' linear von x abhAngen.

)  F(x)= Ax i b mit einer Matrix A 2 R(™")

17



3 Lineare Ausgleichsprobleme

Lineares Ausgleichsproblem
Gegelen:
A2 RMN) . p2 RM
Gesucht:
x?2 R" : kAx"i bk, = X'Z‘,i{l kAX i bko (3-)

Wir sudhen dasjenigex”, dessenBild unter A den kleinsten Abstand von b hat.

Ist m, n spricht man von einem ferbestimmten, ist m < n von einem unterbestimmten Problem (bei
vorigem Beispiel handelte essich also um ein @berbestimmtes Problem).

Im folgendenseistets k ¢k = k ¢ks.

Satz 3.1. FolgendeAussagensind Aquivalent:
(i) x* ldst (3-i)
(i) ATAx" = ATb (Normalgleichung)
(i) Ax” = Pgjg ab  (Pgig o : R™! R™  Orthogonalprojektor auf Bild A)
Bew eis:
@) ()
Die Funktion f (x) = kAx j bk? ist di®erenzierbar.
x? minimiert f inR" ) rf(x")=0
Esist f = h+g mit h(x) = kxk? und g(x) = Ax j b

) rf(x)=rh(g(x))Dg(x) Kettenregel
rh(x)= 2x" ; Dg(x) = A
) rf(x)=2Axi bT ¢A

Also
0=rf(x")= 2(Ax" | bT ¢A
, AT(AX"i b=0
, ATAXx"=ATb
(i) ) (ii):
AT(AX"i =0 ) Ax"; b2 N(AT) = (Bild A)?

) 0= Pgig aA(AX"j b) = A" Pagig ab
. AX" = Pgiq ab

@iy ) (i):
Seiy 2 R" beliebig.

Pgiq abj b2 (Bild A)?

18
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%
|

= KfOLL B af* P i P

2Bild A 2(Bild A)?
KAy i Pgiig abk? + kPgig abi bk?> Pythagoras
KAY i Pgig ak? + KAX® | bk?
KAX® | bk?

B

) Ax"j bist das Minimum @ber alle y

) x® Idst (3-)

Lemma 3.2. Die Di®erenzx®j y° zweier LAsungenvon (3-i) liegt in N (A).
A(Xx"i y)=0

Das Ausgleichsproblem (3-i) hat genaudann eine eindeutige Lésung, wenn N (A) = f0g. Dies kann im
unterbestimmten Fall nie und im Bberbestimmten Fall nur féy Rang(A) = n eintreten.

Denition  3.1. Unter allen LAsungenvon (3-i)) nennenwir die mit minimaler Norm die Mimimum{
Norm{L Bsungx* .

Satz 3.3. SeiA 2 R(™"), Die Minimum{Norm{L @sungvon (3-i) ist die eindeutige LAsungder Normal-
gleichung in N (A)? . Ist Rang(A) = minf m; ng, dann gilt:
]/
“(ATA) 1¢ATb m. n
AT ¢(AAT)i1¢b m<n

Fik eine exziente und stabile Berechnung von x* gibt es Algorithmen, die nicht die Normalgleichung
I8sen(z.B. QR{Algorithm us). Fir hochdimensionaleProbleme sollte auf ein LAsender Normalgleichung
verzichtet werden; denn beim Bbergangvon A zu AT A kann aus numerischen Griinden z.B. die Injek-
tivit & verloren gehen.Betrachte dazu folgendesBeispiel:

0 1

1 1

A= @+ 0A 0<+¢ 1 +darstellbar
0 =+

A ist injektiv (Rang(A) = 2).

u1+12 1 1

T —
ATA= 1 1+ 2

DiesesProdukt ist bei arithmetischer Betrachtung ebenfalls injektiv; doch kann +?> m@glicherweisenicht
mehr dargestellt werden und wird zu O gerundet. Dann erhalten wir:

M 1
11

. T -
Rundung ; ATA 11

DieseMatrix ist nun nicht mehr injektiv.
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3 Lineare Ausgleichsprobleme

— ///
\
(a) Alle Geraden schneiden sich in einem Punkt (b) Je zwei Geraden sdhneiden sich in einem
Punkt
— ///
—— P
L
\ \
(c) Zwei Geraden sind parallel; die dritte scheidet (d) Alle Geraden liegen parallel

beide

Abbildung 3.2: Mégliche Geradenlonstellationen in Beispiel 3.2.

Beispiel 3.2. Wir wollen den Punkt bestimmen, der drei gegelenenGeradenim R? am nAdsten liegt.
In Abbildung 3.2 sind alle m@glichen Konstellationen fiév drei Geradenangegelen.

Die Lage der Geradenwird sich in A wiederspiegeln.Wir besdireiben eine Geradefolgenderma¥sen:

Gi=fx2R%?jh=ax1+x9 i=123 h:a 2R

Wir suchen einen Punkt x° 2 RZ2;

9 0 1 0 1
alxi + X; = b = a 1 by
ax; + x5 = b, Ax® 2b mt A= @a, 1A : b= @pA
azx] + X3 = by’ az 1

Das vorliegendeist also ein Bberbestimmtes Problem.
RangA =2 , @& 6 g fiv einPaar (i;])

Dies entspricht den Abbildungen 3.2(a), 3.2(b) oder 3.2(c). In diesemFall:
H, TH Py, f

x* = (ATA) 1ATb= 730“1(:2 i g lbl+ik§21+aig mit d=aj+aj+ad; c= (an+a+ as)
| {z H {z }
=(ATA)i 1 =ATb
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4 Kr ylo v{Raum{V erfahren

4.1 Verfahren der konjugierten Gradienten (cg-V erfahren)

Genetrelle Vorraussetzung:

A2R™M) - A>0 und b2 R"

Gesucht:
x2R": Ax=D
De nition  4.1. 1. Wir fidhren ein zweites Skalarprodukt auf R" ein:
hv;wia = [A%v;wi viw 2 R"
—{z—

euklidsc  hes
Skalarpro  dukt

2. v heivatA{orthogonal zuw :, hv/;wia =0

3. kvky = P hv;via  A{Norm oder Energienorm

SeiUy, %2R" ein m{dimensionaler Teilraum desR". Wir setzen
Vin = X%+ Up = fxX°+uju2 Uyg x°2R"

Vn ist ein atn linearer Raum (vergleiche auch Abbildung 4.1).

Abbildung 4.1: U; ist ein Untervektorraum desR? und V; = x° + U,



4 Kr ylo v{Raum{V erfahren

Au¥serdemde nieren wir x™ 2 V, durch
kx™ i xka = minfkvi xka jv2 Vng (xist Lésungvon Ax = b)
Wegenx™ = x%+ »™ und v = x°+ u, wobei »;u 2 Uy, gendgt es»™ durch
ko™i (xi x%ka := minfkui (xi x°)kaju2 Ung
zu bestimmen.
) »™=Pn(xi x° Pn:R"! U, A{Orthogonal{Pro jektor
Seifpt;:::;p"g eine A{Orthogonalbasis von R" und Uy, = spanrfpt;:::;p™gmit m= 1;:::;n.
Dann
XM= x4+ »™ = x%+ Py (xi x%
0. X hpixi x0ia

=X+ 7(]:
i1 b pia P
X0
=x%+ rf]#drﬂ mit r®= A(xj x% = bj Ax°
=1 [P P
=Z®j

Denition 4.2. Wir nennen
r™:=bj Ax™

das Residuum von x™. r™ ist ein Ma%dafér, wie gut x™ die Gleichung Ax = b Idst.

Wir erhalten fily x™ und r™ folgenderekursive Formen
i 1

XM= 0+ @GP+ G
j=1
:Xmil+ ®mpm

und

M= Ai x™) = Axi x™ i @yp")

=™t @nApT

also

Xm:Xmil+®npm und rm:rmili ®mApm (4-i)

Nun stellt sich die Frage nach der Wahl geeigneterRaume Uy, fir die sich eine A{Orthogonalbasis leicht
berecinen |Asst.

De nition  4.3. Wir de nieren durch

die Kr ylo v{R Aume beziglich A und v.

Lemma 4.1. Sei Uy, = Un(A;r% (r° Ausgangsresiduum)und r™ 6 0. Dann sind die Residuen

rO;:::;rM paarweiseorthogonal
& 0 i 6]
[ _ 16 ] o e
hr'srli Kike = bj=1::m

und sie spannenUp,+; auf:

m

g
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12

4.1 Verfahren der konjugierten Gradienten (cg-Verfahren)

Konstruktion einer A{Orthogonalbasis fi&r Uy, (A;r°)

21_1 fplrupm1rmg |St BaSISVOH Um+1 (r ’)UI’T'I = Spanrfpl,'pmg)
X opem j _
) fpliiopMipttlg ist AQOGB vonUmgs mit pntt o= pm o TUART g
[=1 MAp! ;i
Esist r™? Un
) h™Apli=0 fiv j<m
hr™; Ap™i )
) P = e O (4-ii
I—_F_); i
Lemma 4.2. Esgilt
kr™i k3 - kr ™ k3

Diese Qberlegungenf@hren uns zum
cg{Algo rithmus zur Ldsung von Ax = b mit Startwert x°

pt := r%=Dbj Ax°

for m=1to n do
if r"Mil=0 then STOP

am = Ac¢pT

_ krMitKkg
®n = ot
vl - Xmi1+®mpm
rm - = rmili ®nApm
— . krMK3
™7 k™ Tk
pm+1 = rm_|_—mpm

end

In Zeile 4 wahlt man statt der Abbruchbedingungr™i ! = 0 normalerweiseeine Bedingung dafér, dass
rmi 1 hinreichend klein ist, z.B.

krmi lkz
kbks

Fik die Zeilen 8 und 9 vergleiche (4-i) und fir Zeile 11 (4-ii).

.2

Konvergenzanalyse

Falls das cg-Verfahren nicht vorzeitig abbricht, dann

Un(A;r9 =R" ) x"=x
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4 Kr ylo v{Raum{V erfahren

Das cg{Verfahren liefert also spétestensnach n-Sdritten die exakte Ldsung (bei exakter Arithmetik).
Daher kann das cg{Verfahren einerseitsals direktes (wie z.B. die Gauss{Zerlegung) andererseitsauch
als iterativ esinterpretiert werden.

Lemma 4.3. Esgibt Polynome Qn, 2 | r,, wobei

I m = fon ist Polynom vom Grad - m mit g,(0) = 1 g
sodass

e":=x"j x=Qn(A)e® mit € =x%; x (Anfangsfehler)
ist. Weiter gilt

keMka = kQm (A)e’ka = minfk g (A)e’ka j Gm 2} 00
sowvie

mp . .9 N -
ke™ ka ’rzrl/%)wm(, )j ¢ke"ka v allegn 2 |

Hierbeiist ¥{A) =f, 2 (0;1 )], ist Eigernwert von Ag (Spektrum von A).

Satz 4.4. A > 0habenur k - m versthiedeneEigerwerte. Dann gilt xk = x. Das cg{Verfahren liefert
alsonach k Sdhritten die exakte Ldsung.

oo
G = it

j=1 !
Dann ist g« ein Polynom k{ten Gradesund ¢ (0) = 1.
) & 2i¢
) keka - max  jo(, )jke’ka = O
J2f g

,,,,,, Kk

Satz 4.5. Fiv A > 0 gilt:
Ap -
2(A)i 1

keMka < 2¢ p—=—"—2-——  kek
A (A + 1 A

mit
5(A) = kAkokAT Tk, = . max (A) (Konditionszahl)
s min (A)

Beispiel 4.1. A > 0 habe nur zwei versciedeneEigenwerte , 1 ¢, |, ».
) 2(A)A L

Satz 4.5 suggiert in diesemBeispiel eine langsameKonvergenzdes cg{Verfahrens. Aus Satz 4.4 wissen
wir jedoch: x2 = x.
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4.1 Verfahren der konjugierten Gradienten (cg-Verfahren)

Vorkonditionierung

P31 -

Idee:

Jekleiner - 5, destosdneller konver-
giert das cg{Verfahren.

Transformiere das Problem Ax = bin ein Aquivalentes, wobei die transformierte Matrix eine

mdglichst kleine Kondition hat.
SeiB 2 R(™") positiv de nit.
Ax=b , Ax=b mit

A = AB und x = BX

wir wollen B so kreieren, dassdie Konditionszahl von A méglichst klein ist.

Da B positiv denit ist, ist nun A = AB nicht mehr symmetrisch. Wir missendeshalb unserenAlgo-

rithm us anpassenund erhalten den

cg{Algo rithmus zur LAsung von Ax = b mit Vorkonditionierer B

ro := bj Ax°
pt := BrO
= hptirfip

for m=1to n do
if r"Mil=0 then STOP

am = A¢pm

®n = i
©ohpTati;

XM = xmily ®mpm

rm o= rmili ®nam

v o= Br™m

Yo 1= h/’“;r;iz

pnl i= ym o+ Il pm

end

Satz 4.6. Die Matrix B erfille

°HBi lviviy - hAV;Vip - i BT tvivis

fivr allev 2 R"

Dann gilt fér dasmit B vorkonditionierte cg{Verfahren zur LAsungvon Ax = b die Fehlerabshatzung

kx™ i xka - 2¢ p% kx®i xka

worin - = L ist.
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4 Kr ylo v{Raum{V erfahren

Ein guter Vorkonditionierer erfillt folgende Eigenshaften:
(a) Bv ist einfach (im Vergleich zu Av)
(b) -2(BA)= £ ¢ -2(A)

Die beiden Forderungen nicht ohne weiteres vereinbar. So wird (b) z.B. fiv Ai 1 am besten erfillt,
aber in (a) erhdlt man dann die gleiche Komplexit & wie beim Ausgangsproblem.Fir | ergibt sich das
umgekehrte Bild.

4.2 GMRES{V erfahren

GMRES ist eineAbk irzung fir , GeneralizedM inimum Residual Method\ und bezeidinet ein Verfahren,
bei dem das Residuum minimiert wird.

SeiA 2 R(™") eine reguldre Matrix (A mussnicht positiv de nit sein) und b2 R". Die k{te GMRES{
lterierte x* ist de niert durch:
KAXK | bky = minfk Av i bk jv2 x%+ Uc(A;r%g

wobei Uy (A; r%) der k{te Kr ylo v{Raum ist und r® = bj Ax° dasAnfangsresiduum(x° bezeitinet den
Startwert).

Beadte: Im Gegensatzzum cg{Verfahren wird hier nicht der Fehler x™ j x, sondern das Residuum
AxK¥ i b minimiert. Auch benutzen wir beim GMRES{V erfahren zur Minimierung nicht die A{Norm,
sonderndie Euklid {Norm, davon A im allgemeinenkein Skalarprodukt de niert wird (beadte: A muss
- wie erwdhnt - nicht positiv denit sein).
Satz 4.7. Esqilt

kr¥k; = minfk g (A)rkz j o 2 ! Bg
daraus folgt

kr¥ky - kog(A)k ¢krOk, fir alle g 2 ! §

Lemma 4.3 gilt analog fév das GMRES{V erfahren und wir erhalten

Satz 4.8. SeiA = VDV ! eine reguldre diagonalisierbareMatrix ( D = diag(, 1;:::;,n); .i 2 C
und V 2 C(™")) [Beadte: positiv de nite Matrizen haben reelle Eigerwerte { beliebigeMatrizen nicht].
Dann gilt:

kr¥ky - - 2(V) ¢ max joi(, i)] ¢krk, firaleg 2! ¢
-1 n

Bew eis:

kak (A)kz

kVa(D)Vi tk,

-2(V) € max jo(, i)j
1-i-n
o]

Beim GMRES{V erfahren kommt verglichen mit Lemma 4.3 noch der Faktor - (V) > 1 hinzu. Die Giite
der Abschitzung ist also geringerals in Lemma 4.3.

26



4.2 GMRES{V erfahren

Satz 4.9. Fallskl j Ak, - %< 1, dann
krkk, - 96 ¢krCk,

In jedem Schitt wird also das Ausgangsresiduumr® um den Faktor %vermindert.

Beweis: Setzeqc(t) == (1 1)< 2| §.

) kr¥ky - kge(A)ko ¢kr ks
= k(1 i A)¥ky tkrOk;
kKl i AKS ¢krOk;,
- %kr%,

Vorkonditionierung
Wir transformieren das Problem Ax = b
Ax=Db ; MAx=Mb wobeiM reguldr ist
Ein guter Vorkonditionierer erfillt folgende Anforderungen:

@ -2(MA) ¢ -2(A) (dann sind die vorkonditionierten Residuenbeim GMRES{V erfahren gute Feh-
lerindikatoren).

(i) KMA | lky ¢ 1 (siehehierzu Satz 4.9)
(iii) M v lasstsich schnell beredinen (d.h. so schnell wie Av).

Aspekte der Implementierung

Orthogonalisierung von Uy (A; r©)

0= h: 0 1. _r°
1. r?=bj Ax P" = ok,

. X o .
P =Ap i hAphpioep
i=1

falls p** 6 0: p'** = i
' kp| +1 k2
Satz 4.10. Die fp/g;. ;. seiennach obigem Schemakonstruiert. Falls p*1 = 0 ist, dann ist
x=Al b2V =x%+ U(A;r°

alsox' = x.
Die Orthogonalisierung bricht nur dann ab, wenn x' schon die Lésungist.
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4 Kr ylo v{Raum{V erfahren

xk = x°+ Pz
wobei zX 2 R¥ das lineare Ausgleichsproblem

. 0 k — ; 0.
kF| A(X{Z+ Pyz ?kg = Zn;gl kr” i APyzks

=r0; AP zk=rk

Idst (die Minimaleigensdaft von z¥ ist die Minimaleigensdaft von x¥).

Lemma 4.11. Esist APy = Py He mit Hy 2 R&*1K) ynd

1/20 i
= A N
(Hk)J b Mpl;pj i, sonst

Beadite: Wir beredinen den Ausdruck hAp'; p'i» bereits beim Orthogonalisieren.

Hy hat dann folgende Gestalt (hier fiv k = 4):
0 1

o o o o
o o o o
Hy=BO ©o o DE
0 o w
0 0 0 o

Hy ist eine obere Hessenber g{Matrix.

Seie; = (1;0;:::;0)T 2 RI. Dann gilt

ro= r{ozkf Pje; fivallej, 1

) rf=bj AxK=r% Ak x9)
= Pereri ARz
= Pya1 Hi
Pesa (Ceri Hez)

) kr¥ko = K erj Hezkp; ~ = kr%;
Statt (4-iii) méAssenwir das einfachere Ausgleichsproblem
Ke i Hez"ka = min K ey Hyzk
z2 Rk

Idsen.

DiesesAusgleichsproblem kann mit Givens {Rotationen ezzient geldst werden.
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4.2 GMRES{V erfahren

GMRES{Algo rithmus mit Startwert x°

r® := bj Ax°
T = kr%;
%:=
pt := r0="
k := 0
while %> 2¢ and k< knax do
/o 2>0 ist Abbruchtoleranz und kmax maximale Schrittzahl =n/
k ;= k+1
pk+1 = Apk
/2 Orthogonalisierung: =/
for j:=11to k do
hix = hp<;pis _
Pt = Pt hyjk op
end
heerx 1= k™ ko
Z¥ := minimiere( K e;j Hyzk dber R¥ )
pk+1 = pk+1:hk+1'k
%:= k e HezKk /o %= kAxK i bk, aof
end
xK = X0+ PzX
Die Kr ylo v{Raum{Basis fp';:::;p“g musswihrend der lteration gesgeichert werden. Daher legt man

eine maximale Sdrittzahl knyax fest.

Hat xkm= nicht die geforderte Genauigkeit, dann startet man das GMRES{V erfahren erneut allerdings
mit Startwert xmx  der nheran der L&sungliegt. DiesesVerfahrenwird mit GMRES(kmax ) bezeidinet.
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4 Kr ylo v{Raum{V erfahren
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5 Nichtlineare Gleichungssysteme

5.1 Newton {V erfahren

Folgendesabstraktes Problem ist gegelen:
F:D! R"; D%R" o®en
Finde x* 2 D mit F(x") =0 (5-)

Seixa 2 D eine Ndherungan x° 2 D.
Ziel: Verbesserungvon xat.

Eigenshaften von F (xa1):
E (Xalt) = F (Xalt) I I:ixug
{z-
=0

1 FIx¥) ¢(x¥ ; x®)  Linearisierung desProblems

n o
mit FY(x) = gﬁi(x) o 2 R(™") (Jacobi {Matrix von F).

Bestimme daher x"V durch
F(Xal’[) - FO(Xalt) ¢(Xalt i XnEU)
, Xneu - Xalt i FO(XaIt)i 1 CE (Xalt)

Natgrlich wird die InverseF 9(xat)i  niemals beredinet. Vielmehr bestimmen wir die sogenante k{te
Newton {Korrektur s als L#sungeineslinearen GleichungssystemgsiehenachfolgendenAlgorithm us).

Das Newton {V erfahren

Seix® 2 D (Startwert).
fiv k=0;1;:::

XK+ = yk 4 ok Foxk)sk = i F(x¥) (5-ii)

s¢ heisstder k{te Newton {Schritt oder k{te Newton {Korrektur.

Gra sche Interpretation (n = 1)

SeiF : R! R eine nichtlineare Gleichung. Dann entspricht das Problem F(x") = 0 dem Auxnden
der Nullstelle x® von F. Wir approximieren die Funktion F im Startwert x° durch ihre Tangerte und
bestimmen ansdilievaendden Scnittpunkt dieser Tangerte mit der x{Ac hse. Der Schnittpunkt liefert
uns den Wert x* mit dem wir den eben besdiriebenen Sdhritt wiederholenund uns sox® nahern. Siehe
auch Abbildung 5.1.
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5 Nichtlineare Gleichungssysteme

Abbildung 5.1: Gra sche Darstellung desNewton {V erfahrensin R

Beispiel 5.1. Gegelenist die Funktion
f(t)=t>; a mit a>0
Bestimme nun

f(t°y=0, t°=8§"1a

ixkq:z'a
i
Xk+1:Xki -
2xK -,

1 a

= ¢ xK+

2 XK

Falls x° > 0 gilt:
k p a

lim x* =
k!l

Konkret wollen wir mit diesemVerfahren eine Naherung fir P 2 berednen:

k xK XK P 2j
(Schritt) | (NAherung) (Fehler)

0 2 0:58

1 1.5 0:086

2 1:4166 0:0025

3 1:4142157 2:16¢10 6

4 1:4142136 | exakt bis auf Tashen-

rechnergenauigleit

Die Anzahl der korrekten Zi®ern hat sich in jedem Sdritt verdoppelt.
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5.1 Newton {V erfahren

DieseVorgehenzur Bestimmung der Wurzel einer Zahl a wird als Her on{V erfahren bezeitinet. Her on
besdreibt dieses,bereits den Babyloniern fast 2000 Jahre fridher bekannte Verfahren im ersten Buch
seiner, Triologie\ Metrica (natérlich nicht auf Grundlage der Di®erertialrechnung sonderngeometristher
Bberlegungen).

Vorraussetzungen an F
(a) Die Gleichung (5-i) habe eine Ldsung
(b) FO:D! Rist Hélder {stetig der Ordnung ®2 (0;1] (5-iil)
() Fx®) ist reguldr.

W ©

W

In (b) bedeutet Hlder {stetig der Ordnung ®:

KFYx)i FAy)k- °kxj yk® fir ein° > 0 (° unabhAngigvon x und y)

Als Vorbereitung des nAdchsten Satzesde nieren wir

B(3):=fx2R"jkxj x°k< +g filv +> 0 #{Kugel um x"

Satz 5.1. F erfllle (5-iii). Seifx¥g die Newton {Folge aus (5-ii). Dann gibt esein +> 0 derart dass

lim xK = x®
k!l

falls x° 2 B (). Au¥serdemist x° die einzige Nullstelle von F in B (). Weiter gilt:
ki xTk - onkx® i xTkM® k=015 (mit ® aus (5-iii))
mit
KF o(x®)i 1k
=2 > 7
N 1+®
Fir ® = 1 konvergiert das Newton {V erfahren quadratisch (vergleiche Wurzel{Berechnung), fir 0 <

®< 1 superlinear.

Bew eis: Wir beweisennur die letzte AbschAtzung.

De niere den k{ten Fehler durch
é=xKi x® filr x*2B(¥) %D

}

o FOo(x=+tek)ek dt
71
. i ¢
) e = FOxkyit TEOxK) p FOxE + tek) e dt
0

ek+1 - ek l FO(Xk)i 1 ¢;F(Xk){ F(Xu)q:

71
) kefTk - kFOxK) lkeke*k  kFOxK)i FIx" + tek)k dt
0
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5 Nichtlineare Gleichungssysteme

Es gilt
KFOx*) i FOAx® + tekk - °ki<:{2§1 tekk® = °j1; tj® ¢kek®
=gk
Z1
) ké k- KFYXM)i Tk ¢ ¢kekk™® (1 t)®dt
P—fz—3

1+ ®

Fiv £> 0 ,klein gerug\ gilt
KFOy)' 'k - 2kFOx®)i *k fibr alley 2 B+(x®)

KF9(x*)i Tk
1+ ®
Hieraus folgen induktiv die restlichen Behauptungen des Satzes5.1. o

) kek+l k. 2° ¢kek k1+ ®

Wir wollen uns nun #berlegen, wann wir mit der lteration stoppen kénnen. Doch zunéchst folgende
Feststellung zur Invarianzeigenschaft

A2 R requldr ) [F(xX®)=0 , G(X°):= AF (x°) = 0]
Xi GAX) 1G(x) = xi FAX)' F(x)

d.h. die Newton {Folge fxXg Andert sich nicht, wenn wir F mit einer reguldren Matrix multiplizie-
ren. Das Newton {V erfahrenist atn{invariant . Wir werden auf dieseEigensdaft bei der Wahl eines
Konvergenzkriteriums zurckkommen.

Die Konvergenzvon f xXg hangt vom Startwert x° ab. Wie kBnnenwir wahrend der Iteration feststellen,
ob das Newton {V erfahren konvergiert?

F(x)=0 , minimiere kF (x)k
Idee: Setzelteration fort, solange

KF (XK1 )k - # ¢kF (x¥)k (5-iv)
filr ein# 2 (0; 1) (Monotonie{T est).

Der Monotonie{T estist jedoch nicht axn{in variant! Eine Multiplik ation mit einerinvertierbaren Matrix
kann das Ergebnis desMonotonie{T estsverdndern. Wir haben aber oben festgestellt, dassdasNewton {
Verfahren an sich durch eine solche Transformation nicht beein°usst wird. Es ware wilnschensvert,
wenn sich das Abbruchkriterium hier an den Eigensdaften des Newton {V erfahren orientieren wide
(insbesonderesollte esunabhAngig von der Skalierung sein{ genaudastut A).

Wir ersetzendaher den Monotonie{T est (5-iv) durch
KFOx"*)i 1F (xK*1 )k - #klco(xk)%le(xk;k (5-v)

=i sk

Stoppe das Newton {V erfahren, falls (5-v) nicht erflllt ist oder falls ks“k eine festzulegendeToleranz
unterschreitet (in der NAhe von x° gilt ks¥k ¥4 kekk).

Betrachte:

f (x) = arctan(x)
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5.1 Newton {V erfahren

SIS

Abbildung 5.2: Graph von arctan(x)

O®ensititlich ist das gesutite x” = 0 (vergleiche auch Abbildung 5.2).
Wir starten das Newton {V erfahren mit x° = 10 und erhalten

xt=i138; x?=29¢10*; x®=j 1.5¢10°

Woran sdeitert aber nun die Konvergenz?

Esist
fOxX) s
k — . Coigk
S —lfo(xk),JXjAl
also
1 Ya
Oy Ky — , . K
f(x*) = m¢, 1 und gleichzeitig jf (x*)j 1/4E

) js¥jist zu grovs
Beotachtung:

s* hat das richtige Vorzeichen und , zeigh von x in Richtung x®
Idee:

DAmpfe das Newton {Verfahren:x*** = xk+ sk 0< < 1 DAmpfungsfaktor

Globales Newton {V erfahren
k =0
x°2 D
T2(:1) /az.B. =10°% a/
while kF(x¥)k > 2kF(x%k do /@ generelles Abbruchkriterium o/

sk 1= loese( FYxK)sk =i F(x¥) )
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5 Nichtlineare Gleichungssysteme

[/ & Daempfung: =/
=1

label (»)
y 1= xK+ sk

if kF(y)k< (1j —,)kF(x*)k then
xkKt o=y

else begin
verkleinere( , ) /e z.B. , =5 of
goto (®)

end

k ;= k+1
end

5.2 Fixpunkt{lteration

Wir beginnenmit einer anderenDarstellung des Newton{V erfahrens:
X1 = Ax¥) mit A(x) = xj FYx)i T eF(x)
Fx)=0, Ax"=x"
Wir haben alsodasNullstellen{Problem desNewton{V erfahrensin ein Fixpunkt{Problem umformuliert.

SeinunA:D! R"; D %R" eine beliebige Abbildung.
Das Fixpunkt{Problem besteh darin ein x® 2 D derart zu nden, dass

A(x®) = x®
Wir bezeihnen folgende Vorsdrift als Fixpunkt{lter ation:

X1 = Ax¥) k=02;::: mit x°2 D (5-vi)
Lemma 5.2. SeiA stetig und fxXg aus (5-vi) seikonvergert gegen». Dann gilt:

A(») =»
Bew eis:

= lim x¥= lim x*** = lim Ax*) = A(lim x¥) = A

>2 ot = lm A6 = AGlm X = A0)

Beadte: Die Stetigkeit von A hat uns bei der Umformung das , Hereinzieheh desLimes ermgglicht. o

Wann konvergiert aber nun die Iteration (5-vi)?

Um dieseFrage beartworten zu kénnen, féhren wir zuerst einen Begri® von entscheidender Bedeutung
ein:

Denition  5.1. Eine Funktion g: D ! R"; D % R" hei¥atKontraktion beziglich k ¢k, falls es ein
g2 [0; 1) gibt mit

ka(x)i o(y)k- q¢kx i yk fivallex;y2 D

d.h. der Abstand der Bilder ist um den Faktor q kleiner als der Abstand der Urbilder. In diesemFall
heivatq Kontr aktions{Zahl.

Beadhte: Die Kontraktionseigenstaft hangt ganz entscheidend von der Norm k ¢k ab.
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5.2 Fixpunkt{lteration

Lemma 5.4. SeiD konvex und o®en,savie g: D ! R" stetig di®enrenzierbar.lst

q:= sup kgx)k< 1 (D ist der Abschlussvon D)
x2D

soist g eine Kontraktion beziglich k ¢k mit Kontraktionszahl q.

Bew eis: Verwendeden Mittelw ertsatz. o
3 T
Beispiel 5.2. 1. SeiA(xi;x2) := e z3*%2); Lsin(x; + x,)  und k ¢k die Zeilensummennorm.
Dann ist
A LT
] Gn G lai 30a+x2) ¢ Llai 3(xi+x2)
Axiix)= & & = 12°° 1 2€ °
& @ 3COSK1 + X2) 3 COSKy + X2)
und

: © a
KAAX1;X2)ky = max e z(xi+x2). g¢j cogX1 + X2)j

{z }

<1

Die MengeD := fx 2 R?j x; + X, > a> Og ist konvex und o®en.
Yo Ya
supkA%x1;x2)k; - max e ?; 2 3
x2D | {Z 3 }
=q

) A:D! R?ist Kontraktion beziglich k ¢k,

2. Beim Newton {Verfahrenist A= xj FYx)i ! ¢F(x).

< X o1 ¢
A(X) = Xij (F )" )y CF(x)
j=1

@_ .)@@0-1 .an'l@J
=1 =4 = F [ = E ileX
& Hi i . &, () = CFj (X)) i . (X)j @k(X)
Seix” eine Nullstelle von F:

AAx®) =1 ro(x“)‘{12¢F°(x“? =0

Falls F stetig di®erenzierbarist, dann ist A eine Kontraktion in der Umgebungeiner Nullstelle x®
von F.

Satz 5.5 (Banach'scher Fixpunkt{Satz). SeiD ¥ R" abgestlossenund A: D! D eineKontrak-
tion beziglich k ¢k mit Kontraktionszahl g. Dann

1. hat A genaueinen Fixpunkt x® 2 D

2. konvergiert die Fixpunkt{lteration (5-vi) gegenx® fily jedesx® 2 D
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5 Nichtlineare Gleichungssysteme

3. gelten folgende AbschAtzungen:

K
kx® i xXk - 1q—q ¢kxt i x%k a{priori{A bschtzung
|

kx® i x*k - %} ¢kxk | xki 1k a{posteriori{A bschtzung
|

Bew eis: Wir beweisennur die Eindeutigkeit in (1).
Annahme: Es gibt zwei Fixpunkte x® 2 D und X 2 D mit x” 6 X.

kx® i xk= kA(x")i AX)k- q¢kx®j Xk

) 1- qAzug<1

i 1, 1, ¢ . . .
Beispiel 5.3. Finde x° 2 'g‘; %‘ mit tan x® = x". Vergleiche dazu Abbildung 5.3.

(x) = x

Abbildung 5.3: Abbildung zu Beispiel 5.3
Ax)=tanx  AYx)= 1+ }535122_)} L1
.0

Idee: Formuliere das Problem mit A 1:

x=tanx , x=tan(Xij %)

, X = arctanX + ¥

. £ o
Finde x® 2 %; % mit %+ arctanx® = x®.

A(X) = Yo+ arctanx  AYx) =

1
Il-Tzl)ﬁ
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5.2 Fixpunkt{lteration

) max jAYx)j < 1

x2[3: %
) Alist Kontraktion

Um den Bana ch schen Fixpunktsatz anwenden zu kénnen, missenwir nun noch zeigen,dassA eine
Selbstabbildungist.

hy, oy b Ty gy
A - s Tr oy T - I s
AR) i 5 i 5 4 5
) u i) 371/4’11 L .l,/“- 3vi

222 272
Die Vorraussetzungendes Bana ch schen Fixpunktsatzes sind also erfillt

X0 = 1/, x® = 4:4932
x! = A(x%) = Y+ arctan(¥) = 4:4042 x4 = 4:49%
x? = 4:4891

Satz 5.6 (Lok aler Kon vergenzsatz). Die Funktion A: R" ! R" seistetig di®erenzierbarund habe
einen Fixpunkt x® mit

KAYx")k < 1
Dann gibt eseine abgestlossenenUmgebungD von x?, in der gilt:
(@) Aist eine Kontraktion
(b) A(D) %D

d.h. die Fixpunkt{Iteration (5-vi) konvergiert fiv jedesx® 2 D gegenx”.

Bemerkung: Mit diesemSatz kann man die lokale Konvergenzdes Newton {V erfahrenszeigen:
Ax) = xj FIqx)' 1 ¢F(x)
x Nullstelle von F )  kAAx")k= 0
Bew eis:
(a) Die Funktion x 7! kAY(x)k ist stetig.
) 9+>0: kKAAx)k- q< 1 férallex2D:=fx2R"jkxj x°k- #g

), Aist Kontraktion
(b) Seiy 2 D. Zu zeigen:A(y) 2 D (D wie oben).

KAY) i X*k= KA i AU acky i X7k g €<
+ <1l

) Ay)2D
) AD)%D
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6 Interp olation und Approximation

Uns liegt folgende Situation vor:

Von der Funktion f : R! R sind nur n diskrete Funktionswerte f (tj) und evertuell noch

Aufgale: Konstruiere eine méglichst einfache Funktion ' : R! R, die
) = £0(t)) (Interpolation)
oder
k' i fk ist, klein\ (Approximation)

erféllt. Dabei bedeutet, mdglichst einfadh\ , dassdie Funktion ohne Mihe auf einem Rechner ausféhrbar
ist, z.B. eine Linearkombination von (stéckweisen) Polynomen, ein trigonometrisches Polynom, eine
Exponertialfunktion oder eine rationale Funktion. Zur Veransdaulichung des Unterschiedes zwischen
Approximations{ und Interpolations{Eigenscdaft vergleiche auch Abbildung 6.1

Funktionswerte sind bekannt.

Bevor wir weitere Begri®eeinféhren und uns der eben gestellten Aufgabe mathematisch nahern, seiauf
den starken Praxisbezugdieser Problemstellung hingewiesen,vor allem in den Bereichen

2 der Logarithmentafeln (Berechnung von zusétzlichen Zwischenwerten { ehervon historischem In-
teresse)

2 der Computergraphik (Représeration geometrisher Objekte im Redner)
2 desCAD und CAM.

Wir nennen

2 t; Knoten oder Stéizstellen
2 §£0)(t;) Stétzwerte.

Im Folgendenbetrachten wir nur den Fall j = 0.
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6 Interpolation und Approximation

6.1 Polynom{Interp olation
Gegelen:

fi=f();i=0:"; ;N mit tp < tp < ¢¢C< t,
Gesucht:

P2, mit P(t)="f(t)i=0:::;

Satz 6.1. Seien(t;;f;i) 2 R% i=0;:::;n mit t; 6 tj fiv i 6 j. Dann gibt esgenauein Polynom

P=P({ jto:::;th) 2] mit P(ti))=fi; i=0;:::5n
Bew eis:
1. Eindeutigkeit: SeienP;Q 2 | , mit P(t;) = f; = Q(t;); i = 0;:::;n.

) ¢ =PjQ2!, und ¢(t)=0;i=0;:::;
¢ ist alsoein Polynom n{ten Gradeshat aber n + 1 Nullstellen.

) ¢=0

2. Existenz:
Iy =spanrfl;t;:::;t"g (monomiale Basis)

) P(t) = apt" + ¢¢¢+ agtt + apl

Wir zeigennun, dassa, bis ap existieren.

0
1 to t3 ¢ce to

R

1 t, t2 d¢e¢ t“ an
| {z

= VnZR(n+1 ;N +1)

V, heivastVandermond sche{Matrix. Aus (a) folgt N (V,) = f0g, d.h. V, ist injektiv

) Vi1 existiert

o]

Die Bestimmung von P(f j to;:::;ty) aus obigem Schema ist jedoch zu aufwendig. Ein alternativ er
Ansatz zur Darstellung des Interpolationspolynoms bestelt in der Verwendung einer anderen Basis {
der sogenanten Langrange {Basis fLnk Jo. k- n:

ti t

I n=spanflLno;iii;Lnng mit Lpk (1) =
’ tei g

j=0
jsk
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6.1 Polynom{interpolation

Dann ist L.« ein Polynom n{ten Gradesmit der Interpolationseigensbaft

1 fivk=i

Lok (ti) = 0 sonst

Das Interpolationspolynom IAsstsich nun wie folgt als Linearkombination der Langrange {Basis screi-
ben:

. X
P=P(fjte:::;th) = frlnk
k=0
denn esgilt
X1 .
P(t)=  fxlax(t)="f; 0-i-n
k=0

d.h. die Interpolationseigensbaft ist erfilt.

Die direkte Auswertung diesesPolynoms an beliebigen Stellent 6 t; ist jedoch recht aufwendig. Das
folgende Lemma verhilft uns statt dessenzu einer rekursiven Vorsdirift, die eine exziente Beredinung
einessoldhen Wertes P (t) erlaubt.

Lemma 6.2 (Lemma von Aitk en). Seien(ti;f;) 2 R? mit to < t; < ¢¢¢< t,. Dann gilt:

die Auswertung einesPolynoms n{ten Gradesauf die Auswertung zweier Polynome (nj 1){ten Grades
zuriickgefdhrt. Dies |Asst sich wie bereits angedeutetrekursiv fortsetzen.

Bew eis: Um die Bbersidtlic hkeit zu verbessernde hieren wir zunAdhst

toi tn
O®ensititlich ist A2 | ,, d.h. ein Polynom vom Grad n.

i (thi to)

A(to) = o1t
n

fo: fo

Die Interpolationseigensbaft an f g ist also erflllt. Analog gilt:

A(tn) = fn
Seinunl- i- nj 1
i toi t)fii (thi t)fy
Ati) = (toi |)|! (tn i t)fi = f
toi tn
Nach Satz 6.1 (Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms) folgt die Behauptung. o

Bevor wir das endglitige Schema angeten, féhren wir noch eine vereinfachende Notation ein:
Seit 2 Rfest. Py = P(f jti; ;i t)(t) i, K

B

Esist Pio:=1f; und Ppn = P(f jto;::i:;th)(t)

43



6 Interpolation und Approximation

Schema von Neville

Mit

Pio=fi i=0;:::5n

P, = (tiiki OPii2i i OPy o1k 1

ik — A

tiki G
Uit .
= Pixj 1t ,7(Pi;ki 1i Pij 1k 1) i,k

i L«

erhalten wir folgendesScema

Po.o
&
Pl;O ! I:’1;1
Pni 1:0 ! ¢ee ! Pn[ Injl
&
Pn;O [ ¢cee ! Pn;n i1 Pn;n

Beispiel 6.1. Interpolation des Sinus mit
(to;fo) = (55%;sin55%); (ty;f1) = (60%;sin60%); (t,;f>) = (65%;sin65Y)
Berechne P(f j to;t1;t2)(62%):

t; sint;
55t 0:8191520
&
60t 0:8660254 ! 0:8847748
& &
65t 0:9063078 ! 0:8821384 ! 0:8829293
& & &
70 0:9396926 ! 0:8862768 ! 0:8829661 ! 0:8829465

Das Schema von Neville

erlaubt esuns auch nadhtr Aglich weitere Stiétzpunkte einzufégen (wie hier

{ abgetrenrt durch die gestrichelte Linie { gestehen), wobei das bisherige Schema davon unberghrt
bleibt und ohne neu beretinet zu werden zur Bestimmung der zusétzlichen Werte benutzt werdenkann.

Als nAchsteswollen wir uns der Frage nach einer Fehlerabshatzung widmen, um damit zu @berprifen,
inwieweit die Polynominterpolation die Approximationseigenstaft (sieheAnfang diesesKapitels) erfillt.

Satz 6.3. Seif 2 C"*! (a;b)unda =ty < t; < ¢0¢< t, = b. Fiv t 2 [a; ] existiert ein ¢, = ¢(t) 2 (a; D),

sodass

(t)i

f(n+1) (6) N (t)

I

P(f j%o;:::;tn)(tf

{ (n+ 1)

Interp olationsfehler

mit

! (t) =

Y
(ti tj)

j=0

Newton {Polynom

Beadte: der Interpolationsfehlerist bei denf; gleich 0, da! (t;) = O.
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6.2 Splinesund Spline{lnterpolation

) F@{)=0i=0:::;n und F(t)=0

d.h. F hat n+ 2 Nullstellen. ) ~ F%hat mindestensn + 1 Nullstellen (Satz von Rolle ).
) F%hat mindestensn Nullstellen.

)  F(*D hat mindestenseine Nullstelle in (a,b). DieseNullstelle sei ¢.

0=FM ()= ()i K(n+ 1)

_ @)
) K= (n+ 1)!

Korollar 6.4. Fix die Supremumsnorm kgky = sup,. . ,jg(t)j gilt

if (N+1) ()i
kf i P(f jto;:i:;ta)ke - sup T (o

¢k! k
¢2[ab) (N + 1) !

Fiv festesn und f hangt der Fehler nur noch von der Lage der Knoten ab.
Die Tschebyscheff {Knoten minimieren k! k; fiv ein festesn.

Die Frage nach der Approximationseigenstaft der Polynominterpolation mussnegativ beartwortet wer-
den, denn esgilt folgender

Abbildung 6.2 verdeutlicht diesesErgebnis mit Hilfe einesBeispiels.

6.2 Splines und Spline{interp olation
Wie wir geseherhaben ist die Polynominterpolation mit den Nachteilen

2 starker Oszillation zwischen den Stétzpunkten bei hdher Knotenzahl und

2 fehlender Konvergenz

behaftet. Wir wiinschen uns jedoch eine interpolierende Kurv e, die glatt und ohne starke Oszillation
durch die Stétzpunkte verlduft. Die im folgendenbesdriebene Spline{interpolation erreicht dies durch
die Verwendung lokaler Polynome niedrigen Grades, die an den Stizpunkten miteinander ,verheftet\
werden.

45



6 Interpolation und Approximation

0:81 1.5
0:6 7
0:4

0:27

\k‘( i‘z 5 . o - iiv > iw2 € o < 5 \-/Z

(a) 6 Knoten { o®ensidtlic h noch zu ungenau (b) 11 Knoten { gute Appro ximation um O; starke Oszilla-
tion an den RAndern

Abbildung 6.2: Dargestellt sind die Interpolationspolynome fi 6 bzw 11 Aquidistante Knoten der

Funktion f (x) = &~ im Intervall [j 5;5].

Sittitia =B =000

wobei p; 2 | «; 1. Au¥serdemnennenwir Sx.¢ den Raum aller Splinesder Ordnung k bezglich ¢.

Sk.¢ ist ein reeller Vektorraum. Wir begeken uns also zunéchst auf die Suche nach einer Basis. Es gilt
insbesondere

| ki 1i[ab] ¥2Sk;e T jede Knotenmenge ¢
AuYserdemernthAlt Sy.¢ noch die abgebochenenPotenzenvom Grad k 1

(ti t)<i1 fivt, t

ti ot kil
S 0 sonst

Abbildung 6.3: Abgebrochene Potenzen.Beadte: die gestrichelte Linie ist nicht Elemernt desSy.q .

Satz 6.6. Die Monome und abgebrachenen Potenzen
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6.2 Splinesund Spline{lnterpolation

bilden eine Basisvon Sy.¢ . Insbesonderegilt
dim Sx.¢ = k+ 1
Diese Basis ist jedoch fir numerische Anwendungen nicht geeignet, da die Basiselemete bei eng ge-

legenenKnoten fast linear abhéngig sind, was in Zusammenhangmit Rundungsfehlern ein Problem
darstellt.

Spline{lnterp olation

Interpolieref : R! R beziglich der Knotenmenge¢ = ftg;:::;t,+1 g durch einen Spline aus S.¢ .

Fiv k = 2 spricht man von linearen Splines Lineare Splinessind stetige und in den Intervallen [t;;tj.+1 ]
linear verlaufende Funktionen. Fiv S.¢ gilt

dim S;.¢ = |+ 2= Anzahl der Knoten

Abbildung 6.4: Beispiel fiv Interpo-
lation durch lineare Splines. Deut-
lich sind die ,Knické bei den Kno-
ten zu erkennen.

In vielen Anwendungen,insbesonderegra schen (CAD, CAM), spielen kubische Splines der Ordnung
4 eine gewiditigere Rolle, da das mensdiliche Auge Unstetigkeiten in der zweiten Ableitung (also
Kr Ammung) noch wahrnimmt, weshalbzweimal stetig di®erenzierbareFunktionen als glatt empfunden
werden.

Fiv S4;¢ gl't

dim Ss.¢ i Anzahl Knoten I+4; (1+2)

=2
d.h. zwei Freiheitsgrade bleiben durch die Interpolationsbedingungenunbestimmt, was zusatzliche Be-
dingungenndtig madht. Dies mussaber keinesfallsals Problem aufgefasstwerden; vielmehr erhalten wir
so die Mdglichkeit weitere Winsche bezlglich des Aussehensder Spline{interpolation zu Au¥aern.

De nition 6.2. Seiy:[a;b]! R mit y 2 C2. Der Wert

)= (0
1+ yqt)2)?

heiYatKr dmmung von y in t.
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6 Interpolation und Approximation

y(x) = In(x)

Abbildung 6.5: Schmiegekreisan den Graph von In(x)

Dabei ist % gerade der Radius des Kr dimmungskreises(Schmiegekreises)im Punkt (t; y(t)) (ver-

gleiche Abbildung 6.5). Je kleiner - (t) desto gerader verlduft die Funktion. Fik eine Gerade ist der
Kr dmmungsradiusgeradel und entsprechend - (t) © O.

Zur Vereinfacdung betrachten wir jedoch fiv jyt)j ¢, 1 die Naherung
y{t)
(1+yq1)?)?
Beadte: Unter der genanrten Vorraussetzungjyqt)j ¢ 1 ist der Nenner des Bruchesfast 1, was diese
NAherung rechtfertigt. Damit de niert

Zb
ky%k?. = yt)? dt
a

ein MaYfir die gesante Kr dmmung von y @ber [a; 1.

(1) = vay*Qt)

andereinterpolierende Funktion von f beziglich ¢, sodass
[s°0) ¢(yAt) i sA)}Zo =0

ist. Dann gilt:
ks®k, > < ky%%k, -

d.h. der interpolierende Spline der Ordnung 4 ist hinsichtlich der Kr Ammung minimal.

Bew eis:
ky%%?, = ks%+ (y%% s%9k?,
Zb
= ks”kZ. + 2 sQy%; s dt+ |<y°°i {ZSZ}
f {z } >0
=A

\%

ks®k?, fallsA =0
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6.2 Splinesund Spline{lnterpolation

Der Rest desBeweisesbestelt nun darin zu zeigen,dasstatsAchlich A = 0 gilt. Mit partieller Integration
erhalten wir

7Zb
£ _
A= lso?yoi{ So)qt;;i s 9 dt
z

=0 nach Vor. a

s%%st stiickweisekonstart auf den Intervallen (ti;tis1) flv i = 0;:::;1:

sP%t) = o fév allet2 (ti;tiz1), i=0;:::;l

Xl z+l
) A= d (yi 9)%dt

i=0
X £ Qo

=i diymi st "
i=0

=0

denny(ti) = f(t;) = s(t;), i = 0;:::;1+ 1 (y und s interpolierenf !) o

Korollar 6.8. s 2 Sy interpoliere f beziglich ¢ = fto;:::;t+1 g. Au¥serdemerfille s noch eine der
der folgendenRandbedingungen:

(i) s%a) = fYa), sYb) = f Ab) (vollstAndige Splineinterpolation)
(i) sa)=s =0 (natiévliche Splineinterpolation)
(iii)y s%a) = sYb); s®{a) = s°b), falls f (bj a){p eriodisch ist (periodische Splineinterpolation)

Dann ist s eindeutig bestimmt. Jede andere interpolierende Funktion y 2 C2(a;b), die im Falle von (i)
und (i) densellen Randbedingungengendgt, erfillt

ks, 2> < ky%% >
Mit den zusatzlichen Randbedingungenhaben wir alsoinsgesan | + 4 Forderungenan s, was genauder
Dimension des Spline{Raumes S;.¢ entspricht.
Zur Approximationseigensthaft der vollstAndigen Splineinterpolation gibt der folgende Satz Auskuntt.
Satz 6.9. Seilsf 2 Sy¢ der vollstAndig interpolierende Spline der Funktion f 2 C*(a;b) bezliglich

Klof | fky - kf @)k,

5
= pt
384
mit h = Oma><|jti+1 i tij (maximale Sdritt weite). Die FehlerabshiAtzung ist unabhangig von der Lage
o0
der Knoten (im Gegensatzzur Splineinterpolation) und esgilt:

0

| 4f iri!i! f

Ein Beispiel fiv die Konvergenzeigendtaft ndet man in Abbildung 6.8 am Ende diesesKapitels. Inter-
poliert wurde dabei dieselbe Funktion wir in Abbildung 6.2.
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6 Interpolation und Approximation

Berechnung der interp olierenden Spline{F unktion

Wir nennenM; die Momente des Splines.Im folgendenwerden wir zeigen,wie man den Spline aus den
Momernten rekonstruieren kann.

. = - 1 00_ 00 1
Si S[tj:Ij+1]2'3 ) Si S [tj:Ij+1]2'1

sj°°ist alsoeine atn lineare Funktion.

Mjil

Abbildung 6.6: Momente des Splines

L it tit
j+1 1 +Mj+1¢ [

sty = M; ¢
) JC() I hj+l hj+l

Wir integrieren die lineare Funktion s®°und erhalten

(tje1 i t)? (ti t)?

0 — .
Oty=: M. AL A
SJ ( ) | j Zhj " 2hj )

+ My € YA (6-i)

und nach erneuter Integration

(tjer i 1)°
6h; +1

(ti tj)3

s (1) = M; TBhias

+ Mjs € +Aj(ti tj)+ B;

mit den Integrationskonstarten A; und B;. Durch einsetzenvon tj und tj,; in die Funktion s; erhalt
man die folgendenBedingungen

2

fi =s(tj)=M;¢ +B; j=0:0

sowie

h?,1
6

Wir I8sendie erste Gleichung nach Bj auf, setzendas Ergebnis dann in die zweite Gleichung ein und
erhalten so

fier = S(tj+1) = Mj41 € +Ajhj+ + B j=0:01

h.2+ i
Bj:fjiMjJG:L und Aj:leIfJih

j+1 . i
M'+ M -
hes 3 ¢(Mjs i Mj) (6-ii)
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6.2 Splinesund Spline{lnterpolation

Andererseitshat s; die Darstellung
() =® + j(ti t)+°(ti t)2+ (i t;)® (Taylor {Darstellung)
mit

® = s(t) = f

_ . hi +1 _f'lif' 2M; + M 41
J.:sjo(tj):le—J; +Aj— ]+hj+1 ! ! 6 I* hj+1
L1 1

P = 5N) = oM

+ = —g L) = — Y= 2= " 1

5 GSJ &J) 6(53“1) 6 N

Damit ist s durch Mj, f; und h; vollstAndig ausged#ickt. Die Darstellung eines Splines erfolgt im

Redner Bbrigens Bblicherweisedurch die Speicherung der Werte @) bis % .
Die Momernte M; erhalten wir aus folgender Bedingung:

s) 1(t) = s7(4)

die sich aus der Forderung, dassdie Spline{Funktion an den ,Verheftungsstellen stetig di®erenzierbar

sein muss, ergibt (vergleiche auch Abbildung 6.7).

stetig di®erenzierbar

Ui 1 L tj+1

Abbildung 6.7: Stetig di®erenzierbare, Verheftund vons;; 1 und s;.

ZunAdhst erinnern wir uns wieder an (6-i) und (6-ii) und erhalten fiy die s]-O die Darstellung

(J;]%')+M-1¢(2|h_') + AL My i M)
j+1 i+l | i ?7 }

Aj

$ot) =i M;j ¢

e o 0
alsospeziell fr s’ und s, ; an der Stelle t;

fiifiji1 h h;
spya(ty) = 2= hjj +§'Mj+g"\/'j;1 und
foaai fi h h
0 — hjrr o T+l oM+l
S]-(tj)— hj+1 i 3 Mjl 6 Mj+1
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6 Interpolation und Approximation

welche wir nach (6-iii) gleichsetzenund umformen:

h;
Eleil"'

hj + hj fleni fj  fji fiia

h'+1
M+ M, =
i j+1 hJ " | h]

6

j=100 (6-iv)

zwei weitere Bedingungenerhalten wir aus Korollar 6.8 (i) bis (iii).
zu (i): vollstAndige Splineinterpolation
sa)=f%a)=: f§ und Yo =1%b = 1%

Damit erhalten wir zwei zusatzliche Gleichungen:

h fii f h !
s5(a) = i Mo?l““ 1;11 %, El(Mli Mo) = f§
und analog:
h + h + f + f
|61 M+ v =10 |;l+|1 |
zu (ii): natirliche Splineinterpolation
s{a) = s = 0
) Mo=Mi =0
Fidhren wir die Abkidrzungen
hj+1 ) h;
L= =1 L=
> hj + hja und % el h; + hj+1
sowie
u il
4= _ 0 i By Tii flia s gy
DUt hia hy Y

ein, so erhalten wir fiy (6-iv) die Bbersidtlic here Darstellung
LiMj; 1+ 2Mj + My = dp = Lol

De nieren wir zusatzlich im Falle der Randbedingung (i)

1 1
0_1'do_6uf1if0ifo v lier = 1 dg = 6 MfO iflﬂi]cI
5 - ] - 1] + - ] + - T~ + T —
hl hl 0 h|+1 I+1 h|+1

und im Falle der Randbedingung (ii)
,0=Uo=0; t4pg =ds1 =0

dann erhalten wir das Gleichungssystem

0 10 1 0
2 .0 0 ¢ O Mo do
oo iE R 5
0 . . . ofdE : E=R
L KB 5
0O ¢¢ 0 1,4, 2 M1 di+1
z }
= A,
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6.3 Freiformkurven: Bezier {T echnik

A ist reguldr (da die kubische Spline{interpolation mit Randbedingungen(i) oder (ii) eindeutig ist).
Au¥zerdemgilt

Lo, 0 Litti=1
) A ist diagonaldominart
) alle Eigenwerte sind edit grévser0

) die LR {Zerlegung existiert und ist stabil

Die letzte Feststellung |Asst sich gewinrbringend verwenden, indem man im voraus die LR {Zerlegung
von A, beredinet und dann nur noch die rechte Seite Andern muss.

""" e )
i4 i2 0 2 a
S T2 0 2 S i 02
(a) 5 Knoten { o®ensidtlic h noch zu ungenau (b) 11 Knoten { kein Unterschied mehr zwischen Spline und

f zu erkennen

Abbildung 6.8: Dargestellt sind die interpolierenden Splinefunktionen fi 5 bzw 11 Aquidistante
Knoten der Funktion f (x) = - im Intervall [j 5;5].

6.3 Freiformkurven: Bezier {T echnik

Haben wir uns bei den bisher vorgestellten Verfahrenvor allem an mathematischen Forderungenwie der
Interpolationseigensbaft oder der Minim umseigenshaft hinsichtlich der Kr @dmmung orientiert, sostehen
im Mittelpunkt diesesParagraphenvor allem geometrisdhie Aspekte. Leitfaden wird dabei die Frage sein,
in welcher Weiseweldhe Parameter Form und Asthetik der ertstehendenKurv en beein°ussenkénnen.

Soist auch der ,Er nder\ der hier vorgestellten Bezier {T echnik ein Ingenieur aus der Automobilindu-
strie, der sich mit computerges#itztem Auto designbefasste.

De nition  6.3. Wir nenneneine Funktion P : [a;b] ! RY polynomiale Kurve vom Grade n, falls P
von der Form

xo .
P() = at'
i=0

ist. | ¢ bezeitinet die Mengealler polynomialen Kurvenin RY vom Grade n.
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6 Interpolation und Approximation

Bernstein {P olynome

Wir de nieren zundchst auf einem Intervall [a;b] eine Abbildung ' durch:

([a: b ! [0;1]
t7! () = ‘in—g

' bildet alsodas Intervall [a;b] bijektiv auf [0; 1] ab.
Wir bendtigen' fir folgende

Denition 6.4. Dasi{te Bernstein {Polynom B! 2 ! ! peziglich [0; 1] ist de niert durch
Hnﬂ

und allgemeindasi{te Bernstein{Polynom B/ (t; a;b) beziglich dem Intervall [a;b] durch

B'(t;a;b) := B'(" (1))
1
(bj a)"

D a)'bi

Es gilt
xo BT o
ARCTROUEN

1=(2i )+.)"

i=0

= B(,) fivale, 2R
i=0

d.h. die Bernstein {P olynome bilden eine Zerlegungder 1 wie auch in Abbildung 6.9 zu erkennenist.

Abbildung 6.9: Bernstein Polynome fily n = 4

Weiterhin erkennenwir in Abbildung 6.9 eine Symmetrie zwischen B und B sawie zwischen B} und
B%; dieseund weitere Eigenstaften nennt der folgende
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6.3 Freiformkurven: Bezier {T echnik

Satz 6.11. Esgelten

1., = Oist i{fache Nullstelle von B{".

2., = 1list (nj i){fache Nullstelle von B".

3.B"(,) = BR; @i ,)

4.(1i ,)B§=Bg™ und B =Bl

5 BM"(,), Ofiv , 2[0;1] und P T, BM,)=1fivalle, 2R

6. B" hat in [0; 1] genauein Maximum und zwar bei , = r'1—
7.BM",)= B+ (i )BPM() i=1L:n fivalle, 2R
8. fB§;:::;BNgist Basisvon | }

Analoge Aussagengelten fiv B (t; a; b).

Wir wir gesehenhaben, bilden die Bernstein {P olynome eine Basisvon | ¢, d.h. jedesP 2 | 9 |ésst
sich darstellen als

X
P(t)= hB'(t;a;b) b 2 RY
i=0

Polygon

Die Besonderheitder Bezier {Darstellung liegt nun darin, dassdie Kontrollpunkte b die geometrishe
Gestalt der Kurv e bestimmen. Wir wollen im folgendenkldren auf welche Art und Weisedies gesdieht.

Denition  6.5. Eine MengeK % RY heivitkonvex falls gilt
X;y2K ) x+(1j ,)y2K firalle, 2[0;1]

d.h. mit zwei Punkten x;y 2 K liegt auch deren Verbindungsstredke wieder in K.
SeiA % RY beliebig. Die konvexeH#lle

\
co(A) ;= fB 2 RYjB ist konvexund A ¥2Bg

von A ist die kleinste konvexe Menge, die A erth Alt.

P
Satz 6.12. SeiP 2! ¢ ein Polynom in Bezier {Darstellung P = i”:O kB". Dann gilt
P(t) 2 co(fho;:::;bhg) fiv allet 2 [a;b]
d.h. P([a; b)) liegt vollstAndig in der konvexen Hillle der Kontrol{Punkte.
Mit diesemSatz haben wir also erste Erkenrtnisse daréiber gewonnen, wie das Aussehender Bezier {

Kurv e von den Kontroll{Punkten bestimmt wird. Weitere Auskunft wird uns der folgende Satz geben,
wofldy wir aber zunAchst eine zusétzliche De nition bendtigen.

— P —
Deniton 6.6. ZuP =, b B de nieren wir die Teilpolynome b 2 | ¢ durch

X
B(t;a;b) == bsjBf(t;a;b)

j=0
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6 Interpolation und Approximation

P - .
Satz 6.14. SeiP = i”:o bB' ein Polynom in Bezier {Darstellung. Dann gilt fér die k{te Ableitung
von P:

1 n!

PO = b7 af ‘i K

mit
CHo =y g ek=ee ki
also beispielsveise
C2H = e(H%y i B) = i 2 +
Wir kénnen also die Ableitung mittels Di®erenzenberedinen.

Speziell ist die Ableitung an den Randpunkten gegelen durch
1 n!

(k) = k
R T MO T
) _ 1 n! K
PO B St
und damit bis zur ersten Ableitung
P(a) =y P(b) = by
Oy — N . Oy = 1 )
PXa) = bi—a(bll 0) PXb) = bj—a(h” i 1)

Stellen wir unserebisherigenKenntnisse éber die Gestalt der Bezier {Kurv e zusammen:

1. Nach Satz 6.11 fallen o®ensibtlich Anfangs{ und Endpunkt der Bezier {Kurv e und desBezier {
Polygons zusammen.

2. In Satz 6.12 haben wir gesehendassdie Bezier {Kurv e vollstandtig in der konvexen Hillle der
Kontroll{Punkte liegt.

3. Und sdlie¥lih gab uns Satz 6.14 und die sich daraus ergelkenden Folgerungenden Hinweis auf
das Zusammenfallender Tangerten mit den Randstreden in den Randpunkten.

Nun wollen wir aber auch endlich einen Blick auf eine ,,ethte\ Bezier {Kurv e werfen:
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6.3 Freiformkurven: Bezier {T echnik

\

\
.
\
1

Abbildung 6.10: Bezier {Kurv e mit Bezier {P olynom

B

Abbildung 6.11: Bezier {Kurv e mit sdmtlichen Teil{P olynomen
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6 Interpolation und Approximation

Algorithmus von Castelja u

Der Algorithm us von Castelja u wird uns

1. eine schnelle Auswertung von P(t) und

2. eine Approximation von fP(t) j t 2 [a;blg durch Polygonzige

ermdglichen. Die zweite Eigenshaft pradestiniert diesesVerfahren filr den Computereinsatz, da sich so
die entstehende Kurv e sehr exzient beredinen und darstellen |Asst.

Lemma 6.15. Die Teilpolynome b erfidllen
B = @i " OHET O+ OB

Dies ist das Analogon zum Lemma von Aitken fi Bezier {P olynome.

bh B
&
bhi1 = bgil ! b%il

by : (¢ S B !.' Bt

&

b = B ! ¢ ! it b
# #

PYt) P(t)

Nach Satz 6.14 stellen die , Zwischenprodukte\ B¢ die Ableitungen von P dar. In den Teilpolynomen
sind also tatsAchlich s&mtlic he geometrisdhien Informationen zu P enthalten.

58



7 Diskrete Fouriertransformation

Die diskrete Fouriertransformation (DFT) D, : C" ! C" ist de niert durch

mit

Xt
(Onf) = = fil ik
k=0

i 2Y. - L
Iy =en = cos th +i¢sin — n{te Einheitswurzel

1h=e

Bemerkung: In diesemAbschnitt beginnt der Index von Matrizen und Vektoren bei 0.

Matrixdarstellung:

0 1 1 ¢ee 1 !

1B1 it eee MY
Dn:ﬁ . . .

1 ]rl_l(nll) ¢ee !li1(ni.l)(nil)

Satz 7.1. Fir die Matrixdarstellung der diskreten Fouriertransformation gilt die Beziehung

Di'=nD,

Mit Satz 7.1 erhalten wir:

1
f = DI ID,f = (Dnf)jw,
j=0

wobei

Mit j nimmt die Anzahl der Oszillationen in w; zu, d.h. die Frequenzerhght sich.

In terpretation:

(Dnf); misst, wie stark die Stchwingung w; in f erthalten ist.

Die diskrete Fourier Transformation féhrt eine Spektralanalysedurch. Sieist zertrales Werk-
zeug fév die moderne Kommunikation{ und Nachrichtentechnik und kommt z.B. bei der
Bildk omprimierung (JPEG) zum Einsatz.
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7 Diskrete Fouriertransformation

7.1 Fast Fourier{T ransformation (FFT)

Eine direkte Auswertung von D,f erfordert n? komplexe Multiplik ationen. Um diesen Aufwand zu
reduzierenfaktorisieren wir D, in

1 -
Dn = ~Ap ¢::iCAP) flrn=2°

hierbei ist P, eine Permutation und A; 2 c(mn) eine komplexe Matrix, in der genauzwei Eintr Age pro
Zeile nicht 0 sind { und davon wiederum ist einer genau 1. Daher missenwir fidr die Auswertung von
D,f iber die Faktorisierung

n ¢logn = n ¢p

komplexe Multiplik ationen durchféhren.
Um uns fir die nun folgendenBetrachtungen Screibarbeit zu sparende nieren wir

b, = n¢D,

Wir betrachten die Faktorisierung von B, nun zunAchst am Beispielvon n = 4:

0 1 0 1
1 1 1 1 1000
b %1||i1 |§,_0018§
4AT@ 1 1 1A AT 10
1 i i1 i 0 001

| 4 ist eine Permutation, die zuerst die geradenund dann die ungeradenindizes anordnet.
0 1

1 1 1 1 q
% 1 i1 |ii i § b M1 1
1 = 1, =
b,e 4 o1 1T 1 auvserdem by = 7 -
1 i1 i i
n, T Alb o!
) b= ST b, ¢ (7-0)
H 1
Sl = dian(d - (E)) _ 1 0 _ it
mit 1, = diag(1;:::;1) 2 RY"" und - , = 0 i - diag(1;!} 7).
|

Die allgemeineVersion von (7-i) drickt B, durch B, aus.

bh:C'1 C"; n=2m

W= 10, W= (Vo;Vziiii;Vn; 2;VaiVaiiiiiVey )T

3 .
) T 2V .
Satz 7.2. Sein=2mund - n = diag 1;!; %1820 MY wobeil , = €%, Dann gilt
W 1A !
o= m Tm ¢ B O g
Im | - m O gm tn
UI 1

Die Matrizen B, := ™ ™ hei¥en,Butter’y{Matrizen \ . Dieser ungewdhnliche Name resultiert

Im i-m
aus dem Bild, dassich bei Multiplik ation einer solchen Matrix mit einem Vektor ergibt.
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7.1 Fast Fourier{T ransformation (FFT)

(a) Die acht Elemente des Vektors (b) Ein Schmetterling

Abbildung 7.1: Ergebnis der Anwendungvon Bg

Die oberen Punkte sollen von links nach rechts gelesendie Elemerte des Vektors vor und die unteren
Punkte die Elemerte desVektors nach der Multiplik ation mit einer solcthen Butter°y{Matrix darstellen.
Die Pfeile geben an, aus welchen Elementen desOrginal{V ektors die jeweiligen Elemerte desErgebnis{
Vektors gewonnen werden. Mit etwas Fantasie erkenrt man die rechts abgebildete Figur, die einem
Schmetterling Ahnelt.

Satz 7.3 (Cooley{T ukey Basis 2 Faktorisierung). Sein = 2P;p2 N. Dann ist

bn = AP ¢:::¢Al ¢PT (7-ii)
mit
0 1
"o, ol o2
Pa=l2;Ph=1nt 3 Py und AP = blockdiag(sz;:{'Z:;_Bz-}) = %) X
2ri | Bl Bcke By

Dies ist also geradedie rekursive Anwendungvon Satz 7.2.

Eine Realisierungvon D, f basierendauf der Faktorisierung (7-ii) hei%tCooley{Tuckey  {Algorithm us.

Aspekte des CT{Algo rithmus
Der Cooley{Tuckey {Algorithm us verlauft in zwei Phasen:

1. der Permutationsphaseund

2. der Multiplik ationsphase,

die wir nun getrennt bespredien wollen.

Permutationsphase

Wir versudien eine allgemeine Formel fiv die Wirkungsweiseder Permutationen P! zu gewinnenund
betrachten dazu zunAchst folgende Beispiele:

Pgf = (fo;faifaifeifaifsifafs)™  und
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7 Diskrete Fouriertransformation

Plsf = (Fo;faifarfinifofiofe;foafefo;fs;faz;farfin;fvrfis)t

Betrachtet man bei PlTGf das Elemerte f 1, an der Position 3 und f5 an der Position 10, so stellt man
folgende Eigensdtaft fest:

Index 12= 1100 Index 5= 0101,
Position 3= 0011 Position 10= 101G

d.h. die Bin&r{Darstellung der Position entspricht gerade der Spiegelungder BinAr{Darstellung des
Index.

i ¢
Paf = fr

d.h. r, gibt an, welcher Eintrag desOrginal{V ektors an der k{ten Stelle despermutierten Vektors steht.
Dann gilt

M (2P Moy 1+ 2P1 2y, o + G0C+ 20y + bp) = 2P0 My + 2P 2y + 000+ 2by; o+ by, o

Multiplik ationsphase

SeiB_ die Butter°y{Matrix der Ordnung L = 2L .

H L
=B, z , o _ 0 T Lafu
y - Yu Zoj - La.Zu
(VO MZ 1
mit y = ;’Z 1z = zj TN Zo;Zu;Yo;Yu 2 Ch=, d.h. wir spalten die Vektoren z 2 C* in eine obere

(Index o) und eine untere HAlfte (Index u) und erhalten so durch Multiplik ation mit B, (man erinnere
sich an die spezielle Form der Butter°y{Matrizen) wieder ein ,zweigespaltenes Ergebnis, das zu y
zusammengesetztvird.

Wir betrachten nur die Anwendungvon A]-(p) aufx 2 C" filr n = 2P,
y=APx | yig = Bixig, L=2;r= 20l

mit yigr;Xeer 2 CEDD,

0 1
Xo XL G X 1L

(XLEr)jk = XkL+j XLgr = %
X1 Xouj1 @CC  Xepg1

wir haben also den Vektor x in insgesant r Sticke der Héhe L gespaltenund diese Teile als Spalten
in die Matrix X, g ges@rieben. Da A]-(p) geradegusr = 2Pi J'_. auf der Diagonalen liegenden Butter°y{
Matrizen B bestelt (wahrendalle anderenEintr Age0 sind), |Asstsich die Matrix{V ektor{Multiplik ation
y= Aj(p)x durch die Matrix{Multiplik ation y, ¢, = B_X_ ¢ und ansdlievaendedIntereinandersdireiben
der Spaltenvon y, ¢, besdireiben (die untereinandergesbriebenenSpaltenvon y, ¢, ergeten dann das
gesutite y).
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7.1 Fast Fourier{T ransformation (FFT)

CT{Algo rithmus
Seif 2C";n=2°
f := iplf /o Bitspiegelung n/

for j=1to p do

L:=2; r:= N S

>
I\)|l_

for gq=0to Lsj 1 do
U= cos(A) i isin(Z4)

for k=0to rj 1 do

10 ¢ = ! ¢ka+q+Ln
ka+q+Lu = ka+qi é
ka+q = ka+q+C

end
end

15 end

Ohne Permutation und Berechnung von! sind

1
=nld
znldn

komplexe Multiplik ationen auszufihren, was eine erhebliche Verbesserunggegember der direkten Aus-

wertung von D, f darstellt (n? komplexe Multiplik ationen).
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7 Diskrete Fouriertransformation
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8 Numerische Quadratur

Ziel ist die Berechnung desRiemann {In tegrals

Zb
I(f):= f(t)dt=12(f)

a

wenn keine Stammfunktion von f bekannt ist oder ohnehin nur diskrete Funktionswerte vorliegen.
Die zahlenmévsigeBestimmung von | (f ) hei¥atnumerische Integration oder numerische Quadratur.

Quadraturfo rmel

Wir fassendie Integration als Funktion auf und erhalten somit die Abbildung

( Cab !' R
f TVI(F)

Diese Abbildung ist
1. linear: I(®F + g)=®I(f)+ 1(g) firallef;g2C(a;bhhund®, 2R
2. positiv: f, 0 ) I(f), O
3. additiv: Sei¢ 2 [a;b]. Dann gilt I (f) = 1¢(f) + If(f)
Ziel der numerischen Quadratur ist die Kontruktion positiver Linearformen
b:C(ab! R;f 7! Kf)
mit der Eigensdaft
B(f)i 1(f) st . Klein\
De nition  8.1. Eine Quadraturformel b zur Berechnung von R:f (t) dt hat die Form

X
)= (bi @) Lif(t)

i=0

P
Mit der Forderung i”:o .i = list sichergestellt, dass

K1) =1(1) = bj a

gilt, konstante Funktionen also exakt integriert werden.
Au¥zerdemgilt

Pist positv , ;. 0 firi=0;::::n
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8 Numerische Quadratur

Newton{Cotes{F ormeln

Zb
B(f)= P@Ejtet)(t)dt  a=to<t;< ¢e<t,=b

X
P(fjto;:::;th) = f(t)Lni (1) Lni Langrange {Polynomezutg;:::;t;,

i=0

0 1

x 1 25

) R(f)=(bi a) b i (DdtE(L)
i a

| 2{z }

=, mi

i=0

Die , ni h#ngennur von den Knoten ab { nicht von f.

bn ist exakt fir Polynome bis zum Grad n

B(P)=I1(P) fivaleP2!,

x
)= (bi &) .if (1)

i=0
die fir alle P 2 | , exakt ist.

Bew eis: Die Existenz einer soldhen Quadraturformel haben wir bereits gezeigt, bleibt noch die Eindeu-
tigk eit:

I (Lni) = P(Lyi) = (b )W t
ni) = ni) = i a . Fnidl
Y e

j =

= (bj a),;
Zb
1 1
i= ——I(Lni)= —— Lpi(t)dt
) T g )= gy L)
a
a
Bei Aquidistanten Knoten t; = a+ ih mit der Sdritt weite h = b'na, i = 0;:::;n, heiYaendie oben
konstruierten Quadraturformeln Newton{Cotes {Formeln. Ihre Gewichte sind
Zb
1 Yot
s i = b - dt
i aa =0 G g
j6i

die die UnabhAngigkeit desIntegralwertes vom Integrations{Intervall [a; ] erkennenlasst. Es reicht also
aus Die Gewichte ein einzigesMal zu berednen. In der folgenden Tabelle sind diesebis zur Ordnung
n = 4 dargestellt.
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n | Gewichte | Fehlerdarstellung | Name

1 : 3 %f 9¢) Trapez{Regel

2 i 21 %f @ (¢) Simpson{Regel, Kepler sce Fa%regel
3 13 31 %f @ (¢) Newton sche 2{Regel

4L 2 L o2 1 8t 6) () Milne {Regel

Die Gewichte sind allesant rationale Zahlen, wird doch ein Polynom mit rationalen Koetzienten gber
eine ganzeZahl integriert. AuYserdemsind sie bis zur Ordnung n = 7 positiv, ab n , 8 Andert sich dies
jedoch, weshalb hdhere Ordnungnen nur selten zur Anwendung kommen.

In der Tabelle haben wir bereits einen Fehler angegelen, der abhAngig ist von der Sdhritt weite h und
einem¢ 2 [a;b. Fiv die ersten beiden Formeln werden wir die Fehlerdarstellung nun beweisen.

Lemma 8.3. Seif 2 C2?(a;b). Dann gilt fiy die Trapezregel
bi a
T(H) = =5 (f(@)+f (D)
die Fehlerdarstellung
T(f)i I(f)=1—2f 1») h=bj a

fidr ein » 2 [a;b] wobei | (f ) der exakte Integralwet von f @ber [a; ] ist.

Bevor wir den Beweis angehen,seinoch kurz an den Mittelw ertsatz der Integralrechnung erinnert:

Seienf ;' auf [a;b] stetige Funktionen wobei' , Ooder' - O (" wedselt alsodas Vorzeichen nicht).
Dann gilt
Zb 7b
f(x) (x)dx=Ff(»¢ ' (x)dx firein»2 [a;h]
a a

Beweis: SeiP = P(f ja;b) 2! ;. Nach Satz 6.3 (Fehlerabshatzung fi Interpolationspolynome) gilt
dann

f(t) =P+ %fo‘lc‘,(t))(ti a)(ti b

Zb
) 10 =TM 5 TRt et g o
-0

a

7Zb
W@ = T+ S (i at b d
f—fe—
= e
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8 Numerische Quadratur

Lemma 8.4. Die Kepler sde Fa¥aregel

" H f 1
S(f):b'Ta f(a) + 4f izb + (b

ist auch félr Polynome vom Grad n = 3 exakt. Fiv f 2 C*#(a;b) gilt mit h = 9'2—3 die Fehlerdarstellung
: _f@0) s
S(f)i I1(f) = Th

fiv ein » 2 [a;b].

Beweis: SeiQ 2 | 3 beliebigund P = P(Q j a;%’;b) 215

00p ;
) Q= pm+ LD ;g 20y
—831 o }
=: ° =const =1 (t)
7b Zb b
) Q)= P()dt+° ¢ ! (t)dt
S S SR
=5(Q)

N _ R . - . -
Wir m@ssennur noch zeigen, dass ;! (t) dt = 0 ist. Dazu nitzen wir aus, dass! (t) bezdglich des

Intervall{Mittelpunktes eine ungeradeFunktion ist und setzenx = 2i2ib

bi a
Zb 21
) I(t) dt = K(a;b) in 1){<(x+]?dx:0
z
a il ungerade
7Zb

) Q(t) dt = S(Q)

Zusammengesetze Formeln

Die Quadraturformel in der bisherigen Form ist wenig °exibel. Fir groYelntervalle waren Quadratur-
formeln hoher Ordnung ngétig, was wir aus den angegelenen Grnden jedoch vermeiden wollen. Eine
LAsungbesteh nun darin, ein soldhesintervall in kleine Teilintervalle zu zerlegen,auf denendann wieder
Quadraturformeln niedriger Ordnung zur Anwendung kommen kdnnen.

Wie das mit Verwendungder Trapez{Regelfunktioniert gibt dasfolgendeLemma an.

A o 1 !

T(h)y=he %(f(a)+f(b))+ f(ti)

i=1
fir f 2 C?(a;b) den Fehler
7b N
T(hi f0o0dx= 2 2h20q,)
12
a

filv ein ¢ 2 [a; b].
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Beweis: T, = %(f (ti; 1) + f (t;)) bezeitine die Trapezregelbezglich [ti; 1;t;] filv i = 1;:::;n.
X
T(hy= T
i=1
Zb )(1 0 Zi 1
T(h)i f(x)dx=  @T; f (x) dxA
a i=1 -
| {z }
Fehler der Trap ezregel
w2 uh—sfo‘t i)
12 @
i=1
: X
= _bl ah2 ¢E

0q ..
12 n_:l]c ((a)

mit ¢ 2 [tj; 1;t]. Da

1 X
in f%) - = £9¢4) - f %t
Jmin. (0] n ) nax )

ist, gibt esnach dem Zwischerwertsatz fiv stetige Funktionen ein ¢, 2 [a;b] mit

X
(o= 1" %)
i=1

(a) Mit Trapezsumme (b) Mit Trapezregel

Abbildung 8.1: Beispiel zur Trapezsummeaus Lemma 8.5

Zusatzlich wollen wir noch die zusammengesetzteSimpson{F ormel studieren.

Sein gerade(d.h die Anzahl der Knoten ist ungerade)und S; die Simpson{Regel beziglich [tz ; t2i+2 ],
i ;::5, 5 i 1. Die zusammengesetz&impson{Regel hat die Form

Xt on
S(h) = 3 (f (toi) + 4f (toi+1) + f (t2i42))
o

(f(a)+ 4f (a+ h)+ 2f (a+ 2h) + :::+ 2f (bj 2h) + 4f (bj h) + f (b))

w| T -
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8 Numerische Quadratur

Wie im Beweisvon Lemma 8.5 zeigt man die Fehlerdarstellung

Zb )
sthyi f(x)dx= 202

4 (4)
180 h™f ) (»)

a

filv ein » 2 [a; 1], falls f 2 C*(a;b).

(@) Zusammengesetzte Simpson{F ormel (b) Simpson{F ormel

Abbildung 8.2: Beispiel zur zusammengesetze®impson{F ormel
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