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1 Normen

De¯nition 1.1. Eine Vektornorm ist eine Funktion

k ¢k : Kn ! [0; 1 ) ; K 2 f C; Rg

mit den folgendenEigenschaften

1. kxk = 0 , x = 0 positive De¯nitheit

2. k®¢xk = j®j ¢kxk fÄur alle ® 2 K ; x 2 K n HomogenitÄat

3. kx + yk · kxk + kyk Dreiecksungleichung

Die Norm einesVektors kxk kann als Abstand von x zum Nullvektor interpretiert werden und entspre-
chend kx ¡ yk als Abstand der Vektoren x und y.

Beispiel 1.1 (p{Normen).

kxkp :=

Ã
nX

i =1

jx i jp
! 1

p

; 1 · p < 1

Wir wollen die so erhaltenen Normen fÄur p = 1, p = 2 und p = 1 nÄaher betrachten und erhalten:

kxk1 =
nX

i =1

jx i j kxk2 =

r X n

i =1
jx i j2 kxk1 := max

1· i · n
jx i j

FÄur diese drei Normen sind in Abbildung 1.1 fÄur den R2 die zugehÄorigen Einheitskreise dargestellt.
Der Einheitskreis ist die Menge aller x 2 Rn mit kxk = 1. Nur fÄur p = 2 entspricht der Einheitskreis
tatsÄachlich unsererVorstellung einesKreises.
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Abbildung 1.1: Einheitskreise fÄur die p{Normen mit p = 1, p = 2 und p = 1

In Abbildung 1.2 ¯ndet man zusÄatzlich eine genauereDarstellung der Euklid {Norm.
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1 Normen
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Abbildung 1.2: Euklid {Norm: kxk2 =

s
nP

i =1
jx i j2 (hier im R2)

Satz 1.1. Zu jedem Paar von Normen k ¢k| und k ¢kÄ existieren Konstanten 0 · m · M < 1 mit

m ¢kxk| · kxkÄ · M ¢kxk| fÄur alle x 2 Kn

Beispiel 1.2. Sei p · q. Dann:

kxkq · kxkp · n( 1
p ¡ 1

q ) ¢kxkq

mit n = dim Kn .

De¯nition 1.2. Eine Matrixnorm ist eine Abbildung

k ¢k : K (n;m ) ! [0; 1 )

mit den drei Eigenschaften einer Vektornorm, wenn sie zusÄatzlich submultiplikativ ist, d.h.

kA ¢B k · kAk ¢kB k fÄur alle A 2 K (n;r ) und B 2 K ( r ;m )

Eine Matrixnorm hei¼tvertrÄaglich mit den Vektornormen k ¢kKn und k ¢kKm , wenn

kA ¢xkKn · kAk ¢kxkKm

Beispiel 1.3.

1. kAk = max
1· i · n

mP

k=1
jaik j Zeilensummen{Norm

2. kAk = max
1· k · m

nP

i =1
jaik j Spaltensummen{Norm

3. kAk =
µ

nP

i =1

mP

k=1
jaik j2

¶ 1
2

Fr obenius {Norm
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4. kAk = max
1· i · n

1 · k · m

jaik j ist keine Matrixnorm, denn

k
µ

1 1
0 0

¶
¢
µ

1 0
1 0

¶
k = 2 6· 1 ¢1 = k

µ
1 1
0 0

¶
k ¢k

µ
1 0
1 0

¶
k

De¯nition 1.3. Vektornormen k ¢kKn und k ¢kKm induzieren eine Matrixnorm auf K (n;m ) .

kAk := max
x 6=0

kAx kKn

kxkKm
= max

kx kKm =1
kAx kKn

Solche Matrixnormen hei¼enzugeordnet oder induziert.

Beispiel 1.4 (p-Norm).

kAkp := max
kx kp =1

kAx kp ; 1 · p < 1

Sei nun p = 1:

A = (a1; : : : ; an ) ; ai 2 Kn

kAx k1 = k
mX

j =1

aj x j k1 ·
mX

j =1

jx j j ¢kaj k1 · kxk1 ¢ max
1· j · m

kaj k1

)
kAx k1

kxk1
· max

1· j · m
kaj k1

Die Ungleichung ist scharf und damit ist k ¢k1 die Spaltensummen{Norm.

Sei nun p = 2:

kAx k2
2 = hAx; Ax i = hA¤Ax; xi

Es gilt: kAk2 =
p

¸ max (A¤A) wobei ¸ max der grÄo¼teEigenwert von A¤A ist.

k ¢k2 hei¼tSpektralnorm (Spektrum: Mengeder Eigenwerte) und hat die folgendenEigenschaften:

1. kAk2 = kA¤k2

2. kA¤Ak2 = kAk2
2

3. kQAk2 = kAk2 falls Q unit Äar, also Q¤Q = I .

De¯nition 1.4. Sei A 2 K (n;n ) regulÄar (d.h. invertierbar). Dann hei¼t

· (A) := kAk ¢kA ¡ 1k

Konditionszahl von A bezÄuglich k ¢k

Falls k ¢k induziert ist, so gilt:

1 = kI k = kA ¢A ¡ 1k · kAk ¢kA ¡ 1k = · (A)

Wir de¯nieren au¼erdem:

· p(A) := kAkp ¢kA ¡ 1kp

7



1 Normen

Die Konditionszahl ist ein Ma¼fÄur die Stabilit Äat einer Matrix. Je grÄo¼erdie Konditionszahl, umsonÄaher
liegt die Matrix bei einer singulÄaren Matrix. Dies kann beispielsweisenegative Auswirkungen beim LÄosen
von linearen Gleichungssystemenhaben, in deneneinesolche Matrix vorkommt (sieheKapitel 2 und 4).

Satz 1.2. Sei A 2 K (n;n ) regulÄar. Dann gilt:

min
½

kA ¡ Skp

kAkp
mit S 2 K (n;n ) singulÄar

¾
=

1
· p(A)

Beispiel 1.5. Sei A =
µ

2 1
1 0:4999

¶
. Dann ist · 2(A) ¼ 31250.

Die Matrix A
"
liegt sehr nahe\ bei der singulÄaren Matrix

µ
2 1
1 0:5

¶
{ durch RundungsfehlerkÄonnte die

Invertierbarkeit von A
"
verlorengehen\ . Entsprechend erhÄalt man eine gro¼eKonditionszahl.
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2 Lineare Gleichungssysteme

gegeben:

A = (aij ) 2 R(n;n ) regulÄar ; b 2 Rn

gesucht:

x 2 Rn mit Ax = b

Ax = b ,
nX

j =1

aij x j = bi 1 · i · n (2-i)

2.1 Au° Äosung gesta®elter Gleichungssysteme

Sei Rx = z mit r ij = 0 fÄur i > j . R ist eine obere Dreiecksmatrix:

r 11x1 + r 12x2 + ¢¢¢ + r 1n xn = z1

r 22x2 + ¢¢¢ + r 2n xn = z2

. . .
...

...
r nn xn = zn

Dann ist

det R =
nY

i =1

r ii 6= 0 , r ii 6= 0 fÄur alle i = 1; : : : ; n

Von unten nach oben betrachtet kommt in jeder Zeile eine weitere
"
Unbekannte\ x i , i = 1; : : : ; n hinzu.

Man erhÄalt die Komponenten von x also, indem man in der letzten Zeile den Wert fÄur xn zunÄachst direkt
abliest und dann in der jeweils nÄachsthÄoheren Zeile unter Zuhilfenahme der bisher berechneten Werte
die nÄachste Komponente bestimmt:

xn =
zn

r n;n

xn ¡ 1 =
zn ¡ 1 ¡ r n ¡ 1;n ¢xn

r n ¡ 1;n ¡ 1

...

x i =
zi ¡ r i;i +1 ¢x i +1 ¡ ¢¢¢¡ r i;n ¢xn

r i;i

...

x1 =
z1 ¡ r 1;2 ¢x2 ¡ ¢¢¢¡ r 1;n ¢xn

r 1;1

Man nennt diesesVorgehendaher RÄuckwÄartssubstitution .
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2 Lineare Gleichungssysteme

Aufwand

Zur Berechnung von x i benÄotigt man n ¡ i Additionen, n ¡ i Multiplik ationen und 1 Division und damit
insgesamt

nX

i =1

¡
2(n ¡ i ) + 1

¢
= n2

arithmetische Operationen.

Das Au° Äoseneinesunteren Dreiecksystems

Lx = z mit l ij = 0 fÄur i < j

verlÄauft analog und heisst VorwÄartssubstitution

2.2 Gau¼scher{Algo rithmus: LR {Zerlegung

Idee:

FÄuhre (2-i) Äuber in ein Dreieckssystem,das dieselbe LÄosungbesitzt.

ZulÄassigeUmformungen von (A; b) 2 R(n;n +1) sind

² Vertauschen von Zeilen,

² Vertauschen von Spalten (dies macht eine Umnummerierung der Spalten erforderlich),

² Multiplik ation einer Zeile mit einer Zahl 6= 0 und

² Addition desVielfachen einer Zeile zu einer anderen.

Nach DurchfÄuhrung von k solcher Umformungen erhalten wir das System (A (k+1) ; b(k+1) ). Dabei ist

0

B
B
B
@

a11 a12 ¢¢¢ a1n b1

a21 a22 ¢¢¢ a2n b2
...

...
. . .

...
...

an 1 an 2 ¢¢¢ ann bn

1

C
C
C
A

= (A; b) = (A (1) ; b(1) )

1. Schritt

ProduziereNullen unterhalb von a11. Es seia11 6= 0 (dies stellt keinewirklic he EinschrÄankung dar, denn
eineZeile mussan erster Stelle eineZahl 6= 0 haben (A ist regulÄar); dieseZeile kann dann mit der ersten
vertauscht werden).

Subtrahiere das l j ;1 = a j 1

a11
{fache der ersten von der j {ten Zeile fÄur j = 2; : : : ; n.

;

0

B
B
B
B
@

a(1)
11 a(1)

12 ¢¢¢ a(1)
1n b(1)

1

0 a(2)
22 ¢¢¢ a(2)

2n b(2)
2

...
...

. . .
...

...
0 a(2)

n 2 ¢¢¢ a(2)
nn b(2)

n

1

C
C
C
C
A

= (A (2) ; b(2) )
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2.2 Gau¼scher{Algorithm us: LR {Zerlegung

a(2)
j i = a(1)

j i ¡ l j 1 ¢a(1)
1i i = 2; : : : ; n j = 2; : : : ; n

b(2)
j = b(1)

j ¡ l j 1 ¢b(1)
1 j = 2; : : : ; n

Dies kann auch durch eine Matrix{Multiplik ation erreicht werden:

A (2) = L 1 ¢A (1) und b(2) = L 1 ¢b(1)

mit

L 1 =

0

B
B
B
B
B
B
B
@

1 0 ¢¢¢ ¢¢¢ 0

¡ l21 1
. . .

...

¡ l31 0
. . .

. . .
...

...
...

. . .
. . . 0

¡ ln 1 0 ¢¢¢ 0 1

1

C
C
C
C
C
C
C
A

k{ter Schritt

D.h. wir vollziehen (A (k ) ; b(k ) ) ! (A (k+1) ; b(k+1) ) wobei 2 · k · n ¡ 1.

Vor dem k{ten Schritt hat unser System folgendeForm:

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

a(1)
11 a(1)

12 ¢¢¢ ¢¢¢ ¢¢¢ a(1)
1n b(1)

1

0 a(2)
22 ¢¢¢ ¢¢¢ ¢¢¢ a(2)

2n b(2)
2

...
. . .

. . .
...

...
... 0 a(k )

kk ¢¢¢ a(k )
kn b(k )

k
...

...
...

...
...

0 ¢¢¢ 0 a(k )
nk ¢¢¢ a(k )

nn b(k )
n

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

= (A (k ) ; b(k ) )

Sei a(k )
kk 6= 0 (sieheBemerkung zum ersten Schritt). Erneut wÄahlen wir

l j k =
a(k )

j k

a(k )
kk

j = k + 1; : : : ; n

und subtrahieren anschlie¼enddas l j k {fache der k{ten von der j {ten Zeile fÄur j = k + 1; ::; n:

a(k+1)
j i = a(k )

j i ¡ l j k ¢a(k )
k i i = k + 1; : : : ; n j = k + 1; : : : ; n

b(k+1)
j = b(k )

j ¡ l j k ¢b(k )
k j = k + 1; : : : ; n

Man nennt a(k )
kk das Pivot {Element desk{ten Schrittes (franz: Pivot { Dreh{ und Angelpunkt).

Matrixschreibweise:

A (k+1) = L k ¢A (k ) und b(k+1) = L k ¢b(k )
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2 Lineare Gleichungssysteme

mit

L k =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1 0 ¢¢¢ ¢¢¢ ¢¢¢ ¢¢¢ ¢¢¢ 0

0
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

...
... 0 1

. . .
...

...
... ¡ lk+1 ;k

. . .
. . .

...
...

...
... 0

. . .
. . .

...
...

...
...

...
. . .

. . . 0
0 ¢¢¢ 0 ¡ ln;k 0 ¢¢¢ 0 1

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

= I ¡ lk ¢eT
k

wobei

lk =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

0
...
0

lk+1 ;k
...

ln;k

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

und ek =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

0
...
0
1
0
...
0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

(die 1 steht in der k{ten Zeile)

Falls a( j )
j j 6= 0 fÄur j = 1; : : : ; n ¡ 1 dann:

R = A (n ) = L n ¡ 1 ¢A (n ¡ 1) = L n ¡ 1 ¢L n ¡ 2 ¢: : : ¢L 1 ¢A

) A = L ¢R mit L = L ¡ 1
1 ¢L ¡ 1

2 ¢: : : ¢L ¡ 1
n ¡ 1

beachte: L ist eine untere Dreiecksmatrix!.

Wie sieht L nun genauaus?Dazu zunÄachst folgende

Behauptung:

L ¡ 1
k = I + lk ¢eT

k

Beweis:

L k ¢(I + lk ¢eT
k ) = I ¡ lk ¢eT

k ¢lk| {z }
=0

¢eT
k = I

Wir erhalten fÄur L folgendeDarstellung:

L = (I + l1eT
1 ) ¢: : : ¢(I + ln ¡ 1 ¢eT

n ¡ 1)
£
l i ¢eT

i ¢l j ¢eT
j = 0 !

¤

= I + l1 ¢eT
1 + : : : + ln ¡ 1 ¢eT

n ¡ 1

=

0

B
B
B
B
B
B
B
@

1 0 ¢¢¢ ¢¢¢ 0

l21 1
. . .

...
... l32

. . .
. . .

...
...

...
. . .

. . . 0
ln 1 ln 2 ¢¢¢ ln;n ¡ 1 1

1

C
C
C
C
C
C
C
A
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2.3 Gau¼{Elimination zur LÄosungdesLGS (2-i)

De¯nition 2.1. Die Zerlegungeiner Matrix A = L ¢R in eine obere Dreiecksmatrix R und eine untere
Dreiecksmatrix L , die nur Einsen auf der Diagonalen hat, hei¼tGau¼sche Dreiecks{Zerlegung, LR {
Zerlegung oder auch LU {Zerlegung (dabei steht bei der letztgenannten Bezeichnung L fÄur

"
lower\ und

U fÄur
"
upper\ ).

Nicht jede regulÄare Matrix hat eine LR {Zerlegung: nur wenn alle Pivot{Elemente nicht 0 sind, ist eine
solche Zerlegungnach dem angegebenenSchema mÄoglich.

Beispiel 2.1. Wir wollen fÄur folgendeMatrix eine LR {Zerlegung durchfÄuhren:

A =

0

@
2 1 1
4 3 3
8 7 9

1

A

Erster Schritt:

0

@
1 0 0

¡ 2 1 0
¡ 4 0 1

1

A

| {z }
L 1

¢

0

@
2 1 1
4 3 3
8 7 9

1

A

| {z }
A (1)

=

0

@
2 1 1
0 1 1
0 3 5

1

A

| {z }
A (2)

Zweiter Schritt:

0

@
1 0 0
0 1 0
0 ¡ 3 1

1

A

| {z }
L 2

¢

0

@
2 1 1
0 1 1
0 3 5

1

A

| {z }
A (2)

=

0

@
2 1 1
0 1 1
0 0 2

1

A

| {z }
A (3) = R

L = L ¡ 1
1 ¢L ¡ 1

2 =

0

@
1 0 0
2 1 0
4 3 1

1

A

) A =

0

@
1 0 0
2 1 0
4 3 1

1

A ¢

0

@
2 1 1
0 1 1
0 0 2

1

A

2.3 Gau¼{Elimination zur LÄosung des LGS (2-i)

1. A = L ¢R Zerlegung

2. L ¢z = b VorwÄartssubstitution

3. R ¢x = z RÄuckwÄartsubstitution

Anmerkung zu den Schritten 2 und 3: L ¢(R ¢x| {z }
= z

) = b

Anzahl der Multiplik ationen fÄur die LR {Zerlegung:

n ¡ 1X

k=1

£
2(n ¡ k) + (n ¡ k)2

| {z }
Multiplik ationen
im k {ten Sc hritt

¤
=

2
3

n3 +
1
2

n2 ¡
5
6

n

Anzahl der Multiplik ationen fÄur das Gau¼{V erfahren:

2
3

n3 +
3
2

n2 ¡
1
6

n
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2 Lineare Gleichungssysteme

2.4 Pivot{Strategie

Die im folgendenvorgestellteMethode ist wichtig fÄur die numerische Stabilit Äat desVerfahrensund beugt
dem Fall vor, dassPivot{Elemente

"
verschwinden\ . Wir betrachten folgendesBeispiel:

A =
µ

± 1
1 1

¶
mit 0 < ± ¿ 1

) L =
µ

1 0
±¡ 1 1

¶
; R =

µ
± 1
0 1 ¡ ±¡ 1

¶

Die Zahlendarstellung auf dem Rechner ergibt folgendetatsÄachlich berechnete Faktoren:

L̂ =
µ

1 0
±¡ 1 1

¶
; R̂ =

µ
± 1
0 ¡ ±¡ 1

¶

Der relative Fehler von R und R̂ ist klein (±¡ 1 gro¼!).Betrachte nun den Fehler bei Multiplik ation von
L̂ und R̂:

kL̂ ¢R̂ ¡ Ak1 =
1
2

¢kAk1

Dieser Fehler hingegenist betrÄachtlich (50%).

Grund: der Gau¼{Algorithm us ist nicht stabil. Kleine Fehler in L und R kÄonnen zu gro¼enFehlern
beim Produkt fÄuhren.

Ausweg: Spaltenpivotsuche

Vertausche zunÄachst die Zeilen von A (hier ausgedrÄuckt durch Multiplik ation von A mit einer Permuta-
tionsmatrix P):

P ¢A =
µ

0 1
1 0

¶
¢
µ

± 1
1 1

¶
=

µ
1 1
± 1

¶

FÄuhre nun eine LR {Zerlegung durch:

L̂ = L ; R̂ =
µ

1 1
0 1

¶

) kL̂ ¢R̂ ¡ P ¢Ak1 =
±
2

¢kP ¢Ak1

Der Fehler liegt nun in der GrÄo¼enordungder StÄorung.

2.5 LR {Zerlegung mit Spaltenpivotsuche

Vertausche im k{ten Schritt die k{te Zeile mit der Zeile j ¸ k, fÄur die gilt:

ja(k )
j k j = max

k · i · n
ja(k )

ik j

Beispiel 2.2. Wir setzenp := (1; 2; 3) (p dient zur Protokollierung der Vertauschungen).

0

@
2 1 1
4 3 3
8 7 9

1

A p=(3 ;2;1)
¡¡ ¡ ¡ ¡ ¡!

0

@
8 7 9
4 3 3
2 1 1

1

A Gau¼¡ ¡ ¡ !

0

B
@

8 7 9
1
2 ¡ 1

2 ¡ 3
2

1
4 ¡ 3

4 ¡ 5
4

1

C
A
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2.6 Cholesky {Zerlegung

p=(3 ;1;2)
¡¡ ¡ ¡ ¡ ¡!

0

B
@

8 7 9
1
4 ¡ 3

4 ¡ 5
4

1
2 ¡ 1

2 ¡ 3
2

1

C
A

Gau¼¡ ¡ ¡ !

0

B
@

8 7 9
1
4 ¡ 3

4 ¡ 5
4

1
2

2
3 ¡ 2

3

1

C
A

Aus p kÄonnen wir die Permutationsmatrix P konstruieren: ist am Ende der Umformungen p =
(p1; : : : ; pn ), so wÄahlen wir fÄur die i {te Zeile von P den Einheitsvektor epi .

)

0

@
0 0 1
1 0 0
0 1 0

1

A

| {z }
= P

¢

0

@
2 1 1
4 3 3
8 7 9

1

A

| {z }
= A

=

0

@
1 0 0
1
4 1 0
1
2

2
3 1

1

A

| {z }
= L

¢

0

@
8 7 9
0 ¡ 3

4 ¡ 5
4

0 0 ¡ 2
3

1

A

| {z }
= R

Satz 2.1. Der Gau¼{Algorithm us mit Spaltenpivotsuche liefert fÄur jede regulÄare Matrix A eine Per-
mutationsmatrix P sowie Dreieicksmatrizen L und R, so dass

PA = LR

die LR {Zerlegung von PA ist. Die Elemente von L sind betragsmÄa¼igkleiner gleich 1.

2.6 Cholesky {Zerlegung

De¯nition 2.2. A 2 R(n;n ) hei¼tpositiv de¯nit (A > 0), falls A = AT und hAx; xi = xT Ax > 0 fÄur alle
x 2 Rn n f 0g.

Satz 2.2. A 2 R(n;n ) mit A = AT ist positiv de¯nit

, det

0

B
@

a11 ¢¢¢ a1k
...

...
ak1 ¢¢¢ akk

1

C
A > 0 fÄur alle k 2 f 1; : : : ; ng

Satz 2.3. Sei A > 0. Dann existiert eine untere Dreiecksmatrix L mit positiven Diagonalelementen, so
dass

A = L ¢L T

ist. DieseFaktorisierung hei¼tCholesky {Zerlegung von A.

Bew eis: Induktion Äuber n:

Induktionsanfang: n = 1

A = f a11|{z}
> 0

g =
p

a11 ¢
p

a11

Induktionsschluss:n ¡ 1 y n

A lÄasst sich darstellen in der Form

A =
µ

An ¡ 1 c
cT ann

¶

15



2 Lineare Gleichungssysteme

mit c 2 Rn ¡ 1 und ann 2 R. Nach Induktionsvoraussetzunggilt dann fÄur A:

A =
µ

L n ¡ 1L T
n ¡ 1 c

cT ann

¶

!=
µ

L n ¡ 1 0
r T ®

¶
¢
µ

L T
n ¡ 1 r
0 ®

¶
r 2 Rn ¡ 1 ; ® 2 R; ® > 0

,
½

L n ¡ 1r = c
r T r + ®2 = ann

Aus der oberen Zeile kÄonnen wir r sofort ablesen:

) r = L ¡ 1
n ¡ 1c

Wir mÄussennun aber noch nachweisen, dass tatsÄachlich ® > 0 und kÄonnen dann auch ®
angeben. Es gilt aber:

0 < det A = ( det L n ¡ 1| {z }
> 0 nach IV

)2 ¢®2

) ®2 > 0

) ® > 0

) ® =
p

ann ¡ r T r

¤

Schreiben wir die Cholesky {Zerlegung mit Hilfe der Komponenten von A erhalten wir:

A = L ¢L T , aik =
kX

j =1

l ij lk j i ¸ k

LÄosenwir diese (n +1) n
2 Gleichungen in der Reihenfolge(1; 1); (2; 1); : : : ; (n; 1); (2; 2); : : : (n; n), d.h. spal-

tenweise,dann erhalten wir folgendenAlgorithm us:

f o r k = 1 t o n do

lkk =
³

akk ¡
P k ¡ 1

j =1 (lk j )2
´ 1=2

f o r i = k + 1 t o n do

l ik =
a ik ¡

P k ¡ 1
j =1 l ij l k j

l k k

end
end
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3 Lineare Ausgleichsprobleme

Problemstellung:

Ein Experiment liefert den Me¼datensatz(t i ; bi ) 2 Rd £ Rk mit i = 1; : : : ; l .
Modell: ' (t; x) = b (x ist Modellparameter).
ÄUber den Me¼datensatzsoll x mÄoglichst genaubestimmt werden.

Beispiel 3.1 (Bestimm ung eines Ohmsc hen Widerstandes).

Ohmsches{Gesetz(Modell): b = x ¢t = ' (t; x) (b: Spannung, t: StromstÄarke, x: ohmscher Widerstand)

Messungenergeben folgendesBild:

PSfrag replacements

¡ 2¼
¡ ¼

¼
2¼
3¼
¼

¡ ¼
¼2

k = 0
¼
4

¼
4 + ¼

x
y

(x; y)
k(x; y)k =

p
x2 + y2

t1 t2 t3 t4 tn

Abbildung 3.1:Die Messungen(t i ; bi ) sind
mit Fehlern behaftet und liegen nicht auf
einer Geraden.

Die Steigungder Geraden,die den gering-
stenAbstand zu denMesspunktenhat, ist
eine vernÄunftige Approximation an x.

F (x) :=

0

B
@

' (t1; x) ¡ b1
...

' (t l ; x) ¡ bl

1

C
A F : Rn ! Rm (m = l ¢k)

Finde ein x¤ 2 Rn mit kF (x¤)k = minf kF (x)k j x 2 Rn g.

FÄur k ¢k = k ¢k2 gilt dann

kF (x)k2 =
¡ lX

i =1

(' (t i ; x) ¡ bi )| {z }
=:¢ i

2¢1
2 =

¡ lX

i =1

¢ 2
i

¢1
2

Minimiert wird also gerade die Summe der Quadrate der Abweichungen. Diese Vorgehensweise hei¼t
daher Methode der kleinsten Quadrate (least{square{method) oder Gau¼{A usgleich.

Im weiteren soll ' linear von x abhÄangen.

) F (x) = Ax ¡ b mit einer Matrix A 2 R(m;n )

17



3 Lineare Ausgleichsprobleme

Lineares Ausgleichsproblem

Gegeben:

A 2 R(m;n ) ; b 2 Rm

Gesucht:

x¤ 2 Rn : kAx ¤ ¡ bk2 = min
x 2 Rn

kAx ¡ bk2 (3-i)

Wir suchen dasjenigex¤, dessenBild unter A den kleinsten Abstand von b hat.

Ist m ¸ n spricht man von einem Äuberbestimmten, ist m < n von einem unterbestimmten Problem (bei
vorigem Beispiel handelte essich also um ein Äuberbestimmtes Problem).

Im folgendensei stets k ¢k = k ¢k2.

Satz 3.1. FolgendeAussagensind Äaquivalent:

(i) x¤ lÄost (3-i)

(ii) AT Ax ¤ = AT b (Normalgleichung)

(iii) Ax ¤ = PBild A b (PBild A : Rm ! Rm Orthogonalprojektor auf Bild A)

Bew eis:

(i) ) (ii):

Die Funktion f (x) = kAx ¡ bk2 ist di®erenzierbar.

x¤ minimiert f in Rn ) r f (x¤) = 0

Es ist f = h ±g mit h(x) = kxk2 und g(x) = Ax ¡ b

) r f (x) = r h(g(x))Dg(x) Kettenregel

r h(x) = 2xT ; Dg(x) = A

) r f (x) = 2(Ax ¡ b)T ¢A

Also

0 = r f (x¤) = 2(Ax ¤ ¡ b)T ¢A

, AT (Ax ¤ ¡ b) = 0

, AT Ax ¤ = AT b

(ii) ) (iii):

AT (Ax ¤ ¡ b) = 0 ) Ax ¤ ¡ b 2 N (AT ) = (Bild A)?

) 0 = PBild A (Ax ¤ ¡ b) = Ax ¤ ¡ PBild A b

, Ax ¤ = PBild A b

(iii) ) (i):

Sei y 2 Rn beliebig.

PBild A b¡ b 2 (Bild A)?

18



kAy ¡ bk2 = k Ay ¡ PBild A b
| {z }

2 Bild A

+ PBild A b¡ b| {z }
2 (Bild A )?

k2

= kAy ¡ PBild A bk2 + kPBild A b¡ bk2 Pythagoras

= kAy ¡ PBild A bk2 + kAx ¤ ¡ bk2

¸ kAx ¤ ¡ bk2

) Ax ¤ ¡ b ist das Minim um Äuber alle y

) x¤ lÄost (3-i)

¤

Lemma 3.2. Die Di®erenzx¤ ¡ y¤ zweier LÄosungenvon (3-i) liegt in N (A).

A(x¤ ¡ y¤) = 0

Das Ausgleichsproblem (3-i) hat genaudann eine eindeutige LÄosung,wenn N (A) = f 0g. Dies kann im
unterbestimmten Fall nie und im Äuberbestimmten Fall nur fÄur Rang(A) = n eintreten.

De¯nition 3.1. Unter allen LÄosungenvon (3-i) nennen wir die mit minimaler Norm die Mimimum{
Norm{L Äosung x+ .

Satz 3.3. SeiA 2 R(m;n ) . Die Minim um{Norm{L Äosungvon (3-i) ist die eindeutigeLÄosungder Normal-
gleichung in N (A)? . Ist Rang(A) = minf m; ng, dann gilt:

x+ =
½

(AT A)¡ 1 ¢AT b m ¸ n
AT ¢(AA T )¡ 1 ¢b m < n

FÄur eine e±ziente und stabile Berechnung von x+ gibt es Algorithmen, die nicht die Normalgleichung
lÄosen(z.B. QR{Algorithm us). FÄur hochdimensionaleProblemesollte auf ein LÄosender Normalgleichung
verzichtet werden; denn beim ÄUbergangvon A zu AT A kann aus numerischen GrÄunden z.B. die Injek-
tivit Äat verloren gehen.Betrachte dazu folgendesBeispiel:

A =

0

@
1 1
± 0
0 ±

1

A 0 < ± ¿ 1 ± darstellbar

A ist injektiv (Rang(A) = 2).

AT A =
µ

1 + ±2 1
1 1 + ±2

¶

DiesesProdukt ist bei arithmetischer Betrachtung ebenfalls injektiv; doch kann ±2 mÄoglicherweisenicht
mehr dargestellt werden und wird zu 0 gerundet. Dann erhalten wir:

Rundung ; [AT A =
µ

1 1
1 1

¶

DieseMatrix ist nun nicht mehr injektiv.
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3 Lineare Ausgleichsprobleme

PSfrag replacements

¡ 2¼
¡ ¼

¼
2¼
3¼
¼

¡ ¼
¼2

k = 0
¼
4

¼
4 + ¼

x
y

(x; y)
k(x; y)k =

p
x2 + y2

t1

t2

t3

t4

tn

(a) Alle Geraden schneiden sich in einem Punkt

PSfrag replacements

¡ 2¼
¡ ¼

¼
2¼
3¼
¼

¡ ¼
¼2

k = 0
¼
4

¼
4 + ¼

x
y

(x; y)
k(x; y)k =

p
x2 + y2

t1

t2

t3

t4

tn

(b) Je zwei Geraden schneiden sich in einem
Punkt

PSfrag replacements

¡ 2¼
¡ ¼

¼
2¼
3¼
¼

¡ ¼
¼2

k = 0
¼
4

¼
4 + ¼

x
y

(x; y)
k(x; y)k =

p
x2 + y2

t1

t2

t3

t4

tn

(c) Zwei Geraden sind parallel; die dritte scheidet
beide

PSfrag replacements

¡ 2¼
¡ ¼

¼
2¼
3¼
¼

¡ ¼
¼2

k = 0
¼
4

¼
4 + ¼

x
y

(x; y)
k(x; y)k =

p
x2 + y2

t1

t2

t3

t4

tn

(d) Alle Geraden liegen parallel

Abbildung 3.2: MÄogliche Geradenkonstellationen in Beispiel 3.2.

Beispiel 3.2. Wir wollen den Punkt bestimmen, der drei gegebenenGeradenim R2 am nÄachsten liegt.
In Abbildung 3.2 sind alle mÄoglichen Konstellationen fÄur drei Geradenangegeben.

Die Lage der Geradenwird sich in A wiederspiegeln.Wir beschreiben eine Geradefolgenderma¼en:

Gi := f x 2 R2 j bi = ai x1 + x2g i = 1; 2; 3 bi ; ai 2 R

Wir suchen einen Punkt x¤ 2 R2:

a1x¤
1 + x¤

2 = b1

a2x¤
1 + x¤

2 = b2

a3x¤
1 + x¤

2 = b3

9
=

;
, Ax ¤ != b mit A =

0

@
a1 1
a2 1
a3 1

1

A ; b =

0

@
b1

b2

b3

1

A

Das vorliegendeist also ein Äuberbestimmtes Problem.

RangA = 2 , ai 6= aj fÄur ein Paar (i; j )

Dies entspricht den Abbildungen 3.2(a), 3.2(b) oder 3.2(c). In diesemFall:

x+ = (AT A)¡ 1AT b =
1

3d ¡ c2

µ
3 c
c d

¶

| {z }
=( A T A ) ¡ 1

µ
¡

P 3
i =1 ai bi

b1 + b2 + b3

¶

| {z }
= A T b

mit d = a2
1 + a2

2 + a2
3 ; c = ¡ (a1 + a2 + a3)
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4 Kr ylo v {Raum{V erfahren

4.1 Verfahren der konjugierten Gradienten (cg-V erfahren)

Generelle Vorraussetzung:

A 2 R(n;n ) ; A > 0 und b 2 Rn

Gesucht:

x 2 Rn : Ax = b

De¯nition 4.1. 1. Wir fÄuhren ein zweites Skalarprodukt auf Rn ein:

hv; wi A := hA ¢v; wi
| {z }

euklidsc hes
Sk alarpro dukt

v; w 2 Rn

2. v hei¼tA{orthogonal zu w :, hv; wi A = 0

3. kvkA :=
p

hv; vi A A{Norm oder Energienorm

Sei Um ½ Rn ein m{dimensionaler Teilraum desRn . Wir setzen

Vm := x0 + Um = f x0 + u j u 2 Um g x0 2 Rn

Vm ist ein a±n linearer Raum (vergleiche auch Abbildung 4.1).

PSfrag replacements

¡ 2¼
¡ ¼

¼
2¼
3¼
¼

¡ ¼
¼2

k = 0
¼
4

¼
4 + ¼

x
y

(x; y)
k(x; y)k =

p
x2 + y2

t1

t2

t3

t4

tn

U1

V1

x0

Abbildung 4.1: U1 ist ein Untervektorraum desR2 und V1 = x0 + U1
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4 Kr ylo v {Raum{V erfahren

Au¼erdemde¯nieren wir xm 2 Vm durch

kxm ¡ xkA = minfk v ¡ xkA j v 2 Vm g (x ist LÄosungvon Ax = b)

Wegenxm = x0 + »m und v = x0 + u, wobei »m ; u 2 Um , genÄugt es»m durch

k»m ¡ (x ¡ x0)kA := minfk u ¡ (x ¡ x0)kA j u 2 Um g

zu bestimmen.

) »m = Pm (x ¡ x0) Pm : Rn ! Um A{Orthogonal{Pro jektor

Sei f p1; : : : ; pn g eine A{Orthogonalbasis von Rn und Um = spannf p1; : : : ; pm g mit m = 1; : : : ; n.

Dann

xm = x0 + »m = x0 + Pm (x ¡ x0)

= x0 +
mX

j =1

hpj ; x ¡ x0i A

hpj ; pj i A
¢pj

= x0 +
mX

j =1

hpj ; r 0i
hApj ; pj i
| {z }

=: ®j

¢pj mit r 0 = A(x ¡ x0) = b¡ Ax 0

De¯nition 4.2. Wir nennen

r m := b¡ Ax m

das Residuum von xm . r m ist ein Ma¼dafÄur, wie gut xm die Gleichung Ax = b lÄost.

Wir erhalten fÄur xm und r m folgenderekursive Formen

xm = x0 +
m ¡ 1X

j =1

®j pj + ®m pm

= xm ¡ 1 + ®m pm

und

r m = A(x ¡ xm ) = A(x ¡ xm ¡ 1 ¡ ®m pm )

= r m ¡ 1 ¡ ®m Apm

also

xm = xm ¡ 1 + ®m pm und r m = r m ¡ 1 ¡ ®m Apm (4-i)

Nun stellt sich die Fragenach der Wahl geeigneterRÄaumeUm fÄur die sich eineA{Orthogonalbasis leicht
berechnen lÄasst.

De¯nition 4.3. Wir de¯nieren durch

U0 = f 0g und Um = Um (A; v) = spannf v; Av; A2v; : : : ; Am ¡ 1vg m = 1; : : : ; n

die Kr ylo v{R Äaume bezÄuglich A und v.

Lemma 4.1. Sei Um = Um (A; r 0) (r 0 Ausgangsresiduum) und r m 6= 0. Dann sind die Residuen
r 0; : : : ; r m paarweiseorthogonal

hr i ; r j i =
½

0 i 6= j
kr i k2 i = j

i; j = 1; : : : ; m

und sie spannenUm +1 auf:

Um +1 = spannf r 0; : : : ; r m g
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4.1 Verfahren der konjugierten Gradienten (cg-Verfahren)

Konstruktion einer A{Orthogonalbasis fÄur Um (A; r 0)

Sei m ¸ 0 ; r m 6= 0 und sei f p1; : : : ; pm g eine A{Orthogonalbasis von Um .

)
4:1

f p1; : : : ; pm ; r m g ist Basis von Um +1 (r m ? Um = spannf p1; : : : ; pm g)

) f p1; : : : ; pm ; pm +1 g ist A{OGB von Um +1 mit pm +1 = r m ¡
mX

j =1

hr m ; Apj i
hApj ; pj i

¢pj

Es ist r m ? Um

) hr m ; Apj i = 0 fÄur j < m

) pm +1 = r m ¡
hr m ; Apm i
hApm ; pm i

| {z }
=: ¯ m

¢pm (4-ii)

Lemma 4.2. Es gilt

®m =
kr m ¡ 1k2

2

kpm k2
A

und ¯ m =
kr m k2

2

kr m ¡ 1k2
2

Diese ÄUberlegungenfÄuhren uns zum

cg{Algo rithmus zur LÄosung von Ax = b mit Startwert x0

p1 : = r 0 = b¡ Ax 0

3 f o r m = 1 t o n do
i f r m ¡ 1 = 0 t hen STOP

6 am : = A ¢pm

®m : = kr m ¡ 1k2
2

hpm ; am i
xm : = xm ¡ 1 + ®m pm

9 r m : = r m ¡ 1 ¡ ®m Apm

¯ m : = kr m k2
2

kr m ¡ 1k2
2

pm +1 : = r m + ¯ m pm

12 end

In Zeile 4 wÄahlt man statt der Abbruchbedingung r m ¡ 1 = 0 normalerweiseeine Bedingung dafÄur, dass
r m ¡ 1 hinreichend klein ist, z.B.

kr m ¡ 1k2

kbk2
· ²

FÄur die Zeilen 8 und 9 vergleiche (4-i) und fÄur Zeile 11 (4-ii).

Konvergenzanalyse

Falls das cg-Verfahren nicht vorzeitig abbricht, dann

Un (A; r 0) = Rn ) xn = x
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4 Kr ylo v {Raum{V erfahren

Das cg{Verfahren liefert also spÄatestensnach n-Schritten die exakte LÄosung (bei exakter Arithmetik).
Daher kann das cg{Verfahren einerseitsals direktes (wie z.B. die Gauss{Zerlegung) andererseitsauch
als iterativ es interpretiert werden.

Lemma 4.3. Es gibt Polynome Qm 2 ¦ ¤
m , wobei

¦ ¤
m = f qm ist Polynom vom Grad · m mit qm (0) = 1 g

so dass

em := xm ¡ x = Qm (A)e0 mit e0 = x0 ¡ x (Anfangsfehler)

ist. Weiter gilt

kem kA = kQm (A)e0kA = minfk qm (A)e0kA j qm 2 ¦ ¤
m g

sowie

kem kA · max
¸ 2 ¾(A )

jqm (¸ )j ¢ke0kA fÄur alle qm 2 ¦ ¤
m

Hierbei ist ¾(A) = f ¸ 2 (0; 1 ) j ¸ ist Eigenwert von Ag (Spektrum von A).

Satz 4.4. A > 0 habe nur k · m verschiedeneEigenwerte. Dann gilt xk = x. Das cg{Verfahren liefert
also nach k Schritten die exakte LÄosung.

Bew eis: Seien¸ 1; : : : ; ¸ k die verschiedenenEigenwerte von A.

qk (t) :=
kY

j =1

¸ j ¡ t
¸ j

Dann ist qk ein Polynom k{ten Gradesund qk (0) = 1.

) qk 2 ¦ ¤
k

) kek kA · max
¸ 2f ¸ 1 ;:::;¸ k g

jqk (¸ )jke0kA = 0

) xk = x

¤

Satz 4.5. FÄur A > 0 gilt:

kem kA < 2 ¢

Ã p
· 2(A) ¡ 1

p
· 2(A) + 1

! m

ke0kA

mit

· 2(A) = kAk2kA ¡ 1k2 =
¸ max (A)
¸ min (A)

(Konditionszahl)

Beispiel 4.1. A > 0 habe nur zwei verschiedeneEigenwerte ¸ 1 ¿ ¸ 2.

) · 2(A) À 1

Satz 4.5 suggiert in diesemBeispiel eine langsameKonvergenzdes cg{Verfahrens.Aus Satz 4.4 wissen
wir jedoch: x2 = x.
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4.1 Verfahren der konjugierten Gradienten (cg-Verfahren)

Vorkonditionierung

PSfrag replacements

¡ 2¼
¡ ¼

¼
2¼
3¼
¼

¡ ¼
¼2

k = 0
¼
4

¼
4 + ¼

x
y

(x; y)
k(x; y)k =

p
x2 + y2

t1

t2

t3

t4

tn

U1

V1

x0

x0
f (x0)

· 21

1

p
· 2 ¡ 1p
· 2 +1 Je kleiner · 2, destoschneller konver-

giert das cg{Verfahren.

Idee:

Transformieredas Problem Ax = b in ein Äaquivalentes, wobei die transformierte Matrix eine
mÄoglichst kleine Kondition hat.

Sei B 2 R(n;n ) positiv de¯nit.

Ax = b , ¹A ¹x = b mit ¹A = AB und x = B ¹x

wir wollen B so kreieren, dassdie Konditionszahl von ¹A mÄoglichst klein ist.

Da B positiv de¯nit ist, ist nun ¹A = AB nicht mehr symmetrisch. Wir mÄussendeshalb unserenAlgo-
rithm us anpassenund erhalten den

cg{Algo rithmus zur LÄosung von Ax = b mit Vorkonditionierer B

r 0 : = b¡ Ax 0

p1 : = B r 0

½1 : = hp1; r 0i 2

f o r m = 1 t o n do
i f r m ¡ 1 = 0 t hen STOP

am : = A ¢pm

®m : = ½m
hpm ; am i 2

xm : = xm ¡ 1 + ®m pm

r m : = r m ¡ 1 ¡ ®m am

vm : = B r m

½m +1 : = hvm ; r m i 2

pm +1 : = vm + ½m +1
½m

pm

end

Satz 4.6. Die Matrix B erfÄulle

° hB ¡ 1v; vi 2 · hAv; vi 2 · ¡ hB ¡ 1v; vi 2 fÄur alle v 2 Rn

Dann gilt fÄur das mit B vorkonditionierte cg{Verfahren zur LÄosungvon Ax = b die FehlerabschÄatzung

kxm ¡ xkA · 2 ¢
µ p

· ¡ 1
p

· + 1

¶ m

kx0 ¡ xkA

worin · = ¡
° ist.
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4 Kr ylo v {Raum{V erfahren

Ein guter Vorkonditionierer erfÄullt folgendeEigenschaften:

(a) B v ist einfach (im Vergleich zu Av)

(b) · 2(B A) = ¡
° ¿ · 2(A)

Die beiden Forderungen nicht ohne weiteres vereinbar. So wird (b) z.B. fÄur A ¡ 1 am besten erfÄullt,
aber in (a) erhÄalt man dann die gleiche Komplexit Äat wie beim Ausgangsproblem.FÄur I ergibt sich das
umgekehrte Bild.

4.2 GMRES{V erfahren

GMRES ist eineAbk Äurzung fÄur
"
GeneralizedM inimum Residual Method\ und bezeichnet ein Verfahren,

bei dem das Residuum minimiert wird.

Sei A 2 R(n;n ) eine regulÄare Matrix (A mussnicht positiv de¯nit sein) und b 2 Rn . Die k{te GMRES{
Iterierte xk ist de¯niert durch:

kAx k ¡ bk2 = minfk Av ¡ bk2 j v 2 x0 + Uk (A; r 0)g

wobei Uk (A; r 0) der k{te Kr ylo v {Raum ist und r 0 = b¡ Ax 0 dasAnfangsresiduum(x0 bezeichnet den
Startwert).

Beachte: Im Gegensatzzum cg{Verfahren wird hier nicht der Fehler xm ¡ x, sondern das Residuum
Ax k ¡ b minimiert. Auch benutzen wir beim GMRES{V erfahren zur Minimierung nicht die A{Norm,
sonderndie Euklid {Norm, da von A im allgemeinenkein Skalarprodukt de¯niert wird (beachte: A muss
- wie erwÄahnt - nicht positiv de¯nit sein).

Satz 4.7. Es gilt

kr k k2 = minfk qk (A)r 0k2 j qk 2 ¦ ¤
k g

daraus folgt

kr k k2 · kqk (A)k2 ¢kr 0k2 fÄur alle qk 2 ¦ ¤
k

Lemma 4.3 gilt analog fÄur das GMRES{V erfahren und wir erhalten

Satz 4.8. Sei A = VDV ¡ 1 eine regulÄare diagonalisierbareMatrix ( D = diag(¸ 1; : : : ; ¸ n ) ; ¸ i 2 C
und V 2 C(n;n ) ) [Beachte: positiv de¯nite Matrizen haben reelleEigenwerte { beliebigeMatrizen nicht].
Dann gilt:

kr k k2 · · 2(V ) ¢ max
1· i · n

jqk (¸ i )j ¢kr 0k2 fÄur alle qk 2 ¦ ¤
k

Bew eis:

kqk (A)k2 = kVqk (D )V ¡ 1k2

· kVk2 ¢kV ¡ 1k2 ¢k diag(qk (¸ 1); : : : ; qk (¸ n ))k2

= · 2(V ) ¢ max
1· i · n

jqk (¸ i )j

¤

Beim GMRES{V erfahren kommt verglichen mit Lemma 4.3 noch der Faktor · 2(V ) > 1 hinzu. Die GÄute
der AbschÄatzung ist also geringer als in Lemma 4.3.
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4.2 GMRES{V erfahren

Satz 4.9. Falls kI ¡ Ak2 · %< 1, dann

kr k k2 · %k ¢kr 0k2

In jedem Schitt wird also das Ausgangsresiduumr 0 um den Faktor %vermindert.

Bew eis: Setzeqk (t) := (1 ¡ t)k 2 ¦ ¤
k .

) kr k k2 · kqk (A)k2 ¢kr 0k2

= k(I ¡ A)k k2 ¢kr 0k2

· kI ¡ Akk
2 ¢kr 0k2

· %k kr 0k2

¤

Vorkonditionierung

Wir transformieren das Problem Ax = b:

Ax = b ; M Ax = M b wobei M regulÄar ist

Ein guter Vorkonditionierer erfÄullt folgendeAnforderungen:

(i) · 2(M A) ¿ · 2(A) (dann sind die vorkonditionierten Residuenbeim GMRES{V erfahren gute Feh-
lerindikatoren).

(ii) kM A ¡ I k2 ¿ 1 (siehehierzu Satz 4.9)

(iii) M v lÄasst sich schnell berechnen (d.h. so schnell wie Av).

Aspekte der Implementierung

Orthogonalisierung von Uk (A; r 0)

1. r 0 = b¡ Ax 0 p1 := r 0

kr 0 k2

2. fÄur i = 1; : : : ; k ¡ 1:

~pi +1 = Api ¡
iX

j =1

hApi ; pj i 2 ¢pj

falls ~pi +1 6= 0: pi +1 =
~pi +1

k~pi +1 k2

Satz 4.10. Die f pj g1· j · i seiennach obigem Schema konstruiert. Falls ~pj +1 = 0 ist, dann ist

x = A ¡ 1b 2 Vi = x0 + Ui (A; r 0)

also x i = x.

Die Orthogonalisierung bricht nur dann ab, wenn x i schon die LÄosungist.
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4 Kr ylo v {Raum{V erfahren

Sei Pk = (p1; : : : ; pk ) 2 R(n;k ) . Wir kÄonnen xk 2 x0 + Uk (A; r 0) schreiben als

xk = x0 + Pk zk

wobei zk 2 Rk das lineare Ausgleichsproblem

k b¡ A(x0 + Pk zk )
| {z }

= r 0 ¡ AP k zk = r k

k2 = min
z2 Rk

kr 0 ¡ APk zk2 (4-iii)

lÄost (die Minimaleigenschaft von zk ist die Minimaleigenschaft von xk ).

Lemma 4.11. Es ist APk = Pk+1 H k mit H k 2 R(k+1 ;k ) und

(H k ) j ;i =
½

0 j ¸ i + 2
hApi ; pj i 2 sonst

Beachte: Wir berechnen den Ausdruck hApi ; pj i 2 bereits beim Orthogonalisieren.

H k hat dann folgendeGestalt (hier fÄur k = 4):

H k =

0

B
B
B
B
@

¤ ¤ ¤ ¤
¤ ¤ ¤ ¤
0 ¤ ¤ ¤
0 0 ¤ ¤
0 0 0 ¤

1

C
C
C
C
A

H k ist eine obere Hessenber g{Matrix.

Sei e1 = (1; 0; : : : ; 0)T 2 Rj . Dann gilt

r 0 = kr 0k2| {z }
¯

¢Pj e1 fÄur alle j ¸ 1

) r k = b¡ Ax k = r 0 ¡ A(xk ¡ x0)

= ¯ Pk+1 e1 ¡ APk zk
| {z }

= Pk +1 H k

= Pk+1 (¯ e1 ¡ H k zk )

) kr k k2 = k¯ e1 ¡ H k zk k2 ; ¯ = kr 0k2

Statt (4-iii ) mÄussenwir das einfachere Ausgleichsproblem

k¯ e1 ¡ H k zk k2 = min
z2 Rk

k¯ e1 ¡ H k zk

lÄosen.
DiesesAusgleichsproblem kann mit Givens {Rotationen e±zient gelÄost werden.
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4.2 GMRES{V erfahren

GMRES{Algo rithmus mit Startwert x0

r 0 : = b¡ Ax 0

¯ : = kr 0k2

% := ¯
p1 : = r 0=¯

5 k := 0

w h i l e %> ² ¢¯ and k < kmax do
/ ¤ ² > 0 i st A bbr ucht ol er anz und kmax maximale Sch r i t t zah l ¤/

10 k := k + 1
pk+1 : = Apk

/ ¤ Or t hogonal i si er ung : ¤/
f o r j := 1 t o k do

15 hi;k : = hpk+1 ; pj i 2

pk+1 : = pk+1 ¡ hj ;k ¢pj

end

hk+1 ;k : = kpk+1 k2

20

zk : = mi ni mi er e ( k¯ e1 ¡ H k zk Äuber Rk )

pk+1 : = pk+1 = hk+1 ;k

% := k¯ e1 ¡ H k zk k / ¤ %= kAx k ¡ bk2 ¤/
25 end

xk : = x0 + Pk zk

Die Kr ylo v {Raum{Basis f p1; : : : ; pk g musswÄahrend der Iteration gespeichert werden.Daher legt man
eine maximale Schrittzahl kmax fest.

Hat xkmax nicht die geforderteGenauigkeit, dann startet man das GMRES{V erfahren erneut allerdings
mit Startwert xkmax , der nÄaheran der LÄosungliegt. DiesesVerfahrenwird mit GMRES(kmax ) bezeichnet.
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5 Nichtlinea re Gleichungssysteme

5.1 Newton {V erfahren

Folgendesabstraktes Problem ist gegeben:

F : D ! Rn ; D ½ Rn o®en

Finde x¤ 2 D mit F (x¤) = 0 (5-i)

Sei xalt 2 D eine NÄaherung an x¤ 2 D.

Ziel: Verbesserungvon xalt .

Eigenschaften von F (xalt ):

F (xalt ) = F (xalt ) ¡ F (x¤)
| {z }

=0

¼ F 0(xalt ) ¢(xalt ¡ x¤) Linearisierung desProblems

mit F 0(x) =
n

@F i
@x j

(x)
o

1· i;j · n
2 R(n;n ) (Jacobi {Matrix von F ).

Bestimme daher xneu durch

F (xalt ) = F 0(xalt ) ¢(xalt ¡ xneu )

, xneu = xalt ¡ F 0(xalt )¡ 1 ¢F (xalt )

NatÄurlich wird die InverseF 0(xalt )¡ 1 niemals berechnet. Vielmehr bestimmen wir die sogenannte k{te
Newton {Korrektur sk als LÄosungeineslinearen Gleichungssystems(siehenachfolgendenAlgorithm us).

Das Newton {V erfahren

Sei x0 2 D (Startwert).

fÄur k = 0; 1; : : :

xk+1 = xk + sk F 0(xk )sk = ¡ F (xk ) (5-ii)

sk heisst der k{te Newton {Schritt oder k{te Newton {Korrektur.

Gra¯sche Interp retation (n = 1)

Sei F : R ! R eine nichtlineare Gleichung. Dann entspricht das Problem F (x¤) = 0 dem Au±nden
der Nullstelle x¤ von F . Wir approximieren die Funktion F im Startwert x0 durch ihre Tangente und
bestimmen anschlie¼endden Schnittpunkt dieser Tangente mit der x{Ac hse. Der Schnittpunkt liefert
uns den Wert x1 mit dem wir den eben beschriebenenSchritt wiederholenund uns so x¤ nÄahern. Siehe
auch Abbildung 5.1.
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5 Nichtlineare Gleichungssysteme

PSfrag replacements

x1x2 x0

Abbildung 5.1: Gra¯sche Darstellung desNewton {V erfahrensin R

Beispiel 5.1. Gegeben ist die Funktion

f (t) = t2 ¡ a mit a > 0

Bestimme nun

f (t¤) = 0 , t¤ = §
p

a

xk+1 = xk ¡

¡
xk

¢2
¡ a

2xk

=
1
2

¢
³

xk +
a
xk

´

Falls x0 > 0 gilt:

lim
k !1

xk =
p

a

Konkret wollen wir mit diesemVerfahren eine NÄaherung fÄur
p

2 berechnen:

k xk jxk ¡
p

2j
(Schritt) (NÄaherung) (Fehler)

0 2 0:58
1 1:5 0:086
2 1:4166 0:0025
3 1:4142157 2:16¢10¡ 6

4 1:4142136 exakt bis auf Taschen-
rechnergenauigkeit

Die Anzahl der korrekten Zi®ern hat sich in jedem Schritt verdoppelt.
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5.1 Newton {V erfahren

DieseVorgehenzur Bestimmung der Wurzel einer Zahl a wird als Her on {V erfahren bezeichnet. Her on
beschreibt dieses,bereits den Babyloniern fast 2000 Jahre frÄuher bekannte Verfahren im ersten Buch
seiner

"
Triologie\ Metrica (nat Äurlich nicht auf Grundlageder Di®erentialrechnung sonderngeometrischer

ÄUberlegungen).

Vorraussetzungen an F

(a) Die Gleichung (5-i) habe eine LÄosung

(b) F 0 : D ! R ist HÄolder {stetig der Ordnung ® 2 (0; 1]

(c) F 0(x¤) ist regulÄar.

9
>>=

>>;
(5-iii)

In (b) bedeutet H Äolder {stetig der Ordnung ®:

kF 0(x) ¡ F 0(y)k · ° kx ¡ yk® fÄur ein ° > 0 (° unabhÄangig von x und y)

Als Vorbereitung desnÄachsten Satzesde¯nieren wir

B (±) := f x 2 Rn j kx ¡ x¤k < ±g fÄur ± > 0 ±{Kugel um x¤

Satz 5.1. F erfÄulle (5-iii ). Sei f xk g die Newton {Folge aus (5-ii). Dann gibt esein ± > 0 derart dass

lim
k !1

xk = x¤

falls x0 2 B (±). Au¼erdemist x¤ die einzigeNullstelle von F in B (±). Weiter gilt:

kxk+1 ¡ x¤k · cN kxk ¡ x¤k1+ ® k = 0; 1; : : : (mit ® aus (5-iii ))

mit

cN = 2°
kF 0(x¤)¡ 1k

1 + ®

FÄur ® = 1 konvergiert das Newton {V erfahren quadratisch (vergleiche Wurzel{Berechnung), fÄur 0 <
® < 1 superlinear.

Bew eis: Wir beweisennur die letzte AbschÄatzung.

De¯niere den k{ten Fehler durch

ek = xk ¡ x¤ fÄur xk 2 B (±) ½ D

ek+1 = ek ¡ F 0(xk )¡ 1 ¢
¡
F (xk ) ¡ F (x¤)

¢

| {z }
R1

0 F 0(x ¤ + te k )ek dt

) ek+1 = F 0(xk )¡ 1

1Z

0

¡
F 0(xk ) ¡ F 0(x¤ + tek )

¢
ek dt

) kek+1 k · kF 0(xk )¡ 1k ¢kek k

1Z

0

kF 0(xk ) ¡ F 0(x¤ + tek )k dt

33



5 Nichtlineare Gleichungssysteme

Es gilt

kF 0(xk ) ¡ F 0(x¤ + tek k · ° k xk ¡ x¤
| {z }

= ek

¡ tek k® = ° j1 ¡ tj® ¢kek k®

) kek+1 k · kF 0(xk )¡ 1k ¢° ¢kek k1+ ®

1Z

0

(1 ¡ t)® dt

| {z }
= 1

1+ ®

FÄur ± > 0
"
klein genug\ gilt

kF 0(y)¡ 1k · 2kF 0(x¤)¡ 1k fÄur alle y 2 B±(x¤)

) kek+1 k · 2°
kF 0(x¤)¡ 1k

1 + ®
¢kek k1+ ®

Hieraus folgen induktiv die restlichen Behauptungen desSatzes5.1. ¤

Wir wollen uns nun Äuberlegen, wann wir mit der Iteration stoppen kÄonnen. Doch zunÄachst folgende
Feststellung zur Invarianzeigenschaft:

A 2 R(n;n ) regulÄar ) [F (x¤) = 0 , G(x¤) := AF (x¤) = 0]

x ¡ G0(x)¡ 1G(x) = x ¡ F 0(x)¡ 1F (x)

d.h. die Newton {Folge f xk g Äandert sich nicht, wenn wir F mit einer regulÄaren Matrix multiplizie-
ren. Das Newton {V erfahren ist a±n{invariant . Wir werden auf dieseEigenschaft bei der Wahl eines
Konvergenzkriteriums zurÄuckkommen.

Die Konvergenzvon f xk g hÄangt vom Startwert x0 ab. Wie kÄonnenwir wÄahrend der Iteration feststellen,
ob das Newton {V erfahren konvergiert?

F (x) = 0 , minimiere kF (x)k

Idee: SetzeIteration fort, solange

kF (xk+1 )k · # ¢kF (xk )k (5-iv)

fÄur ein # 2 (0; 1) (Monotonie{T est).

Der Monotonie{T est ist jedoch nicht a±n{in variant! Eine Multiplik ation mit einer invertierbaren Matrix
kann dasErgebnisdesMonotonie{T estsverÄandern.Wir habenaber oben festgestellt,dassdasNewton {
Verfahren an sich durch eine solche Transformation nicht beein°usst wird. Es wÄare wÄunschenswert,
wenn sich das Abbruchkriterium hier an den Eigenschaften des Newton {V erfahren orientieren wÄurde
(insbesonderesollte esunabhÄangig von der Skalierung sein { genaudas tut A).

Wir ersetzendaher den Monotonie{T est (5-iv) durch

kF 0(xk )¡ 1F (xk+1 )k · #k F 0(xk )¡ 1F (xk )
| {z }

= ¡ sk

k (5-v)

Stoppe das Newton {V erfahren, falls (5-v) nicht erfÄullt ist oder falls ksk k eine festzulegendeToleranz
unterschreitet (in der NÄahe von x¤ gilt ksk k ¼ kek k).

Betrachte:

f (x) = arctan(x)
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5.1 Newton {V erfahren

PSfrag replacements
x1

x2

x0

¡ ¼
2

¼
2

Abbildung 5.2: Graph von arctan(x)

O®ensichtlich ist das gesuchte x¤ = 0 (vergleiche auch Abbildung 5.2).

Wir starten das Newton {V erfahren mit x0 = 10 und erhalten

x1 = ¡ 138; x2 = 2:9 ¢104 ; x3 = ¡ 1:5 ¢109

Woran scheitert aber nun die Konvergenz?

Es ist

sk = ¡
f (xk )
f 0(xk )

; jxk j À 1

also

f 0(xk ) =
1

1 + (xk )2 ¿ 1 und gleichzeitig jf (xk )j ¼
¼
2

) jsk j ist zu gro¼

Beobachtung:

sk hat das richtige Vorzeichen und
"
zeigt\ von xk in Richtung x¤

Idee:

DÄampfe das Newton {V erfahren: xk+1 = xk + ¸s k 0 < ¸ < 1 DÄampfungsfaktor

Globales Newton {V erfahren

k := 0
x0 2 D
¯ 2 (0; 1) / ¤ z .B . ¯ = 10¡ 3 ¤/

5 w h i l e kF (xk )k > ²kF (x0)k do / ¤ gen er el l es A bbr uchk r i t er i um ¤/

sk : = l oese ( F 0(xk )sk = ¡ F (xk ) )
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5 Nichtlineare Gleichungssysteme

/ ¤ Daempfung : ¤/
10 ¸ : = 1

l ab el (¤)
y := xk + ¸s k

15 i f kF (y)k < (1 ¡ ¯ ¸ )kF (xk )k t hen
xk+1 : = y

el se begi n
v er k l ei n er e ( ¸ ) / ¤ z .B . ¸ = ¸

2 ¤/
got o (¤)

20 end

k := k + 1
end

5.2 Fixpunkt{Iteration

Wir beginnenmit einer anderenDarstellung desNewton{Verfahrens:

xk+1 = Á(xk ) mit Á(x) = x ¡ F 0(x)¡ 1 ¢F (x)

F (x¤) = 0 , Á(x¤) = x¤

Wir haben alsodasNullstellen{Problem desNewton{Verfahrensin ein Fixpunkt{Problem umformuliert.

Sei nun Á : D ! Rn ; D ½ Rn eine beliebigeAbbildung.

Das Fixpunkt{Problem besteht darin ein x¤ 2 D derart zu ¯nden, dass

Á(x¤) = x¤

Wir bezeichnen folgendeVorschrift als Fixpunkt{Iter ation :

xk+1 = Á(xk ) k = 0; 1; : : : mit x0 2 D (5-vi)

Lemma 5.2. Sei Á stetig und f xk g aus (5-vi) sei konvergent gegen». Dann gilt:

Á(») = »

Bew eis:

» = lim
k !1

xk = lim
k !1

xk+1 = lim
k !1

Á(xk ) = Á( lim
k !1

xk ) = Á(»)

Beachte: Die Stetigkeit von Á hat uns bei der Umformung das
"
Hereinziehen\ desLimes ermÄoglicht. ¤

Wann konvergiert aber nun die Iteration (5-vi)?

Um dieseFrage beantworten zu kÄonnen, fÄuhren wir zuerst einen Begri® von entscheidenderBedeutung
ein:

De¯nition 5.1. Eine Funktion g : D ! Rn ; D ½ Rn hei¼t Kontr aktion bezÄuglich k ¢k, falls es ein
q 2 [0; 1) gibt mit

kg(x) ¡ g(y)k · q ¢kx ¡ yk fÄur alle x; y 2 D

d.h. der Abstand der Bilder ist um den Faktor q kleiner als der Abstand der Urbilder. In diesemFall
hei¼tq Kontr aktions{Zahl.

Beachte: Die Kontraktionseigenschaft hÄangt ganz entscheidend von der Norm k ¢k ab.
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5.2 Fixpunkt{Iteration

Lemma 5.4. Sei D konvex und o®en,sowie g : D ! Rn stetig di®enrenzierbar.Ist

q := sup
x 2 D

kg0(x)k < 1 (D ist der Abschluss von D)

so ist g eine Kontraktion bezÄuglich k ¢k mit Kontraktionszahl q.

Bew eis: Verwendeden Mittelw ertsatz. ¤

Beispiel 5.2. 1. Sei Á(x1; x2) :=
³

e¡ 1
2 (x 1 + x 2 ) ; 1

3 sin(x1 + x2)
´ T

und k ¢k die Zeilensummennorm.
Dann ist

Á0(x1; x2) =

Ã
@Á1
@x 1

@Á1
@x 2

@Á2
@x 1

@Á2
@x 2

!

=
µ

¡ 1
2 e¡ 1

2 (x 1 + x 2 ) ¡ 1
2 e¡ 1

2 (x 1 + x 2 )

1
3 cos(x1 + x2) 1

3 cos(x1 + x2)

¶

und

kÁ0(x1; x2)k1 = max
©

e¡ 1
2 (x 1 + x 2 ) ;

2
3

¢j cos(x1 + x2)j
| {z }

< 1

ª

Die MengeD := f x 2 R2 j x1 + x2 > a > 0g ist konvex und o®en.

sup
x 2 D

kÁ0(x1; x2)k1 · max
½

e¡ a
2 ;

2
3

¾

| {z }
=: q

< 1

) Á : D ! R2 ist Kontraktion bezÄuglich k ¢k1

2. Beim Newton {V erfahren ist Á = x ¡ F 0(x)¡ 1 ¢F (x).

Ái (x) = x i ¡
nX

j =1

¡
(F 0(x)¡ 1) ij ¢Fj (x)

¢

@Ái

@xk
= ±ik ¡

nX

j =1

@
@xk

F 0(x)¡ 1
ij ¢Fj (x) ¡

nX

j =1

F 0(x)¡ 1
ij ¢

@Fj

@xk
(x)

Sei x¤ eine Nullstelle von F :

Á0(x¤) = I ¡ F 0(x¤)¡ 1 ¢F 0(x¤)
| {z }

= I

= 0

Falls F stetig di®erenzierbarist, dann ist Á eine Kontraktion in der Umgebungeiner Nullstelle x¤

von F .

Satz 5.5 (Bana ch 'scher Fixpunkt{Satz). Sei D ½ Rn abgeschlossenund Á : D ! D eine Kontrak-
tion bezÄuglich k ¢k mit Kontraktionszahl q. Dann

1. hat Á genaueinen Fixpunkt x¤ 2 D

2. konvergiert die Fixpunkt{Iteration (5-vi) gegenx¤ fÄur jedesx0 2 D
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5 Nichtlineare Gleichungssysteme

3. gelten folgendeAbschÄatzungen:

kx¤ ¡ xk k ·
qk

1 ¡ q
¢kx1 ¡ x0k a{priori{A bschÄatzung

kx¤ ¡ xk k ·
q

1 ¡ q
¢kxk ¡ xk ¡ 1k a{posteriori{A bschÄatzung

Bew eis: Wir beweisennur die Eindeutigkeit in (1).

Annahme: Es gibt zwei Fixpunkte x¤ 2 D und x 2 D mit x¤ 6= x.

kx¤ ¡ xk = kÁ(x¤) ¡ Á(x)k · q ¢kx¤ ¡ xk

) 1 · q Ã zu q < 1

¤

Beispiel 5.3. Finde x¤ 2
¡

¼
2 ; 3¼

2

¢
mit tan x¤ = x¤. Vergleiche dazu Abbildung 5.3.

PSfrag replacements

1
2 ¼ 3

2 ¼

f (x) = x

Abbildung 5.3: Abbildung zu Beispiel 5.3

Á(x) = tan x Á0(x) = 1 + tan2 x| {z }
¸ 0

¸ 1

Idee: Formuliere das Problem mit Á¡ 1:

x = tan x , x = tan(x ¡ ¼)

, x = arctan x + ¼

Finde x¤ 2
£

¼
2 ; 3¼

2

¤
mit ¼+ arctan x¤ = x¤.

Á(x) = ¼+ arctan x Á0(x) =
1

1 + x2
| {z }

< 1
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5.2 Fixpunkt{Iteration

) max
x 2 [ ¼

2 ; 3¼
2 ]

jÁ0(x)j < 1

) Á ist Kontraktion

Um den Bana ch schen Fixpunktsatz anwenden zu kÄonnen, mÄussenwir nun noch zeigen, dass Á eine
Selbstabbildung ist.

Á(R) =
h
¡

¼
2

+ ¼;
¼
2

+ ¼
i

=
·

¼
2

;
3¼
2

¸

) Á
µ·

¼
2

;
3¼
2

¸¶
½

·
¼
2

;
3¼
2

¸

Die VorraussetzungendesBana ch schen Fixpunktsatzes sind also erfÄullt

x0 = ¼ x3 = 4:4932

x1 = Á(x0) = ¼+ arctan(¼) = 4:4042 x4 = 4:4934

x2 = 4:4891

Satz 5.6 (Lok aler Kon vergenzsatz). Die Funktion Á : Rn ! Rn sei stetig di®erenzierbarund habe
einen Fixpunkt x¤ mit

kÁ0(x¤)k < 1

Dann gibt eseine abgeschlossenenUmgebungD von x¤, in der gilt:

(a) Á ist eine Kontraktion

(b) Á(D) ½ D

d.h. die Fixpunkt{Iteration (5-vi) konvergiert fÄur jedesx0 2 D gegenx¤.

Bemerkung: Mit diesemSatz kann man die lokale KonvergenzdesNewton {V erfahrenszeigen:

Á(x) = x ¡ F 0(x)¡ 1 ¢F (x)

x¤ Nullstelle von F ) kÁ0(x¤)k = 0

Bew eis:

(a) Die Funktion x 7! kÁ0(x)k ist stetig.

) 9± > 0 : kÁ0(x)k · q < 1 fÄur alle x 2 D := f x 2 Rn j kx ¡ x¤k · ±g

)
5:4

Á ist Kontraktion

(b) Sei y 2 D. Zu zeigen:Á(y) 2 D (D wie oben).

kÁ(y) ¡ x¤k = kÁ(y) ¡ Á(x¤)k · q ¢ky ¡ x¤k
| {z }

· ±

· q
|{z}
< 1

¢± < ±

) Á(y) 2 D

) Á(D) ½ D

¤
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5 Nichtlineare Gleichungssysteme
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6 Interp olation und Approximation

Uns liegt folgendeSituation vor:

Von der Funktion f : R ! R sind nur n diskrete Funktionswerte f (t i ) und eventuell noch
die zugehÄorigen Ableitungen f ( j ) (t i ) bekannt fÄur t i 2 R; i = 0; : : : ; n.

Es stellt sich nun die Frage nach einer
"
vernÄunftigen\ NÄaherung an f (t) fÄur t 62f t0; : : : ; tn g.

Aufgabe: Konstruiere eine mÄoglichst einfache Funktion ' : R ! R, die

' ( j ) (t i ) = f ( j ) (t i ) (In terpolation)

oder

k' ¡ f k ist
"
klein\ (Approximation)

erfÄullt. Dabei bedeutet
"
mÄoglichst einfach\ , dassdie Funktion ohneMÄuhe auf einemRechner ausfÄuhrbar

ist, z.B. eine Linearkombination von (stÄuckweisen) Polynomen, ein trigonometrisches Polynom, eine
Exponentialfunktion oder eine rationale Funktion. Zur Veranschaulichung des Unterschiedeszwischen
Approximations{ und Interpolations{Eigenschaft vergleiche auch Abbildung 6.1.

PSfrag replacements

t0 t1 t2 t3 t4

¡ ¼
2
¼
2

(a) In terp olation

PSfrag replacements

t0 t1 t2 t3 t4

¡ ¼
2
¼
2

(b) Appro ximation

Abbildung 6.1: Der Verlauf von f ist gestrichelt dargestellt. t0; : : : ; t4 und die dazugehÄorigen
Funktionswerte sind bekannt.

Bevor wir weitere Begri®eeinfÄuhren und uns der eben gestellten Aufgabe mathematisch nÄahern, sei auf
den starken PraxisbezugdieserProblemstellung hingewiesen,vor allem in den Bereichen

² der Logarithmentafeln (Berechnung von zusÄatzlichen Zwischenwerten { eher von historischem In-
teresse)

² der Computergraphik (ReprÄasentation geometrischer Objekte im Rechner)

² desCAD und CAM.

Wir nennen

² t i Knoten oder StÄutzstellen

² f ( j ) (t i ) StÄutzwerte.

Im Folgendenbetrachten wir nur den Fall j = 0.
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6 Interpolation und Approximation

6.1 Polynom{Interp olation

Gegeben:

f i = f (t i ); i = 0; : : : ; n mit t0 < t1 < ¢¢¢< tn

Gesucht:

P 2 ¦ n mit P(t i ) = f (t i ) i = 0; : : : ; n

Satz 6.1. Seien(t i ; f i ) 2 R2; i = 0; : : : ; n mit t i 6= t j fÄur i 6= j . Dann gibt esgenauein Polynom

P = P(f j t0; : : : ; tn ) 2 ¦ n mit P(t i ) = f i ; i = 0; : : : ; n

Bew eis:

1. Eindeutigkeit: SeienP; Q 2 ¦ n mit P(t i ) = f i = Q(t i ); i = 0; : : : ; n.

) ¢ := P ¡ Q 2 ¦ n und ¢( t i ) = 0; i = 0; : : : ; n

¢ ist also ein Polynom n{ten Gradeshat aber n + 1 Nullstellen.

) ¢ = 0

2. Existenz:

¦ n = spannf 1; t; : : : ; tn g (monomiale Basis)

) P(t) = an tn + ¢¢¢+ a1t1 + a01

Wir zeigennun, dassan bis a0 existieren.

P(t i ) = f i ; i = 0; : : : ; n

,

0

B
B
B
@

1 t0 t2
0 ¢¢¢ tn

0
1 t1 t2

1 ¢¢¢ tn
1

...
...

1 tn t2
n ¢¢¢ tn

n

1

C
C
C
A

| {z }
=: Vn 2 R( n +1 ;n +1)

0

B
B
B
@

a0

a1
...

an

1

C
C
C
A

=

0

B
B
B
@

f 0

f 1
...

f n

1

C
C
C
A

Vn hei¼tVandermond sche{Matrix. Aus (a) folgt N (Vn ) = f 0g, d.h. Vn ist injektiv

) V ¡ 1
n existiert

) (a0; : : : ; an )T = V ¡ 1
n ¢(f 0; : : : ; f n )T

¤

Die Bestimmung von P(f j t0; : : : ; tn ) aus obigem Schema ist jedoch zu aufwendig. Ein alternativ er
Ansatz zur Darstellung des Interpolationspolynoms besteht in der Verwendung einer anderen Basis {
der sogenannten Langrange {Basis f L n;k g0· k · n :

¦ n = spannf L n; 0; : : : ; L n;n g mit L n;k (t) :=
nY

j =0
j 6= k

t ¡ t j

tk ¡ t j
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6.1 Polynom{In terpolation

Dann ist L n;k ein Polynom n{ten Gradesmit der Interpolationseigenschaft

L n;k (t i ) =

(
1 fÄur k = i
0 sonst

Das Interpolationspolynom lÄasstsich nun wie folgt als Linearkombination der Langrange {Basis schrei-
ben:

P = P(f j t0; : : : ; tn ) =
nX

k=0

f k L n;k

denn esgilt

P(t i ) =
nX

k=0

f k L n;k (t i ) = f i 0 · i · n

d.h. die Interpolationseigenschaft ist erfÄullt.

Die direkte Auswertung diesesPolynoms an beliebigen Stellen t 6= t i ist jedoch recht aufwendig. Das
folgendeLemma verhilft uns statt dessenzu einer rekursiven Vorschrift, die eine e±ziente Berechnung
einessolchen Wertes P(t) erlaubt.

Lemma 6.2 (Lemma von Aitk en). Seien(t i ; f i ) 2 R2 mit t0 < t1 < ¢¢¢< tn . Dann gilt:

P(f j t0; : : : ; tn )( t) =
(t0 ¡ t)P(f j t1; : : : ; tn )( t) ¡ (tn ¡ t)P(f j t0; : : : ; tn ¡ 1)( t)

t0 ¡ tn

Beachte: P(f j t1; : : : ; tn ) und P(f j t0; : : : ; tn ¡ 1) sind Polynome (n ¡ 1){ten Grades; wir haben damit
die Auswertung einesPolynoms n{ten Gradesauf die Auswertung zweier Polynome (n ¡ 1){ten Grades
zurÄuckgefÄuhrt. Dies lÄasst sich wie bereits angedeutetrekursiv fortsetzen.

Bew eis: Um die ÄUbersichtlichkeit zu verbessernde¯nieren wir zunÄachst

Á :=
(t0 ¡ t)P(f j t1; : : : ; tn )( t) ¡ (tn ¡ t)P(f j t0; : : : ; tn ¡ 1)( t)

t0 ¡ tn

O®ensichtlich ist Á 2 ¦ n , d.h. ein Polynom vom Grad n.

Á(t0) =
¡ (tn ¡ t0)

t0 ¡ tn
f 0 = f 0

Die Interpolationseigenschaft an f 0 ist also erfÄullt. Analog gilt:

Á(tn ) = f n

Sei nun 1 · i · n ¡ 1

Á(t i ) =
(t0 ¡ t i )f i ¡ (tn ¡ t i )f i

t0 ¡ tn
= f i

Nach Satz 6.1 (Eindeutigkeit desInterpolationspolynoms) folgt die Behauptung. ¤

Bevor wir das endgÄultige Schema angeben, fÄuhren wir noch eine vereinfachendeNotation ein:

Sei t 2 R fest. Pik := P(f j t i ¡ k ; : : : ; t i )( t) i ¸ k

Es ist Pi 0 := f i und Pn;n = P(f j t0; : : : ; tn )( t)
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6 Interpolation und Approximation

Schema von Neville

Mit

Pi; 0 = f i i = 0; : : : ; n

Pi;k =
(t i ¡ k ¡ t)Pi;k ¡ 1 ¡ (t i ¡ t)Pi ¡ 1;k ¡ 1

t i ¡ k ¡ t i

= Pi;k ¡ 1 +
t ¡ t i

t i ¡ t i ¡ k
(Pi;k ¡ 1 ¡ Pi ¡ 1;k ¡ 1) i ¸ k

erhalten wir folgendesSchema

P0;0

&
P1;0 ! P1;1

...
. . .

Pn ¡ 1;0 ! ¢¢¢ ! Pn ¡ 1;n ¡ 1

&
Pn; 0 ! ¢¢¢ ! Pn;n ¡ 1 ! Pn;n

Beispiel 6.1. Interpolation desSinus mit

(t0; f 0) = (55±; sin55±); (t1; f 1) = (60±; sin60±); (t2; f 2) = (65±; sin65±)

Berechne P(f j t0; t1; t2)(62±):

t i sin t i

55± 0:8191520
&

60± 0:8660254 ! 0:8847748
& &

65± 0:9063078 ! 0:8821384 ! 0:8829293
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

& & &
70± 0:9396926 ! 0:8862768 ! 0:8829661 ! 0:8829465

Das Schema von Neville erlaubt es uns auch nachtr Äaglich weitere StÄutzpunkte einzufÄugen (wie hier
{ abgetrennt durch die gestrichelte Linie { geschehen), wobei das bisherige Schema davon unberÄuhrt
bleibt und ohneneu berechnet zu werdenzur Bestimmung der zusÄatzlichen Werte benutzt werdenkann.

Als nÄachsteswollen wir uns der Frage nach einer FehlerabschÄatzung widmen, um damit zu ÄuberprÄufen,
inwieweit die Polynominterpolation die Approximationseigenschaft (sieheAnfang diesesKapitels) erfÄullt.

Satz 6.3. Sei f 2 Cn +1 (a;b) und a = t0 < t1 < ¢¢¢< tn = b. FÄur t 2 [a;b] existiert ein ¿ = ¿(t) 2 (a;b),
so dass

f (t) ¡ P(f j t0; : : : ; tn )( t)
| {z }

In terp olationsfehler

=
f (n +1) (¿)
(n + 1)!

¢! (t)

mit

! (t) =
nY

j =0

(t ¡ t j ) Newton {P olynom

Beachte: der Interpolationsfehler ist bei den f i gleich 0, da ! (t i ) = 0.
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6.2 Splinesund Spline{Interpolation

Bew eis: Sei t 62f t0; : : : ; tn g (ansonstenist der Fehler ja 0). De¯niere

F (x) = f (x) ¡ P(f j t0; : : : ; tn )(x) ¡ K ¢! (x)

dann ist F 2 Cn +1 . Sei K = K (t) so bestimmt, dassF (t) = 0.

) F (t i ) = 0 i = 0; : : : ; n und F (t) = 0

d.h. F hat n + 2 Nullstellen. ) F 0 hat mindestensn + 1 Nullstellen (Satz von Rolle ).

) F 00hat mindestensn Nullstellen.
...

) F (n +1) hat mindestenseine Nullstelle in (a,b). DieseNullstelle sei ¿.

WegenP (n +1) (f j t0; : : : ; tn ) ´ 0 folgt

0 = F (n +1) (¿) = f (n +1) (¿) ¡ K (n + 1)!

) K =
f (n +1) (¿)
(n + 1)!

¤

Korollar 6.4. FÄur die Supremumsnorm kgk1 = supa· t · b jg(t)j gilt

kf ¡ P(f j t0; : : : ; tn )k1 · sup
¿2 [a;b]

jf (n +1) (¿)j
(n + 1)!

¢k! k1

FÄur festesn und f hÄangt der Fehler nur noch von der Lage der Knoten ab.

Die Tschebyscheff {Knoten minimieren k! k1 fÄur ein festesn.

Die Fragenach der Approximationseigenschaft der Polynominterpolation mussnegativ beantwortet wer-
den, denn esgilt folgender

Satz 6.5 (Satz von Faber). Zu jeder Folge f t (n )
0 ; : : : ; t (n )

n gn 2 N von Knoten in [a;b] existiert ein f 2
C(a;b), so dassP(f j t0; : : : ; tn ) fÄur n ! 1 nicht gleichmÄa¼igkonvergiert.

Abbildung 6.2 verdeutlicht diesesErgebnis mit Hilfe einesBeispiels.

6.2 Splines und Spline{Interp olation

Wie wir gesehenhaben ist die Polynominterpolation mit den Nachteilen

² starker Oszillation zwischen den StÄutzpunkten bei hÄoher Knotenzahl und

² fehlenderKonvergenz

behaftet. Wir wÄunschen uns jedoch eine interpolierende Kurv e, die glatt und ohne starke Oszillation
durch die StÄutzpunkte verlÄauft. Die im folgendenbeschriebeneSpline{Interpolation erreicht dies durch
die Verwendung lokaler Polynome niedrigen Grades, die an den StÄutzpunkten miteinander

"
verheftet\

werden.
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6 Interpolation und Approximation

PSfrag replacements

0

0:2

0:4

0:6

0:8

1

2 4¡ 2¡ 4

(a) 6 Knoten { o®ensichtlic h noch zu ungenau

PSfrag replacements

0

0:2
0:4

0:5

0:6
0:8

1

1:5

2

2

4¡ 2¡ 4

(b) 11 Knoten { gute Appro ximation um 0; stark e Oszilla-
tion an den RÄandern

Abbildung 6.2: Dargestellt sind die Interpolationspolynome fÄur 6 bzw 11 Äaquidistante Knoten der
Funktion f (x) = 1

1+ x 2 im Intervall [¡ 5; 5].

De¯nition 6.1. Sei ¢ = f t0; : : : ; t l +1 g ein Gitter von l + 2 Knoten mit a = t0 < t1 < ¢¢¢< t l +1 = b.

Ein Spline der Ordnung k mit k 2 N¸ 2 bezÄuglich ¢ ist eine Funktion s 2 Ck ¡ 2(a;b) mit

sj[t i ;t i +1 ] = pi i = 0; : : : ; l

wobei pi 2 ¦ k ¡ 1. Au¼erdemnennenwir Sk ;¢ den Raum aller Splines der Ordnung k bezÄuglich ¢.

Sk ;¢ ist ein reeller Vektorraum. Wir begeben uns also zunÄachst auf die Suche nach einer Basis. Es gilt
insbesondere

¦ k ¡ 1j[a;b] ½ Sk ;¢ fÄur jede Knotenmenge¢

Au¼erdementhÄalt Sk ;¢ noch die abgebrochenenPotenzen vom Grad k ¡ 1

(t ¡ t i )k ¡ 1
+ =

(
(t ¡ t i )k ¡ 1 fÄur t ¸ t i

0 sonst

PSfrag replacements

0
0:2
0:4
0:5
0:6
0:8

1
1:5

2
4

¡ 2
¡ 4

t0 t1 t2

t3

t4

Abbildung 6.3: AbgebrochenePotenzen.Beachte: die gestrichelte Linie ist nicht Element desSk ;¢ .

Satz 6.6. Die Monome und abgebrochenenPotenzen

B = f 1; t; : : : ; tk ¡ 1; (t ¡ t1)k ¡ 1
+ ; : : : ; (t ¡ t l )

k ¡ 1
+ g
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6.2 Splinesund Spline{Interpolation

bilden eine Basis von Sk ;¢ . Insbesonderegilt

dim Sk ;¢ = k + l

Diese Basis ist jedoch fÄur numerische Anwendungennicht geeignet,da die Basiselemente bei eng ge-
legenenKnoten fast linear abhÄangig sind, was in Zusammenhangmit Rundungsfehlern ein Problem
darstellt.

Spline{Interp olation

Interpoliere f : R ! R bezÄuglich der Knotenmenge¢ = f t0; : : : ; t l +1 g durch einen Spline aus Sk ;¢ .

FÄur k = 2 spricht man von linearen Splines. Lineare Splinessind stetige und in den Intervallen [t i ; t i +1 ]
linear verlaufendeFunktionen. FÄur S2;¢ gilt

dim S2;¢ = l + 2 = Anzahl der Knoten

Wir ¯nden also genaueinen Spline in S2;¢ der (t i ; f i ); i = 0; : : : ; l + 1 interpoliert.

PSfrag replacements

0
0:2
0:4
0:5
0:6
0:8

1
1:5

2
4

¡ 2
¡ 4

t0 t1 t2 t3 t4

Abbildung 6.4: Beispiel fÄur Interpo-
lation durch lineare Splines. Deut-
lich sind die

"
Knicke\ bei den Kno-

ten zu erkennen.

In vielen Anwendungen, insbesonderegra¯schen (CAD, CAM), spielen kubischeSplines der Ordnung
4 eine gewichtigere Rolle, da das menschliche Auge Unstetigkeiten in der zweiten Ableitung (also
Kr Äummung) noch wahrnimmt, weshalbzweimal stetig di®erenzierbareFunktionen als glatt empfunden
werden.

FÄur S4;¢ gilt

dim S4;¢ ¡ Anzahl Knoten = l + 4 ¡ (l + 2)

= 2

d.h. zwei Freiheitsgrade bleiben durch die Interpolationsbedingungenunbestimmt, was zusÄatzliche Be-
dingungennÄotig macht. Dies mussaber keinesfallsals Problem aufgefasstwerden;vielmehr erhalten wir
so die MÄoglichkeit weitere WÄunsche bezÄuglich desAussehensder Spline{Interpolation zu Äau¼ern.

De¯nition 6.2. Sei y : [a; b] ! R mit y 2 C2. Der Wert

· (t) :=
y00(t)

(1 + y0(t)2)
3
2

hei¼tKr Äummung von y in t.
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6 Interpolation und Approximation

PSfrag replacements
t j

t j ¡ 1

t j +1

t j +2

M j

M j ¡ 1

M j +1

M j +2

s00

M
r

y(x) = ln(x)

Abbildung 6.5: Schmiegekreisan den Graph von ln(x)

Dabei ist 1
· ( t ) gerade der Radius des Kr Äummungskreises(Schmiegekreises)im Punkt (t; y(t)) (ver-

gleiche Abbildung 6.5). Je kleiner · (t) desto gerader verlÄauft die Funktion. FÄur eine Gerade ist der
Kr Äummungsradiusgerade1 und entsprechend · (t) ´ 0.

Zur Vereinfachung betrachten wir jedoch fÄur jy0(t)j ¿ 1 die NÄaherung

· (t) =
y00(t)

(1 + y0(t)2)
3
2

¼ y00(t)

Beachte: Unter der genannten Vorraussetzungjy0(t)j ¿ 1 ist der Nenner des Bruches fast 1, was diese
NÄaherung rechtfertigt. Damit de¯niert

ky00k2
L 2 =

bZ

a

y00(t)2 dt

ein Ma¼fÄur die gesamte Kr Äummung von y Äuber [a;b].

Satz 6.7. s 2 S4;¢ interpoliere f in den Knoten ¢ = f t0; : : : ; t l +1 g . Sei y 2 C2(a;b) eine beliebige
andere interpolierendeFunktion von f bezÄuglich ¢, so dass

[s00(t) ¢(y0(t) ¡ s0(t)) ]t = b
t = a = 0

ist. Dann gilt:

ks00kL 2 < ky00kL 2

d.h. der interpolierendeSpline der Ordnung 4 ist hinsichtlich der Kr Äummung minimal.

Bew eis:

ky00k2
L 2 = ks00+ (y00¡ s00)k2

L 2

= ks00k2
L 2 + 2

bZ

a

s00(y00¡ s00) dt

| {z }
= A

+ ky00¡ s00k2
L 2

| {z }
> 0

> ks00k2
L 2 falls A = 0
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6.2 Splinesund Spline{Interpolation

Der Rest desBeweisesbesteht nun darin zu zeigen,dasstatsÄachlich A = 0 gilt. Mit partieller Integration
erhalten wir

A =
£
s00(y0 ¡ s0)

¤t = b
t = a| {z }

=0 nach Vor.

¡

bZ

a

s000(y0 ¡ s0) dt

s000ist stÄuckweisekonstant auf den Intervallen (t i ; t i +1 ) fÄur i = 0; : : : ; l :

s000(t) = di fÄur alle t 2 (t i ; t i +1 ), i = 0; : : : ; l

) A = ¡
lX

i =0

di

t i +1Z

t i

(y ¡ s)0 dt

= ¡
lX

i =0

di
£
y(t) ¡ s(t)

¤t = t i + i

t = t i

= 0

denn y(t i ) = f (t i ) = s(t i ), i = 0; : : : ; l + 1 (y und s interpolieren f !) ¤

Korollar 6.8. s 2 S4;¢ interpoliere f bezÄuglich ¢ = f t0; : : : ; t l +1 g. Au¼erdemerfÄulle s noch eine der
der folgendenRandbedingungen:

(i) s0(a) = f 0(a), s0(b) = f 0(b) (vollstÄandige Splineinterpolation)

(ii) s00(a) = s00(b) = 0 (natÄurliche Splineinterpolation)

(iii) s0(a) = s0(b); s00(a) = s00(b), falls f (b¡ a){p eriodisch ist (periodische Splineinterpolation)

Dann ist s eindeutig bestimmt. Jede andere interpolierendeFunktion y 2 C2(a;b), die im Falle von (i)
und (ii) denselben RandbedingungengenÄugt, erfÄullt

ks00kL 2 < ky00kL 2

Mit den zusÄatzlichen Randbedingungenhaben wir also insgesamt l + 4 Forderungenan s, wasgenauder
Dimension desSpline{RaumesS4;¢ entspricht.

Zur Approximationseigenschaft der vollstÄandigen Splineinterpolation gibt der folgendeSatz Auskunft.

Satz 6.9. Sei I 4f 2 S4;¢ der vollstÄandig interpolierende Spline der Funktion f 2 C4(a;b) bezÄuglich
¢ = f t0; : : : ; t l +1 g. Dann gilt:

kI 4f ¡ f k1 ·
5

384
h4kf (4) k1

mit h = max
0· i · l

jt i +1 ¡ t i j (maximale Schritt weite). Die FehlerabschÄatzung ist unabhÄangig von der Lage

der Knoten (im Gegensatzzur Splineinterpolation) und esgilt:

I 4f h! 0¡¡ ¡! f

Ein Beispiel fÄur die Konvergenzeigenschaft ¯ndet man in Abbildung 6.8 am Ende diesesKapitels. Inter-
poliert wurde dabei dieselbe Funktion wir in Abbildung 6.2.
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6 Interpolation und Approximation

Berechnung der interp olierenden Spline{F unktion

hj +1 := t j +1 ¡ t j ; j = 0; : : : ; l

M j := s00(t j ); j = 0; : : : ; l + 1

Wir nennenM j die Momente desSplines.Im folgendenwerden wir zeigen,wie man den Spline aus den
Momenten rekonstruieren kann.

sj = s
¯
¯
[t j ;t j +1 ] 2 ¦ 3 ) s00

j = s00̄̄
[t j ;t j +1 ] 2 ¦ 1

s00
j ist also eine a±n lineare Funktion.

PSfrag replacements

t jt j ¡ 1 t j +1 t j +2

M j

M j ¡ 1
M j +1

M j +2

s00

Abbildung 6.6: Momente desSplines

) s00
j (t) = M j ¢

t j +1 ¡ t
hj +1

+ M j +1 ¢
t ¡ t j

hj +1

Wir integrieren die lineare Funktion s00und erhalten

s0
j (t) = ¡ M j

(t j +1 ¡ t)2

2hj +1
+ M j +1 ¢

(t ¡ t j )2

2hj +1
+ A j (6-i)

und nach erneuter Integration

sj (t) = M j
(t j +1 ¡ t)3

6hj +1
+ M j +1 ¢

(t ¡ t j )3

6hj +1
+ A j (t ¡ t j ) + B j

mit den Integrationskonstanten A j und B j . Durch einsetzenvon t j und t j +1 in die Funktion sj erhÄalt
man die folgendenBedingungen

f j = s(t j ) = M j ¢
h2

j +1

6
+ B j j = 0; : : : ; l

sowie

f j +1 = s(t j +1 ) = M j +1 ¢
h2

j +1

6
+ A j hj +1 + B j j = 0; : : : ; l

Wir lÄosendie erste Gleichung nach B j auf, setzendas Ergebnis dann in die zweite Gleichung ein und
erhalten so

B j = f j ¡ M j
h2

j +1

6
und A j =

f j +1 ¡ f j

hj +1
¡

hj +1

6
¢(M j +1 ¡ M j ) (6-ii)
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6.2 Splinesund Spline{Interpolation

Andererseits hat sj die Darstellung

sj (t) = ®j + ¯ j (t ¡ t j ) + ° j (t ¡ t j )2 + ±j (t ¡ t j )3 (Taylor {Darstellung)

mit

®j = sj (t j ) = f j

¯ j = s0
j (t j ) = ¡ M j

hj +1

2
+ A j =

f j +1 ¡ f j

hj +1
¡

2M j + M j +1

6
hj +1

° j =
1
2

s00
j (t j ) =

1
2

M j

±j =
1
6

s000
j (t j ) =

1
6

(s00)0(t j ) =
1
6

M j +1 ¡ M j

hj +1

Damit ist s durch M j , f j und hj vollstÄandig ausgedrÄuckt. Die Darstellung eines Splines erfolgt im
Rechner Äubrigens Äublicherweisedurch die Speicherung der Werte ®j bis ±j .

Die Momente M j erhalten wir aus folgenderBedingung:

s0
j ¡ 1(t j ) = s0

j (t j ) (6-iii)

die sich aus der Forderung, dassdie Spline{Funktion an den
"
Verheftungsstellen\ stetig di®erenzierbar

sein muss,ergibt (vergleiche auch Abbildung 6.7).

PSfrag replacements

t jt j ¡ 1 t j +1

sj ¡ 1

sj

stetig di®erenzierbar

Abbildung 6.7: Stetig di®erenzierbare
"
Verheftung\ von sj ¡ 1 und sj .

ZunÄachst erinnern wir uns wieder an (6-i) und (6-ii) und erhalten fÄur die s0
j die Darstellung

s0
j (t) = ¡ M j ¢

(t j +1 ¡ t)2

2hj +1
+ M j +1 ¢

(t ¡ t j )2

2hj +1
+

f j +1 ¡ f j

hj +1
¡

hj +1

6
(M j +1 ¡ M j )

| {z }
A j

also speziell fÄur s0
j und s0

j ¡ 1 an der Stelle t j

s0
j ¡ 1(t j ) =

f j ¡ f j ¡ 1

hj
+

hj

3
M j +

hj

6
M j ¡ 1 und

s0
j (t j ) =

f j +1 ¡ f j

hj +1
¡

hj +1

3
M j ¡

hj +1

6
M j +1

51



6 Interpolation und Approximation

welche wir nach (6-iii ) gleichsetzenund umformen:

hj

6
M j ¡ 1 +

hj + hj +1

3
M j +

hj +1

6
M j +1 =

f j +1 ¡ f j

hj +1
¡

f j ¡ f j ¡ 1

hj
j = 1; : : : ; l (6-iv)

Somit haben wir fÄur die l + 2 Unbekannten M 0; : : : ; M l +1 insgesamt l Gleichungen zur VerfÄugung. Je
zwei weitere Bedingungenerhalten wir aus Korollar 6.8 (i) bis (iii).

zu (i): vollstÄandige Splineinterpolation

s0(a) = f 0(a) =: f 0
0 und s0(b) = f 0(b) =: f 0

l +1

Damit erhalten wir zwei zusÄatzliche Gleichungen:

s0
0(a) = ¡ M 0

h1

2
+

f 1 ¡ f 0

h1
¡

h1

6
(M 1 ¡ M 0) != f 0

0

und analog:

hl +1

6
M l +

hl +1

3
M l +1 = f 0

l +1 ¡
f l +1 ¡ f l

hl +1

zu (ii): natÄurliche Splineinterpolation

s00(a) = s00(b) = 0

) M 0 = M l +1 = 0

FÄuhren wir die Abk Äurzungen

¸ j =
hj +1

hj + hj +1
und ¹ j = 1 ¡ ¸ j =

hj

hj + hj +1

sowie

dj =
6

hj + hj +1

µ
f j +1 ¡ f j

hj +1
¡

f j ¡ f j ¡ 1

hj

¶
j = 1; : : : ; l

ein, so erhalten wir fÄur (6-iv) die Äubersichtlichere Darstellung

¹ j M j ¡ 1 + 2M j + ¸ j M j +1 = dj j = 1; : : : ; l

De¯nieren wir zusÄatzlich im Falle der Randbedingung (i)

¸ 0 = 1; d0 =
6
h1

µ
f 1 ¡ f 0

h1
¡ f 0

0

¶
; ¹ l +1 = 1; dl +1 =

6
hl +1

µ
f 0

l +1 ¡
f l +1 ¡ f l

hl +1

¶

und im Falle der Randbedingung (ii)

¸ 0 = d0 = 0; ¹ l +1 = dl +1 = 0

dann erhalten wir das Gleichungssystem
0

B
B
B
B
B
B
B
@

2 ¸ 0 0 ¢¢¢ 0

¹ 1
. . .

. . .
. . .

...

0
. . .

. . .
. . . 0

...
. . .

. . .
. . . ¸ l

0 ¢¢¢ 0 ¹ l +1 2

1

C
C
C
C
C
C
C
A

| {z }
= A l

¢

0

B
B
B
B
B
B
B
@

M 0
...
...
...

M l +1

1

C
C
C
C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
B
B
B
@

d0
...
...
...

dl +1

1

C
C
C
C
C
C
C
A
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6.3 Freiformkurven: Bezier {T echnik

A l ist regulÄar (da die kubische Spline{Interpolation mit Randbedingungen(i) oder (ii) eindeutig ist).
Au¼erdemgilt

¸ i ¸ 0; ¹ i ¸ 0; ¸ i + ¹ i = 1

) A ist diagonaldominant

) alle Eigenwerte sind echt grÄo¼er0

) die LR {Zerlegung existiert und ist stabil

Die letzte Feststellung lÄasst sich gewinnbringend verwenden, indem man im voraus die LR {Zerlegung
von A l berechnet und dann nur noch die rechte Seite Äandern muss.PSfrag replacements

t j

t j ¡ 1

t j +1

t j +2

M j

M j ¡ 1

M j +1

M j +2

s00

M
r

y(x) = ln(x)

0

0:2

0:4

0:6

0:8

1

2 4¡ 2¡ 4
¡ 0:2

(a) 5 Knoten { o®ensichtlic h noch zu ungenau

PSfrag replacements
t j

t j ¡ 1

t j +1

t j +2

M j

M j ¡ 1

M j +1

M j +2

s00

M
r

y(x) = ln(x)

0

0:2

0:4

0:6

0:8

1

2 4¡ 2¡ 4

¡ 0:2

(b) 11 Knoten { kein Unterschied mehr zwischen Spline und
f zu erkennen

Abbildung 6.8: Dargestellt sind die interpolierendenSplinefunktionen fÄur 5 bzw 11 Äaquidistante
Knoten der Funktion f (x) = 1

1+ x 2 im Intervall [¡ 5; 5].

6.3 Freiformkurven: Bezier {T echnik

Haben wir uns bei den bisher vorgestelltenVerfahren vor allem an mathematischen Forderungenwie der
Interpolationseigenschaft oder der Minim umseigenschaft hinsichtlich der Kr Äummung orientiert, sostehen
im Mittelpunkt diesesParagraphenvor allem geometrische Aspekte. Leitfaden wird dabei die Fragesein,
in welcher Weisewelche Parameter Form und ÄAsthetik der entstehendenKurv en beein°ussenkÄonnen.

So ist auch der
"
Er¯nder \ der hier vorgestellten Bezier {T echnik ein Ingenieur aus der Automobilindu-

strie, der sich mit computergestÄutztem Auto designbefasste.

De¯nition 6.3. Wir nennen eine Funktion P : [a;b] ! Rd polynomiale Kurve vom Grade n, falls P
von der Form

P(t) =
nX

i =0

ai t i

ist. ¦ d
n bezeichnet die Mengealler polynomialen Kurv en in Rd vom Grade n.
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6 Interpolation und Approximation

Bernstein {P olynome

Wir de¯nieren zunÄachst auf einem Intervall [a; b] eine Abbildung ' durch:

' :=

(
[a;b] ! [0; 1]
t 7! ' (t) := t ¡ a

b¡ a

' bildet also das Intervall [a; b] bijektiv auf [0; 1] ab.

Wir benÄotigen ' fÄur folgende

De¯nition 6.4. Das i {te Bernstein {Polynom B n
i 2 ¦ 1

n bezÄuglich [0; 1] ist de¯niert durch

B n
i (¸ ) =

µ
n
i

¶
(1 ¡ ¸ )n ¡ i ¸ i i = 0; : : : ; n

und allgemein das i {te Bernstein{Polynom B n
i (t; a; b) bezÄuglich dem Intervall [a; b] durch

B n
i (t; a; b) := B n

i (' (t))

=
1

(b¡ a)n

µ
n
i

¶
(t ¡ a) i (b¡ t)n ¡ i

Es gilt

1 = ((1 ¡ ¸ ) + ¸ )n =
nX

i =0

µ
n
i

¶
(1 ¡ ¸ )n ¡ i ¸ i

=
nX

i =0

B n
i (¸ ) fÄur alle ¸ 2 R

d.h. die Bernstein {P olynome bilden eine Zerlegungder 1 wie auch in Abbildung 6.9 zu erkennenist.

PSfrag replacements
t j

t j ¡ 1

t j +1

t j +2

M j

M j ¡ 1

M j +1

M j +2

s00

M
r

y(x) = ln(x)

0
0:2

0:2

0:4

0:4

0:6

0:6

0:8

0:8

1

1

2
4

¡ 2
¡ 4

¡ 0:2

B 4
0

B 4
1

B 4
2

B 4
3

B 4
4

b0
b1

b2
b3

P(t)
b1

0(t)
b1

1(t)
b1

2(t)
b2

0(t)

b2
1(t)

b3
0(t)

Abbildung 6.9: Bernstein Polynome fÄur n = 4

Weiterhin erkennenwir in Abbildung 6.9 eine Symmetrie zwischen B 4
0 und B 4

4 sowie zwischen B 4
1 und

B 4
3 ; dieseund weitere Eigenschaften nennt der folgende
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6.3 Freiformkurven: Bezier {T echnik

Satz 6.11. Es gelten

1. ¸ = 0 ist i {fache Nullstelle von B n
i .

2. ¸ = 1 ist (n ¡ i ){fache Nullstelle von B n
i .

3. B n
i (¸ ) = B n

n ¡ i (1 ¡ ¸ )

4. (1 ¡ ¸ )B n
0 = B n +1

0 und ¸B n
n = B n +1

n +1

5. B n
i (¸ ) ¸ 0 fÄur ¸ 2 [0; 1] und

P n
i =0 B n

i (¸ ) = 1 fÄur alle ¸ 2 R

6. B n
i hat in [0; 1] genauein Maximum und zwar bei ¸ = i

n

7. B n
i (¸ ) = ¸B n ¡ 1

i ¡ 1 (¸ ) + (1 ¡ ¸ )B n ¡ 1
i (¸ ) i = 1; : : : ; n fÄur alle ¸ 2 R

8. f B n
0 ; : : : ; B n

n g ist Basis von ¦ 1
n

Analoge Aussagengelten fÄur B n
i (t; a; b).

Wir wir gesehenhaben, bilden die Bernstein {P olynome eine Basis von ¦ d
n , d.h. jedes P 2 ¦ d

n lÄasst
sich darstellen als

P(t) =
nX

i =0

bi B n
i (t; a; b) bi 2 Rd

Die Koe±zienten bi hei¼enKontr oll{ oder Bezier {Punkte von P und der Streckenzugb0; : : : ; bn Bezier {
Polygon.

Die Besonderheitder Bezier {Darstellung liegt nun darin, dassdie Kontrollpunkte bi die geometrische
Gestalt der Kurv e bestimmen. Wir wollen im folgendenklÄaren auf welche Art und Weisedies geschieht.

De¯nition 6.5. Eine MengeK ½ Rd hei¼tkonvex, falls gilt

x; y 2 K ) ¸x + (1 ¡ ¸ )y 2 K fÄur alle ¸ 2 [0; 1]

d.h. mit zwei Punkten x; y 2 K liegt auch deren Verbindungsstrecke wieder in K .

Sei A ½ Rd beliebig. Die konvexeHÄulle

co(A) :=
\

f B 2 Rd j B ist konvex und A ½ B g

von A ist die kleinste konvexeMenge,die A enthÄalt.

Satz 6.12. Sei P 2 ¦ d
n ein Polynom in Bezier {Darstellung P =

P n
i =0 bi B n

i . Dann gilt

P(t) 2 co(f b0; : : : ; bn g) fÄur alle t 2 [a;b]

d.h. P([a;b]) liegt vollstÄandig in der konvexenHÄulle der Kontroll{Punkte.

Mit diesemSatz haben wir also erste Erkenntnisse darÄuber gewonnen, wie das Aussehender Bezier {
Kurv e von den Kontroll{Punkten bestimmt wird. Weitere Auskunft wird uns der folgendeSatz geben,
wofÄur wir aber zunÄachst eine zusÄatzliche De¯nition benÄotigen.

De¯nition 6.6. Zu P =
P n

i =0 bi B n
i de¯nieren wir die Teilpolynome bk

i 2 ¦ d
k durch

bk
i (t; a; b) :=

kX

j =0

bi + j B k
j (t; a; b)

d.h. bk
i wird durch die Bezier {Punkte bi ; : : : ; bi + k bestimmt.
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6 Interpolation und Approximation

Satz 6.14. Sei P =
P n

i =0 bi B n
i ein Polynom in Bezier {Darstellung. Dann gilt fÄur die k{te Ableitung

von P:

P (k ) (t) =
1

(b¡ a)k ¢
n!

(n ¡ k)!
¢ k bn ¡ k

0 (t) k = 0; : : : ; n

mit

¢ bk
i := bk

i +1 ¡ bk
i ; ¢ k = ¢(¢ k ¡ 1)

also beispielsweise

¢ 2bk
i = ¢( bk

i +1 ¡ bk
i ) = bk

i +2 ¡ 2bk
i +1 + bk

i

Wir kÄonnen also die Ableitung mittels Di®erenzenberechnen.

Speziell ist die Ableitung an den Randpunkten gegeben durch

P (k ) (a) =
1

(b¡ a)k ¢
n!

(n ¡ k)!
¢ k b0

P (k ) (b) =
1

(b¡ a)k ¢
n!

(n ¡ k)!
¢ k bn ¡ k

und damit bis zur ersten Ableitung

P(a) = b0 P(b) = bn

P0(a) =
n

b¡ a
(b1 ¡ b0) P0(b) =

n
b¡ a

(bn ¡ bn ¡ 1)

Stellen wir unserebisherigenKenntnisse Äuber die Gestalt der Bezier {Kurv e zusammen:

1. Nach Satz 6.11 fallen o®ensichtlich Anfangs{ und Endpunkt der Bezier {Kurv e und desBezier {
Polygons zusammen.

2. In Satz 6.12 haben wir gesehen,dassdie Bezier {Kurv e vollstÄandtig in der konvexen HÄulle der
Kontroll{Punkte liegt.

3. Und schlie¼lich gab uns Satz 6.14 und die sich daraus ergebenden Folgerungenden Hinweis auf
das Zusammenfallender Tangenten mit den Randstrecken in den Randpunkten.

Nun wollen wir aber auch endlich einen Blick auf eine
"
echte\ Bezier {Kurv e werfen:
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6.3 Freiformkurven: Bezier {T echnik

PSfrag replacements
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Abbildung 6.10: Bezier {Kurv e mit Bezier {P olynom
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Abbildung 6.11: Bezier {Kurv e mit sÄamtlichen Teil{P olynomen
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6 Interpolation und Approximation

Algorithmus von Castelja u

Der Algorithm us von Castelja u wird uns

1. eine schnelle Auswertung von P(t) und

2. eine Approximation von f P(t) j t 2 [a;b]g durch PolygonzÄuge

ermÄoglichen. Die zweite Eigenschaft prÄadestiniert diesesVerfahren fÄur den Computereinsatz, da sich so
die entstehendeKurv e sehr e±zient berechnen und darstellen lÄasst.

Lemma 6.15. Die Teilpolynome bk
i erfÄullen

bk
i (t) = (1 ¡ ' (t))bk ¡ 1

i (t) + ' (t)bk ¡ 1
i +1 (t)

fÄur k = 0; : : : n und i = 0; : : : ; n ¡ k.

Dies ist das Analogon zum Lemma von Aitken fÄur Bezier {P olynome.

Wegenb0
i (t) = bi kÄonnen wir also P(t) aus f b0; : : : ; bn g nach folgendemSchema rekursiv berechnen:

bn = b0
n

&
bn ¡ 1 = b0

n ¡ 1 ! b1
n ¡ 1

...
. . .

b1 = b0
1 ! ¢¢¢ ! bn ¡ 1

1
&

b0 = b0
0 ! ¢¢¢ ! bn ¡ 1

0 ! bn
0

# #
P0(t) P(t)

Nach Satz 6.14 stellen die
"
Zwischenprodukte\ bk

i die Ableitungen von P dar. In den Teilpolynomen
sind also tatsÄachlich sÄamtliche geometrischen Informationen zu P enthalten.
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7 Diskrete Fouriertransfo rmation

Die diskrete Fouriertransformation (DFT) Dn : Cn ! Cn ist de¯niert durch

(Dn f ) j =
1
n

n ¡ 1X

k=0

f k ! ¡ j k
n

mit

! n = e
i 2¼

n = cos
µ

2¼
n

¶
+ i ¢sin

µ
2¼
n

¶
n{te Einheitswurzel

! j
n = e

i 2¼j
n

Bemerkung: In diesemAbschnitt beginnt der Index von Matrizen und Vektoren bei 0.

Matrixdarstellung:

Dn =
1
n

0

B
B
B
@

1 1 ¢¢¢ 1
1 ! ¡ 1

n ¢¢¢ ! ¡ (n ¡ 1)
n

...
...

...
1 ! ¡ (n ¡ 1)

n ¢¢¢ ! ¡ (n ¡ 1)( n ¡ 1)
n

1

C
C
C
A

Satz 7.1. FÄur die Matrixdarstellung der diskreten Fouriertransformation gilt die Beziehung

D ¡ 1
n = nDn

Mit Satz 7.1 erhalten wir:

f = D ¡ 1
n Dn f =

n ¡ 1X

j =0

(Dn f ) j wj

wobei

wj =
³

1; ! j
n ; ! 2j

n ; : : : ; ! (n ¡ 1) j
n

´ T
2 Cn

Mit j nimmt die Anzahl der Oszillationen in wj zu, d.h. die FrequenzerhÄoht sich.

In terpretation:

(Dn f ) j misst, wie stark die Schwingung wj in f enthalten ist.

Die diskrete Fourier Transformation fÄuhrt eineSpektralanalysedurch. Sieist zentrales Werk-
zeug fÄur die moderne Kommunikation{ und Nachrichtentechnik und kommt z.B. bei der
Bildk omprimierung (JPEG) zum Einsatz.
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7 Diskrete Fouriertransformation

7.1 Fast Fourier{T ransformation (FFT)

Eine direkte Auswertung von Dn f erfordert n2 komplexe Multiplik ationen. Um diesen Aufwand zu
reduzierenfaktorisieren wir Dn in

Dn =
1
n

Ap ¢: : : ¢A1PT
n fÄur n = 2p

hierbei ist Pn eine Permutation und A j 2 C(n;n ) eine komplexeMatrix, in der genauzwei Eintr Äagepro
Zeile nicht 0 sind { und davon wiederum ist einer genau1. Daher mÄussenwir fÄur die Auswertung von
Dn f Äuber die Faktorisierung

n ¢logn = n ¢p

komplexeMultiplik ationen durchfÄuhren.

Um uns fÄur die nun folgendenBetrachtungen Schreibarbeit zu sparende¯nieren wir

fDn = n ¢Dn

Wir betrachten die Faktorisierung von fDn nun zunÄachst am Beispiel von n = 4:

fD4 =

0

B
B
@

1 1 1 1
1 ¡ i ¡ 1 i
1 ¡ 1 1 ¡ 1
1 i ¡ 1 ¡ i

1

C
C
A ; ¦ 4 =

0

B
B
@

1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

1

C
C
A

¦ 4 ist eine Permutation, die zuerst die geradenund dann die ungeradenIndizes anordnet.

fD4 ¢¦ 4 =

0

B
B
@

1 1 1 1
1 ¡ 1 ¡ i i
1 1 ¡ 1 ¡ 1
1 ¡ 1 i ¡ i

1

C
C
A au¼erdem fD2 =

µ
1 1
1 ¡ 1

¶

) fD4 =
µ

I 2 ­ 2

I 2 ¡ ­ 2

¶
¢

Ã
fD2 O
O fD2

!

¢¦ T
4 (7-i)

mit I 2 = diag(1; : : : ; 1) 2 R( l ;l ) und ­ 2 =
µ

1 0
0 ¡ i

¶
= diag(1; ! ¡ 1

4 ).

Die allgemeineVersion von (7-i) drÄuckt fDn durch gD n
2

aus.

¦ n : Cn ! Cn ; n = 2m

w = ¦ T
n ¢v , w = (v0; v2; : : : ; vn ¡ 2; v1; v3; : : : ; vn ¡ 1)T

Satz 7.2. Sei n = 2m und ­ m = diag
³

1; ! ¡ 1
n ; ! ¡ 2

n ; : : : ; ! ¡ (m ¡ 1)
n

´ T
wobei ! n = e

i 2¼
n . Dann gilt

fDn =
µ

I m ­ m

I m ¡ ­ m

¶
¢

Ã
gDm O
O gDm

!

¢¦ T
n

Die Matrizen Bn :=
µ

I m ­ m

I m ¡ ­ m

¶
hei¼en

"
Butter°y{Matrizen \ . Dieser ungewÄohnliche Name resultiert

aus dem Bild, das sich bei Multiplik ation einer solchen Matrix mit einem Vektor ergibt.
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7.1 Fast Fourier{T ransformation (FFT)

(a) Die acht Elemente des Vektors (b) Ein Schmetterling

Abbildung 7.1: Ergebnis der Anwendung von B8

Die oberen Punkte sollen von links nach rechts gelesendie Elemente des Vektors vor und die unteren
Punkte die Elemente desVektors nach der Multiplik ation mit einer solchen Butter°y{Matrix darstellen.
Die Pfeile geben an, aus welchen Elementen desOrginal{V ektors die jeweiligen Elemente desErgebnis{
Vektors gewonnen werden. Mit etwas Fantasie erkennt man die rechts abgebildete Figur, die einem
Schmetterling Äahnelt.

Satz 7.3 (Co oley{T uk ey Basis 2 Faktorisierung). Sei n = 2p; p 2 N. Dann ist

fDn = A (p)
p ¢: : : ¢A (p)

1 ¢PT
n (7-ii)

mit

P2 = I 2; Pn = ¦ n ¢
µ

P n
2

O
O P n

2

¶
und A (p)

j = blockdiag(B2j ; : : : ; B2j
| {z }

2p ¡ j Bl Äocke

) =

0

B
@

B2j

. . .
B2j

1

C
A

mit den Butter°y{Matrizen B2j fÄur j = 1; : : : ; p.

Dies ist also geradedie rekursive Anwendung von Satz 7.2.

Eine Realisierungvon Dn f basierendauf der Faktorisierung (7-ii) hei¼tCooley{Tuckey {Algorithm us.

Aspekte des CT{Algo rithmus

Der Cooley{Tuckey {Algorithm us verlÄauft in zwei Phasen:

1. der Permutationsphaseund

2. der Multiplik ationsphase,

die wir nun getrennt besprechen wollen.

Permutationsphase

Wir versuchen eine allgemeineFormel fÄur die Wirkungsweiseder Permutationen P T
n zu gewinnen und

betrachten dazu zunÄachst folgendeBeispiele:

PT
8 f = (f 0; f 4; f 2; f 6; f 1; f 5; f 3; f 7)T und
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7 Diskrete Fouriertransformation

PT
16f = (f 0; f 8; f 4; f 12; f 2; f 10; f 6; f 14; f 1; f 9; f 5; f 13; f 3; f 11; f 7; f 15)T

Betrachtet man bei P T
16f das Elemente f 12 an der Position 3 und f 5 an der Position 10, so stellt man

folgendeEigenschaft fest:

Index 12 = 11002 Index 5 = 01012

Position 3 = 00112 Position 10 = 10102

d.h. die BinÄar{Darstellung der Position entspricht gerade der Spiegelungder BinÄar{Darstellung des
Index.

Satz 7.4. Sei n = 2p. Die Funktion r n : f 0; : : : ; n ¡ 1g ! f 0; : : : ; n ¡ 1g sei de¯niert durch

¡
PT

n f
¢

k = f r n (k )

d.h. r n gibt an, welcher Eintrag desOrginal{V ektors an der k{ten Stelle despermutierten Vektors steht.
Dann gilt

r n (2p¡ 1bp¡ 1 + 2p¡ 2bp¡ 2 + ¢¢¢+ 2b1 + b0) = 2p¡ 1b0 + 2p¡ 2b1 + ¢¢¢+ 2bp¡ 2 + bp¡ 1

fÄur bj 2 f 0; 1g und j = 0; : : : ; p ¡ 1. Deshalb hei¼tPn auch Bitspiegelung.

Multiplik ationsphase

Sei BL die Butter°y{Matrix der Ordnung L = 2L ¤.

y = BL z ,
µ

yo

yu

¶
=

µ
zo + ­ L ¤ zu

zo ¡ ­ L ¤ zu

¶

mit y =
µ

yo

yu

¶
; z =

µ
zo

zu

¶
fÄur zo; zu ; yo; yu 2 CL ¤ , d.h. wir spalten die Vektoren z 2 CL in eine obere

(Index o) und eine untere HÄalfte (Index u) und erhalten so durch Multiplik ation mit BL (man erinnere
sich an die spezielle Form der Butter°y{Matrizen) wieder ein

"
zweigespaltenes\ Ergebnis, das zu y

zusammengesetztwird.

Wir betrachten nur die Anwendung von A (p)
j auf x 2 Cn fÄur n = 2p.

y = A (p)
j x , yL £ r = BL xL £ r L = 2j ; r = 2p¡ j

mit yL £ r ; xL £ r 2 C(L;r ) .

(xL £ r ) j k = xkL + j xL £ r =

0

B
@

x0 xL ¢¢¢ x ( r ¡ 1)L
...

...
xL ¡ 1 x2L ¡ 1 ¢¢¢ x r L ¡ 1

1

C
A

wir haben also den Vektor x in insgesamt r StÄucke der HÄohe L gespaltenund dieseTeile als Spalten
in die Matrix xL £ r geschrieben. Da A (p)

j geradeaus r = 2p¡ j auf der Diagonalen liegendenButter°y{
Matrizen BL besteht (wÄahrendalle anderenEintr Äage0 sind), lÄasstsich die Matrix{V ektor{Multiplik ation
y = A (p)

j x durch die Matrix{Multiplik ation yL £ r = BL xL £ r und anschlie¼endesUntereinanderschreiben
der Spalten von yL £ r beschreiben (die untereinandergeschriebenenSpalten von yL £ r ergeben dann das
gesuchte y).
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7.1 Fast Fourier{T ransformation (FFT)

CT{Algo rithmus

Sei f 2 Cn ; n = 2p

f : = 1
n PT

n f / ¤ B i t sp i egel ung ¤/

f o r j = 1 t o p do
L := 2j ; r : = n

L ; L ¤ : = L
2

5

f o r q = 0 t o L ¤ ¡ 1 do
! := cos(2¼q

L ) ¡ i sin( 2¼q
L )

f o r k = 0 t o r ¡ 1 do
10 ¿ := ! ¢f kL + q+ L ¤

f kL + q+ L ¤ : = f kL + q ¡ ¿
f kL + q : = f kL + q + ¿

end
end

15 end

Ohne Permutation und Berechnung von ! sind

1
2

n ld n

komplexeMultiplik ationen auszufÄuhren, was eine erhebliche VerbesserunggegenÄuber der direkten Aus-
wertung von Dn f darstellt (n2 komplexeMultiplik ationen).
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7 Diskrete Fouriertransformation
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8 Numerische Quadratur

Ziel ist die Berechnung desRiemann {In tegrals

I (f ) :=

bZ

a

f (t) dt = I b
a(f )

wenn keine Stammfunktion von f bekannt ist oder ohnehin nur diskrete Funktionswerte vorliegen.

Die zahlenmÄa¼igeBestimmung von I (f ) hei¼tnumerische Integration oder numerischeQuadratur.

Quadraturfo rmel

Wir fassendie Integration als Funktion auf und erhalten somit die Abbildung

I :

(
C(a;b) ! R
f 7! I (f )

DieseAbbildung ist

1. linear : I (®f + ¯ g) = ®I (f ) + ¯ I (g) fÄur alle f ; g 2 C(a;b) und ®; ¯ 2 R

2. positiv : f ¸ 0 ) I (f ) ¸ 0

3. additiv : Sei ¿ 2 [a;b]. Dann gilt I (f ) = I ¿
a (f ) + I b

¿(f )

Ziel der numerischen Quadratur ist die Kontruktion positiver Linearformen

bI : C(a;b) ! R; f 7! bI (f )

mit der Eigenschaft

bI (f ) ¡ I (f ) ist
"
klein\

De¯nition 8.1. Eine Quadraturformel bI zur Berechnung von
Rb

a f (t) dt hat die Form

bI (f ) := (b¡ a)
nX

i =0

¸ i f (t i )

mit den Knoten t0; : : : ; tn und den Gewichten ¸ 0; : : : ; ¸ n wobei
P n

i =0 ¸ i = 1 ist.

Mit der Forderung
P n

i =0 ¸ i = 1 ist sichergestellt, dass

bI (1) = I (1) = b¡ a

gilt, konstante Funktionen also exakt integriert werden.

Au¼erdemgilt

bI ist positiv , ¸ i ¸ 0 fÄur i = 0; : : : ; n
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8 Numerische Quadratur

Newton{Cotes{F ormeln

bI n (f ) :=

bZ

a

P(f j t0; : : : ; tn )( t) dt a = t0 < t1 < ¢¢¢< tn = b

P(f j t0; : : : ; tn ) =
nX

i =0

f (t i )L n;i (t) L n;i Langrange {P olynome zu t0; : : : ; tn

) bI n (f ) = (b¡ a)
nX

i =0

0

B
B
B
B
B
@

1
b¡ a

bZ

a

L n;i (t) dt

| {z }
= ¸ n;i

¢f (t i )

1

C
C
C
C
C
A

Die ¸ n;i hÄangennur von den Knoten ab { nicht von f.
bI n ist exakt fÄur Polynome bis zum Grad n

bI n (P) = I (P) fÄur alle P 2 ¦ n

Lemma 8.2. Zu n + 1 paarweiseverschiedenenKnoten t0; : : : ; tn gibt esgenaueeine Quadraturformel

bI (f ) = (b¡ a)
nX

i =0

¸ i f (t i )

die fÄur alle P 2 ¦ n exakt ist.

Bew eis: Die Existenz einer solchen Quadraturformel haben wir bereits gezeigt,bleibt noch die Eindeu-
tigkeit:

L n;i seiendie La grange {P olynome bezÄuglich t0; : : : ; tn .

I (L n;i ) = bI (L n;i ) = (b¡ a)
nX

j =0

¸ j L n;i (t j )
| {z }

= ±ij

= (b¡ a)¸ i

) ¸ i =
1

b¡ a
I (L n;i ) =

1
b¡ a

bZ

a

L n;i (t) dt

¤

Bei Äaquidistanten Knoten t i = a + ih mit der Schritt weite h = b¡ a
n , i = 0; : : : ; n, hei¼endie oben

konstruierten Quadraturformeln Newton{Cotes {Formeln. Ihre Gewichte sind

¸ n;i =
1

b¡ a

bZ

a

nY

j =0
j 6= i

t ¡ t j

t i ¡ t j
dt

Durch die Subsitution s := t ¡ a
h erhalten wir die Darstellung

¸ n;i =
1
n

nZ

0

nY

j =0
j 6= i

s ¡ j
i ¡ j

ds

die die UnabhÄangigkeit desIntegralwertes vom Integrations{In tervall [a; b] erkennenlÄasst. Es reicht also
aus Die Gewichte ein einzigesMal zu berechnen. In der folgendenTabelle sind diesebis zur Ordnung
n = 4 dargestellt.
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n Gewichte Fehlerdarstellung Name

1 1
2

1
2

h3

12 f 00(¿) Trapez{Regel

2 1
6

4
6

1
6

h5

90 f (4) (¿) Simpson{Regel, Kepler sche Fa¼regel

3 1
8

3
8

3
8

1
8

3h5

80 f (4) (¿) Newton sche 3
8 {Regel

4 7
90

32
90

12
90

32
90

7
90

8h7

945 f (6) (¿) Milne {Regel

Die Gewichte sind allesamt rationale Zahlen, wird doch ein Polynom mit rationalen Koe±zienten Äuber
eine ganzeZahl integriert. Au¼erdemsind sie bis zur Ordnung n = 7 positiv, ab n ¸ 8 Äandert sich dies
jedoch, weshalbhÄohereOrdnungnen nur selten zur Anwendung kommen.

In der Tabelle haben wir bereits einen Fehler angegeben, der abhÄangig ist von der Schritt weite h und
einem ¿ 2 [a;b]. FÄur die ersten beiden Formeln werden wir die Fehlerdarstellung nun beweisen.

Lemma 8.3. Sei f 2 C2(a;b). Dann gilt fÄur die Trapezregel

T(f ) =
b¡ a

2
(f (a) + f (b))

die Fehlerdarstellung

T(f ) ¡ I (f ) =
h3

12
f 00(») h = b¡ a

fÄur ein » 2 [a;b] wobei I (f ) der exakte Integralwet von f Äuber [a;b] ist.

Bevor wir den Beweis angehen,sei noch kurz an den Mittelw ertsatz der Integralrechnung erinnert:

Seienf ; ' auf [a;b] stetige Funktionen wobei ' ¸ 0 oder ' · 0 (' wechselt also das Vorzeichen nicht).
Dann gilt

bZ

a

f (x)' (x) dx = f (») ¢

bZ

a

' (x) dx fÄur ein » 2 [a;b]

Bew eis: Sei P = P(f j a; b) 2 ¦ 1. Nach Satz 6.3 (FehlerabschÄatzung fÄur Interpolationspolynome) gilt
dann

f (t) = P(t) +
1
2

f 00(¿(t))( t ¡ a)( t ¡ b)

) I (f ) = T(f ) +
1
2

bZ

a

f 00(¿(t)) (t ¡ a)( t ¡ b)
| {z }

· 0

dt

MWS) I (f ) = T(f ) +
1
2

f 00(»)

bZ

a

(t ¡ a)( t ¡ b) dt

| {z }
= ¡ ( b¡ a ) 3

6

¤
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8 Numerische Quadratur

Lemma 8.4. Die Kepler sche Fa¼regel

S(f ) =
b¡ a

6

µ
f (a) + 4f

µ
a + b

2

¶
+ f (b)

¶

ist auch fÄur Polynome vom Grad n = 3 exakt. FÄur f 2 C4(a;b) gilt mit h = b¡ a
2 die Fehlerdarstellung

S(f ) ¡ I (f ) =
f (4) (»)

90
h5

fÄur ein » 2 [a;b].

Bew eis: Sei Q 2 ¦ 3 beliebig und P = P(Q j a; a+ b
2 ; b) 2 ¦ 2.

) Q(t) = P(t) +
Q000(¿(t))

6| {z }
=: ° =const

(t ¡ a)( t ¡
a + b

2
)( t ¡ b)

| {z }
=: ! ( t )

)

bZ

a

Q(t) =

bZ

a

P(t) dt

| {z }
= S(Q)

+ ° ¢

bZ

a

! (t) dt

Wir mÄussennur noch zeigen, dass
Rb

a ! (t) dt = 0 ist. Dazu nÄutzen wir aus, dass ! (t) bezÄuglich des
Intervall{Mittelpunktes eine ungeradeFunktion ist und setzenx = 2t ¡ a¡ b

b¡ a

)

bZ

a

! (t) dt = K (a;b)

1Z

¡ 1

(x ¡ 1)x(x + 1)
| {z }

ungerade

dx = 0

)

bZ

a

Q(t) dt = S(Q)

¤

Zusammengesetze Formeln

Die Quadraturformel in der bisherigen Form ist wenig °exib el. FÄur gro¼eIntervalle wÄaren Quadratur-
formeln hoher Ordnung nÄotig, was wir aus den angegebenen GrÄunden jedoch vermeiden wollen. Eine
LÄosungbesteht nun darin, ein solchesIntervall in kleine Teilintervalle zu zerlegen,auf denendann wieder
Quadraturformeln niedriger Ordnung zur Anwendung kommen kÄonnen.

Wie das mit Verwendung der Trapez{Regel funktioniert gibt das folgendeLemma an.

Lemma 8.5. Sei h = b¡ a
n und t i = a + ih , i = 0; : : : ; n. Dann hat die Trapezsumme

T(h) = h ¢

Ã
1
2

(f (a) + f (b)) +
n ¡ 1X

i =1

f (t i )

!

fÄur f 2 C2(a;b) den Fehler

T(h) ¡

bZ

a

f (x) dx =
b¡ a

12
h2f 00(¿)

fÄur ein ¿ 2 [a;b].

68



Bew eis: Ti = h
2 (f (t i ¡ 1) + f (t i )) bezeichne die TrapezregelbezÄuglich [t i ¡ 1; t i ] fÄur i = 1; : : : ; n.

T(h) =
nX

i =1

Ti

T(h) ¡

bZ

a

f (x) dx =
nX

i =1

0

@Ti ¡

t iZ

t i ¡ 1

f (x) dx

1

A

| {z }
Fehler der Trap ezregel

8:3=
nX

i =1

µ
h3

12
f 00(¿i )

¶

=
b¡ a

12
h2 ¢

1
n

nX

i =1

f 00(¿i )

mit ¿i 2 [t i ¡ 1; t i ]. Da

min
t 2 [a;b]

f 00(t) ·
1
n

nX

i =1

f 00(¿i ) · max
t 2 [a;b]

f 00(t)

ist, gibt esnach dem Zwischenwertsatz fÄur stetige Funktionen ein ¿ 2 [a;b] mit

f 00(¿) =
1
n

nX

i =1

f 00(¿i )

¤

PSfrag replacements
t j

t j ¡ 1

t j +1

t j +2

M j

M j ¡ 1

M j +1

M j +2

s00

M
r

y(x) = ln(x)

0
0:2
0:4
0:6
0:8

1
2
4

¡ 2
¡ 4

¡ 0:2
B 4

0
B 4

1

B 4
2

B 4
3

B 4
4

b0
b1

b2
b3

P(t)
b1

0(t)
b1

1(t)
b1

2(t)
b2

0(t)

b2
1(t)

b3
0(t)

ba

(a) Mit Trapezsumme

PSfrag replacements
t j

t j ¡ 1

t j +1

t j +2

M j

M j ¡ 1

M j +1

M j +2

s00

M
r

y(x) = ln(x)

0
0:2
0:4
0:6
0:8

1
2
4

¡ 2
¡ 4

¡ 0:2
B 4

0
B 4

1

B 4
2

B 4
3

B 4
4

b0
b1

b2
b3

P(t)
b1

0(t)
b1

1(t)
b1

2(t)
b2

0(t)

b2
1(t)

b3
0(t)

ba

(b) Mit Trapezregel

Abbildung 8.1: Beispiel zur Trapezsummeaus Lemma 8.5

ZusÄatzlich wollen wir noch die zusammengesetzteSimpson{Formel studieren.

Sei n gerade(d.h die Anzahl der Knoten ist ungerade)und Si die Simpson{Regel bezÄuglich [t2i ; t2i +2 ],
i = 0; : : : ; n

2 ¡ 1. Die zusammengesetzeSimpson{Regel hat die Form

S(h) :=

n
2 ¡ 1X

i =0

2h
6

(f (t2i ) + 4f (t2i +1 ) + f (t2i +2 ))

=
h
3

(f (a) + 4f (a + h) + 2f (a + 2h) + : : : + 2f (b¡ 2h) + 4f (b¡ h) + f (b))

69



8 Numerische Quadratur

Wie im Beweis von Lemma 8.5 zeigt man die Fehlerdarstellung

S(h) ¡

bZ

a

f (x) dx =
b¡ a
180

h4f (4) (»)

fÄur ein » 2 [a;b], falls f 2 C4(a;b).

PSfrag replacements
t j

t j ¡ 1

t j +1

t j +2

M j

M j ¡ 1

M j +1

M j +2

s00

M
r

y(x) = ln(x)

0
0:2
0:4
0:6
0:8

1
2
4

¡ 2
¡ 4

¡ 0:2
B 4

0
B 4

1

B 4
2

B 4
3

B 4
4

b0
b1

b2
b3

P(t)
b1

0(t)
b1

1(t)
b1

2(t)
b2

0(t)

b2
1(t)

b3
0(t)

ba

(a) Zusammengesetzte Simpson{F ormel
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t j

t j ¡ 1

t j +1

t j +2

M j

M j ¡ 1

M j +1

M j +2

s00

M
r

y(x) = ln(x)

0
0:2
0:4
0:6
0:8

1
2
4

¡ 2
¡ 4

¡ 0:2
B 4

0
B 4

1

B 4
2

B 4
3

B 4
4

b0
b1

b2
b3

P(t)
b1

0(t)
b1

1(t)
b1

2(t)
b2

0(t)

b2
1(t)

b3
0(t)

ba

(b) Simpson{F ormel

Abbildung 8.2: Beispiel zur zusammengesetzenSimpson{Formel
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