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Kapitel 1

Einfiihrung und Motivation

1.1 Was ist Numerik?

Die Probleme in der Numerik kommen meist aus der Anwendung. Die abstrakt mathema-
tisch formulierte Problemstellung ist aus der zentralen Anwendungsfragestellung abgelei-
tet.

Grundfragen der Numerik:

1. Wie?
Antwort: Algorithmus zur Losung des gegebenen Problems.

2. Wie gut?
Typisch fiir die Numerik sind Approximationen. Die Ergebnisse sind daher fehler-
behaftet. Die Numerik macht quantitative Aussagen iiber die Fehler und damit die
Zuverlassigkeit der Ergebnisse.
Antwort: Abschitzung.

3. Wie schnell?
Die Frage der Komplexitit von Algorithmen ist entscheidend fiir die numerische
Losbarkeit ”grofler” Probleme.
Antwort: Komplexitit; verbesserter Algorithmus.

Numerik ist somit eine methodisch-konstruktive Disziplin. Sie beschiftigt sich mit Metho-
den zur Losung von "realen” Problemen, die grofenteils auflermathematischen Wissen-
schaften entstammen. Daher orientiert sie sich nicht an einer m&glichst hohen Geschlos-
senheit der mathematischen Theorien, sondern an einer realistischen Problemlésung.

1.2 Motivation

Simulation eines konkreten Prozesses

1. Mathematische Beschreibung des Prozesses = ” Modell”
Typisch: System von Differential- bzw. Integralgleichungen beschreibt den Zusam-
menhang zwischen zeitlicher und rdumlicher Anderung der Unbekannten.
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2. Numerische Losung des Modells auf dem Rechner = ” Simulation”
Simuliert wird nicht die Wirklichkeit, sondern das Modell. Hierzu wird eine Néhe-
rungslosung fiir ein angenidhertes Modell berechnet. Entscheidend hierbei ist die
Numerik.

1.2.1 Beispiel: Bakterienwachstum

Problemstellung: Man betrachtet eine Bakterienpopulation in einem unbeschrinkten Ge-
biet. Es sei beliebig viel Ndhrstoff vorhanden, die Bakterien haben keine Feinde. Die Bak-
teriendichte werde mit u(t) bezeichnet, der Parameter a beschreibe die Vermehrungsrate.

Mathematisches Modell:
u(0) = g,
du (1.1)
— =a- <t<l1.
7= u(t), 0<t<

Dies ist ein Anfangswertproblem (AWP) bei einer gewohnlichen Differentialgleichung. Glei-
chung (1.1) ist analytisch geschlossen losbar:

u(t) = ug - €. (1.2)

1.2.2 Allgemeine Form eines AWP
Die allgemeine Form eines Anfangswertproblems lautet

u(to) = wo,

u'(t) = ft,u), t>to. (1.3)

Wie soll (1.3) gelost werden? Eine Schwierigkeit besteht darin, dafi die Ableitung eigent-
lich einer infinitesimaler Grenzwert ist, der numerisch approximiert werden muf}. Man
approximiert den Differentialquotient

u'(t) = flzli% w

durch einen Differenzenquotient

fiir kleines h > 0.
1.2.3 Eulersches Polygonzugverfahren
Hieraus ergibt sich das FEulersche Polygonzugverfahren:

up(to) = uo,
up(t +h) =up(t) +h- f(tunl(t), t2>to.
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Die Qualitit der Ndherung up(t) hingt stark von der Zeitschrittweite ab:

Lauf 1: a = 1, 30 Zeitschritte:

Konstante? 1
Konstante = 1.0E+400
Wieviele Zeitschritte? 30

30 Schritte, mit 3.3333335072E-02 Schrittweite

y( 0.0333, 0.0333) = 1.03

v( 0.0667, 0.0333) = 1.07
v(0.1000, 0.0333) = 1.10
v(0.1333, 0.0333) = 1.14
v( 0.1667, 0.0333) = 1.18
v( 0.2000, 0.0333) = 1.22
v(0.2333, 0.0333) = 1.26
v( 0.2667, 0.0333) = 1.30
v( 0.3000, 0.0333) = 1.34
v(0.3333, 0.0333) = 1.39
v( 0.3667, 0.0333) = 1.43
v( 0.4000, 0.0333) = 1.48
v(0.4333, 0.0333) = 1.53
v( 0.4667, 0.0333) = 1.58
v( 0.5000, 0.0333) = 1.64
v( 0.5333, 0.0333) = 1.69
v( 0.5667, 0.0333) = 1.75
v( 0.6000, 0.0333) = 1.80
v( 0.6333, 0.0333) = 1.86
v( 0.6667, 0.0333) = 1.93
v( 0.7000, 0.0333) = 1.99
v( 0.7333, 0.0333) = 2.06
v( 0.7667, 0.0333) = 2.13
v( 0.8000, 0.0333) = 2.20
v( 0.8333, 0.0333) = 2.27
v( 0.8667, 0.0333) = 2.35
v(0.9000, 0.0333) = 2.42
v(0.9333, 0.0333) = 2.50
v( 0.9667, 0.0333) = 2.59
v( 1.0000, 0.0333) = 2.67

Lauf 2: a = 10, 30 Zeitschritte

Konstante? 10
Konstante = 1.0E+01
Wieviele Zeitschritte? 30

Fehler = -5.6183338165E-04
Fehler = -1.1613368988E-03

Fehler = -1.8006563187E-03
Fehler = -2.4814605713E-03
Fehler = -3.2060146332E-03
Fehler = -3.9765834808E-03
Fehler = -4.7953128815E-03
Fehler = -5.6645870209E-03
Fehler = -6.5869092941E-03
Fehler = -7.5647830963E-03
Fehler = -8.6009502411E-03
Fehler = -9.6982717514E-03
Fehler = -1.0859489441E-02
Fehler = -1.2088060379E-02
Fehler = -1.3386726379E-02
Fehler = -1.4759182930E-02
Fehler = -1.6208887100E-02
Fehler = -1.7739295959E-02
Fehler = -1.9354224205E-02
Fehler = -2.1057844162E-02
Fehler = -2.2853851318E-02
Fehler = -2.4747133255E-02
Fehler = -2.6741743088E-02
Fehler = -2.8842449188E-02
Fehler = -3.1054019928E-02
Fehler = -3.3381938934E-02

Fehler = -3.5831212997E-02
Fehler = -3.8407325745E-02
Fehler = -4.1116237640E-02
Fehler = -4.3963432312E-02

30 Schritte, mit 3.3333335072E-02 Schrittweite

v( 0.0333, 0.0333) = 1.33

v( 0.0667, 0.0333) = 1.78
v( 0.1000, 0.0333) = 2.37
v( 0.1333, 0.0333) = 3.16
v( 0.1667, 0.0333) = 4.21
v( 0.2000, 0.0333) = 5.62

Fehler = -6.2279105186E-02
Fehler = -1.6995620728E-01
Fehler = -3.4791135788E-01
Fehler = -6.3317394257E-01
Fehler = -1.0804977417E+00
Fehler = -1.7703990936E+-00
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(10.2333, 0.0333) = 7.49 Fehler = -2.8207159042E+00
(0.2667, 0.0333) = 9.99 Fehler = -4.4031944275E+00
(10.3000, 0.0333) = 13.32 Fehler = -6.7672405243E+00
(10.3333, 0.0333) = 17.76 Fehler = -1.0273897171E+01
(0.3667, 0.0333) = 23.68 Fehler = -1.5444314957E+01
( 0.4000, 0.0333) = 31.57 Fehler = -2.3028854370E+01
(10.4333, 0.0333) = 42.09 Fehler = -3.4105461121E+01
(10.4667, 0.0333) = 56.12 Fehler = -5.0219474792E+01
( 0.5000, 0.0333) = 74.83 Fehler = -7.3582229614E+01
(0.5333, 0.0333) = 99.77 Fehler = -1.0735272217E+02
( 0.5667, 0.0333) = 133.03 Fehler = -1.5603674316E4-02
( 0.6000, 0.0333) = 177.38 Fehler = -2.2605210876E4-02
( 0.6333, 0.0333) = 236.50 Fehler = -3.2652818298E4-02
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )

0.6667, 0.0333) = 315.34 Fehler = -4.7043612671E4-02
0.7000, 0.0333) = 420.45 Fehler = -6.7618576050E4-02
0.7333, 0.0333) = 560.60 Fehler = -9.6987878418E+-02
0.7667, 0.0333) = 747.47 Fehler = -1.3884892578E+-03
0.8000, 0.0333) = 996.62 Fehler = -1.9843448486E+-03
0.8333, 0.0333) = 1328.83 Fehler = -2.8314460449E4-03
0.8667, 0.0333) = 1771.77 Fehler = -4.0343614502E4-03
y( 0.9000, 0.0333) = 2362.36 Fehler = -5.7407509766E+03
y(0.9333, 0.0333) = 3149.81 Fehler = -8.1589924316E+03
y(0.9667, 0.0333) = 4199.75 Fehler = -1.158296289E+04
y( 1.0000, 0.0333) = 5599.67 Fehler = -1.642687695E+04

y
y
y
y
y
y
y
y
y
y
y
y
y
y
y
y
y
y
y
y

Lauf 3: a = 10, 300 Zeitschritte

Konstante? 10

Konstante = 1.0E+01

Wieviele Zeitschritte? 300

300 Schritte, mit 3.3333334140E-03 Schrittweite

y( 0.0033, 0.0033) = 1.03 Fehler = -5.6183338165E-04
y( 0.0067, 0.0033) = 1.07 Fehler = -1.1613368988E-03
y( 0.0100, 0.0033) = 1.10 Fehler = -1.8006563187E-03
y( 0.0133, 0.0033) = 1.14 Fehler = -2.4814605713E-03
y( 0.0167, 0.0033) = 1.18 Fehler = -3.2060146332E-03
y( 0.0200, 0.0033) = 1.22 Fehler = -3.9765834808E-03
y( 0.0233, 0.0033) = 1.26 Fehler = -4.7953128815E-03
y( 0.0267, 0.0033) = 1.30 Fehler = -5.6645870209E-03
y( 0.0300, 0.0033) = 1.34 Fehler = -6.5869092941E-03
(10.0333, 0.0033) = 1.39 Fehler = -7.5647830963E-03
( 0.0667, 0.0033) = 1.93 Fehler = -2.1057605743E-02
( 0.1000, 0.0033) = 2.67 Fehler = -4.3961763382E-02
(10.1333, 0.0033) = 3.71 Fehler = -8.1583261490E-02
(0.1667, 0.0033) = 5.15 Fehler = -1.4193868637E-01
( 0.2000, 0.0033) = 7.15 Fehler = -2.3706769943E-01
(10.2333, 0.0033) = 9.93 Fehler = -3.8495445251E-01
(10.2667, 0.0033) = 13.78 Fehler = -6.1233997345E-01
( 0.3000, 0.0033) = 19.13 Fehler = -9.5882225037E-01
( )

y
y
y
y
y
y
y
y
y
y( 0.3333, 0.0033) = 26.55 Fehler = -1.4828243256E+00
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0.3667, 0.0033
0.4000, 0.0033
0.4333, 0.0033
0.4667, 0.0033
0.5000, 0.0033
0.5333, 0.0033
0.5667, 0.0033
0.6000, 0.0033
0.6333, 0.0033
0.6667, 0.0033

y( = 36.85 Fehler = -2.2702636719E+00
y(

y(

y(

y(

y(

y(

y(

y(

y(

y( 0.7000, 0.0033
y(

y(

y(

y(

y(

y(

y(

y(

y(

= 51.15 Fehler = -3.4471626282E+00
= 71.00 Fehler = -5.1978149414E+00
= 98.55 Fehler = -7.7911911011E+00
= 136.79 Fehler = -1.1618942261E+-01
= 189.88 Fehler = -1.7250366211E+01
= 263.56 Fehler = -2.5511077881E+-01
= 365.83 Fehler = -3.7597198486E+01
= 507.79 Fehler = -5.5238311768E+01
= 704.84 Fehler = -8.0932312012E+01
= 978.35 Fehler = -1.1828173828E+-02
= 1357.99 Fehler = -1.7247570801E+02
= 1884.96 Fehler = -2.5098168945E4-02
= 2616.41 Fehler = -3.6453100586 E+-02
= 3631.70 Fehler = -5.28535156E+02
= 5040.97 Fehler = -7.6510205078 E+-02
= 6997.11 Fehler = -1.1059169922E4-03
= 9712.32 Fehler = -1.596359E4-03

= 13481.16 Fehler = -2.3013642578E4-03
= 18712.49 Fehler = -3.313787109E4-03

0.7333, 0.0033
0.7667, 0.0033
0.8000, 0.0033
0.8333, 0.0033
0.8667, 0.0033
0.9000, 0.0033
0.9333, 0.0033
0.9667, 0.0033
1.0000, 0.0033

e . . e e D D N D D

Lauf 4: a = 50, 30 Zeitschritte
Konstante? 50
Konstante = 5.0E+01
Wieviele Zeitschritte? 30
30 Schritte, mit 3.3333335072E-02 Schrittweite
y( 0.0333, 0.0333) = 2.67 Fehler = -2.6278235912E+00
0.0667, 0.0333) = 7.11 Fehler = -2.0920517921E+01

y( )
y( 0.1000, 0.0333) = 18.96 Fehler = -1.2945025826 E4-02
y( 0.1333, 0.0333) = 50.57 Fehler = -7.3520436859E+02
y( 0.1667, 0.0333) = 134.85 Fehler = -4.0254154205E+03
y( 0.2000, 0.0333) = 359.59 Fehler = -2.1666874695E+04
y( 0.2333, 0.0333) = 958.92 Fehler = -1.1565998871E+05
y( 0.2667, 0.0333) = 2557.11 Fehler = -6.1488094897E+05
y( 0.3000, 0.0333) = 6818.97 Fehler = -3.2622002803E+06
y( 0.3333, 0.0333) = 18183.92 Fehler = -1.728960408E+4-07
y( 0.3667, 0.0333) = 48490.45 Fehler = -9.158741E4-07
y( 0.4000, 0.0333) = 129307.88 Fehler = -4.8503604E+408
y( 0.4333, 0.0333) = 344821.03 Fehler = -2.56836E4-09
y( 0.4667, 0.0333) = 919522.81 Fehler = -1.3599E+10
y( 0.5000, 0.0333) = 2452061.00 Fehler = -7.2E+10
y( 0.5333, 0.0333) = 6538829.50 Fehler = -3.8E+11
y( 0.5667, 0.0333) = 17436880.00 Fehler = -2.0E+12
y( 0.6000, 0.0333) = 46498348.00 Fehler = -1.1E+13
y( 0.6333, 0.0333) = 123995600.00 Fehler = -5.7E+13
y( 0.6667, 0.0333) = 330654944.00 Fehler = -3.0E+14
y( 0.7000, 0.0333) = 881746560.00 Fehler = -1.6E+15
y( 0.7333, 0.0333) = 2351324160.00 Fehler = -8.4E+15
y( 0.7667, 0.0333) = 6270198272.00 Fehler = -4.4E+16
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v( 0.9333,
v( 0.9667,

v( 1.0000,

( 0.8000,
( 0.8333,
( 0.8667,
( 0.9000,
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(
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0.0333) = 16720529408.00 Fehler = -2.4E+17
0.0333) = 44588081152.00 Fehler = -1.2E+18
0.0333) = 118901555200.00 Fehler = -6.6E+18
0.0333) = 317070835712.00 Fehler = -3.5E+19
0.0333) = 845522272256.00 Fehler = -1.8E+20
0.0333) = 2254726234112.00 Fehler = -9.8E+420
)

0.0333) = 6012603465728.00 Fehler = -5.2E+21



Kapitel 2

Rechner-Arithmetik

2.1 Zahldarstellung

Unsere normale Zahldarstellung, z. B. 27, 3.14. .., 6.625 - 103, beruht auf dem Dezimal-
system. Die Festkommadarstellung zu einer beliebigen Basis b hat die Form

n
a=%1(an,an-1,---,01,00,0-1,6-2,...,6_m)p =+ Z a,b”. (2.1)

v=—m

Fiir b = 10 erhidlt man die Dezimaldarstellung, fiir b = 2 die Bindrdarstellung (auch
Dualdarstellung), b = 8: Oktadarstellung, b = 16: Hexadezimaldarstellung. Im Computer
werden Zahlen in der Bindrdarstellung gespeichert und verarbeitet. Oktal- und Hexade-
zimaldarstellung, die ebenfalls oft im Zusammenhang mit Computern verwendet werden,
fungieren als ’Abkiirzung’ der Binidrdarstellung.

In der Festkommadarstellung (2.1) hat jede ganze Zahl a mit 0 # |a| < b*T! — 1 ei-
ne eindeutige Darstellung. Ganze Zahlen heiflen auch ’integer’-Zahlen, wihrend der Typ
'real’” Gleitkommazahlen bezeichnet (bzw. Zahlen in Gleitkommadarstellung, auch: Ma-
schinenzahlen):

t
a==0,a1a9...a;- b0m-b =+ (Z aib_i> pE X bk (2.2)
i=1
Hier heiflen ¢ die Mantissenléinge und m die Exponentenlinge.
Beispiel:

dezimal binar hexadez.
2 10 2
7 111 7
16 10000 10
29 11101 1D
0.5 0.1 0.8

0.375 0.011 0.6
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Programmbeispiel: Wandlung einer natirlichen Zahl a in Bindrdarstellung

| = 2m—|—1;
for(it =m,i >=0,i =1 —1)
{i=1/2
if(a >=1)
{a=a-1;
printf(”1"); }
else
printf(”0");
}

Beispiel: a = 33 fiihrt zur Ausgabe von 100001.

Programmbeispiel: Wandlung einer Dezimalzahl a = 0,. .. in Bindrdarstellung
1 =1;
y=1
while(i <= m and a > 0)
{v=1/2
if(a >=vy)
{a=a—y;
printf(“1"); }
else
printf("”0");
}
Beispiel:
dez. binar
0.5 = 01
0.25 = 0.01
0.2 = 0.00110011001100110011001101

Die Ausgabe fiir a = 0.2 ist auf den ersten Blick etwas sonderbar. Aber in der Tat gilt

OFOTD)e = o fH4-27 45527 = 5020 (55) 45 20 () = 4 i ()" =
% 1o = 16 12 = 02, d. h. (0.2)10 = (0.0011)s.

Da im Computer Zahlen aber nicht mit beliebiger Genauigkeit dargestellt werden konnen
(endlicher Speicher), mufy gerundet werden.

Sei die exakte Darstellung von a # 0 die folgende:

a==2(0,a1a3...a1a¢41...)p- 0", mMEZ, a #0.



2.2. GLEITKOMMAOPERATIONEN 13

Dann ist das Runden bei Mantissenlinge ¢ definiert durch

+(0,a1a2...as)p - B™ falls (0, ap11G142.-.)p < %,
rd(a) = ¢ +(0,a1as...at)p- ™ £(0,00...01), - 5™ falls (0,ap11a14--.)p > 5.
t—1
(2.3)
Lemma 2.1.1 Fir das Runden (2.3) hat man die Abschdtzungen
1 m—1t
la —rd(a)|] < §b (2.4)
o—rd@)] 1,0, 2.5
lal 2

Fiir Abschiitzung (2.5) beachte man |a| > a; - 6™ 1 > 1™ L.

Definition 2.1.2 Sei a eine Ndherung an eine Zahl a. Dann heiflen

la —a

la —a| absoluter Fehler und ——— relativer Fehler.

la|

2.2 Gleitkommaoperationen

Seien a und c¢ zwei Zahlen in Gleitkommadarstellung (2.2) mit gleichen b,¢ und m. Dann
ist die Summe (a + ¢) nicht notwendig eine Gleitkommazahl mit gleichen b, ¢ und m:

e (a + ¢) kann Mantissenldnge > ¢ haben. Beispiel fiir b= 10, t = 2 und m = 1:

(0,10)10 - 10° + (0,10)10 - 10> = (0,10(1) 1o - 10%.

e Es kann Exponenteniiberlauf eintreten. Beispiel (gleiche b,¢,m wie oben): (0.5)1 -
10° + (0.5)10 - 10° [= (0.1)19 - 10'°] ~» Fehlermeldung NAN (not a number).

e Es kann Exponentenunterlauf eintreten. Beispiel (gleiche b, t,m wie oben): (0.51)1¢ -
10~% — (0.5)10 - 1079 [= (0.1)10 - 101%] = 0 oder Fehlermeldung NAN.

Definition 2.2.1 Die Gleitkommaaddition zweier Gleitkommazahlen a, c ist definiert
durch

gl(a+c) :=rd(a+c). (2.6)

Dies ist bei heutigen Computern dadurch gewéhrleistet, dafl mit mehr Stellen gerechnet
wird als dann fiir die Speicherung zur Verfiigung stehen.



14 KAPITEL 2. RECHNER-ARITHMETIK

Lemma 2.2.2 Seien a,c Maschinenzahlen ungleich Null. Der relative Fehler der Gleit-
kommaaddition lGft sich abschdtzen durch

1
glla+c) < Ebl’t.
Definition 2.2.3 1
eps = Ebl_t (2.7)

heif$t relative Maschinengenauigkeit. eps ist die kleinste Zahl x, die man zu 1 hinzuaddieren
kann, so daff gl(1 + x) # 1.

Folgerung 2.2.4 Fiir alle Maschinenzahlen a,c gilt: Es existiert ein € mit
glla+c)=(a+c)(1+¢)
und |e| < eps.

Bemerkung: Die Gleitkommaaddition ist nicht assoziativ. Beispiel fiir b = 10, t =m =1,
z = (0.1)10- 10", y = (0.1)10 - 10~ und z = —(0.1)10 - 10':

gl((z +y)+2) =gl(gl(z +y) +2) =gl(x +2) =0, aber

gl((z +2) +y) =gl(gl(z + 2) +y) = gl(0+y) =y # 0.
Bei der Gleitkommamultiplikation treten genau dieselben Schwierigkeiten auf wie bei der
Gleitkommaaddition. Das Produkt zweier Maschinenzahlen ¢ und ¢ muf} nicht wieder eine

Maschinenzahl sein, da (i) zu lange Mantisse, (ii) Exponenteniiberlauf oder (iii) Exponen-
tenunterlauf eintreten kénnen.

Definition 2.2.5 Die Gleitkommamultiplikation zweier Maschinenzahlen a und c ist ge-
geben durch
gl(a-c) :=rd(a-c). (2.8)

Lemma 2.2.6 Seien a und ¢ Maschinenzahlen, eps sei die relative Maschinengenauigkeit.
Dann existiert ein € mit |e| < eps, so daf§ gilt

glla-c)=a-c-(1+e¢).
Auch bei der Division im Computer ist das nicht anders.

Definition 2.2.7 Die Gleitkommadivision zweier Maschinenzahlen a und c ist gegeben
durch

gl(a/c) :==rd(a/c). (2.9)

Lemma 2.2.8 Seien a, ¢ Maschinenzahlen mit ¢ # 0; eps sei die relative Maschinenge-
nauigkeit. Dann gibt es ein € mit |e| < eps, so daf} gilt

glla/c) = (1 +).
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Da die Subtraktion als Addition aufgefaflt werden kann, hat man insgesamt folgendes
Lemma:

Lemma 2.2.9 Seieps die relative Maschinengenauigkeit, und seien a, ¢ zwei Maschinen-
zahlen. Fir die Operation o € {+,—,-,/} gilt: Es ezistiert ein € mit |e| < eps und

gl{(aoc) = (aoc)(l+e). (2.10)

2.3 Algorithmen

Ein Algorithmus kann als Zusammenfassung von Grundoperationen aufgefafit werden; was
darunter genauer zu verstehen ist, mufl noch prézisiert werden.

2.3.1 Darstellung
Ein numerischer Algorithmus bildet Eingabedaten auf Ausgabedaten ab:

o : D->W,DCR'WCR"™, o(@1,...,%) = (Y15---,Yn)- (2.11)

Beispiel: Skalarprodukt zweier Vektoren a = (a1, ...,ax)’, b= (b1,...,bp)":

k
<,0(a1,...,ak,b1,...,bk) = Zazbz =Y.
i=1

Soll ein Algorithmus ¢ auf einem Rechner ausgewertet werden, so mufl ¢ durch eine Folge
von Elementaroperationen o € {4, —,-, /} dargestellt werden kénnen.
LiBt sich ¢ zerlegen in Elementaroperationen ¢, so gilt

0 : D; = Diy1,D; CR% Dy CRY, 0<i<r
mit
Do = D,ng =n,np41 =m, Dyry1 =W,

und

=0 o Do . 0O, (2.12)

Ein solches ¢ heifit dann per definitionem ein Algorithmus.

Fiir das Skalarprodukt hat man beispielsweise

s:=0;
for(t =0,i <mn,i=1i+1)
{s := s+ ali] - b1];
—
0(20)

| —
P(2i+1)
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2.3.2 Kondition eines Problems, Fehlerverstirkung

Man betrachte einen Algorithmus ¢ : z + ¢(z). Im allgemeinen ist die Eingabe z feh-
lerbehaftet, so daf stattdessen T = = + Az verarbeitet wird. Dabei entsteht Az durch
Rundungsfehler (vgl. Kap. 2.1), Mefifehler (bei naturwissenschaftlichen Daten) oder ent-
stammt anderen Quellen (z. B. Interpolationsfehler). Infolgedessen wird statt ¢(z) ein
Wert ¢(z) + Ap ausgegeben, iiber dessen Fehler zu ¢(z) man gerne Informationen héitte.
Ist beispielsweise ¢ € C'(R", R") mit Jacobi-Matrix J,(z), so hat man fiir ’kleine’ Az die
Darstellung ¢(z + Az) = p(z) + Jy(z) - Az + (Az).

Bezeichnet man mit  die Menge aller moglichen gestorten Eingabewerte Z zu einem
bestimmten z, d. h. := (z) ={z : Z—=xz < eps}, sokann man ihr Bild ¢( ) =:
(Resultatmenge) unter dem als exakt angenommenen ¢ betrachten. Das Verhéltnis der
'Groflen’ von  und  zueinander bezeichnet man dann als Kondition des Problems (¢, z)
(d. h. der Auswertung von ¢ an der Stelle ).

Definition 2.3.1 Die absolute Kondition des Problems (¢, z) ist die kleinste positive
Zahl, so dafs

o(z) —p(z) < T—x iri-— oz
(Zur Definition einer Norm - vergleiche Kapitel 5.)
Ist ¢ € C!, so hat man nach Definition des Gradienten = o) .

Definition 2.3.2 Die (relative) Kondition des Problems (yp, ) ist die kleinste positive
Zahl, so daf
0@ -ple) _  i-a

< Ur T — .
p(z) T

Fiir ¢ € C' hat man entsprechend

B w?w) #le) -

Man sagt: Das Problem (g, z) ist gut (bzw. schlecht) konditioniert, wenn (in der Re-
gel ) ’klein’ (bzw. ’grof}’) ist. Was unter ’klein’ zu verstehen ist, hingt noch von der
Aufgabestellung und den Anspriichen an die Genauigkeit ab; ideal wére ~ 1, in der
Praxis hat man es jedoch meist mit  -Werten zwischen 10 und 10° zu tun.

Beispiel: Addition.

Sei ¢ : (a,b) = a+b. Dannist ¢ = (-£, %) = (1,1), so daB beziiglich der euklidischen
Norm (1,...,25) 2 := (X0, #2)" * fir die absolute Kondition = 2 folgt.
Hingegen ergibt sich fiir die relative Kondition

_ (G,,b) B
"~ la+ b

?
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so daf} fiir a = —b das Problem schlecht konditioniert ist. Dieser Fall heifit Ausléschung.
(Zur Verdeutlichung betrachte man eine Maschinen-Arithmetik mit b = 10 und ¢ = 3. Seien
z := 0.5427 und y := —0.5404, so daB man gl(x) = 0.543 und gl(y) = —0.540 mit relativen
Fehlern kleiner als ein Promille erhilt. Das Gleitkommaergebnis gl(gl(x) + gl(y)) = 0.003
hat aber gegeniiber dem exakten Wert z 4+ y = 0.0023 einen relativen Fehler von iiber
30 )

Daraus ergibt sich die Regel: ’Vermeidbare Subtraktionen vermeiden’.

2.3.3  tabilitdt von Algorithmen

Die Kondition bestimmt die durch das blofle Problem bewirkte Fehlerverstirkung von
Eingabefehler zu Ergebnisfehler. Die numerische Implementation des Problems f in einen
Algorithmus f ist eine weitere Fehlerquelle (Rundungsfehler wegen inexakter Arithmetik).
Durch einen schlechten Algorithmus kann eine zusédtzliche Fehlerverstirkung eintreten,
durch einen guten Algorithmus kann die von der Kondition vorgegebene Fehlerverstirkung
beibehalten werden.

Sei ein Problem (f,z) gegeben;  bezeichne die Menge der gestérten Eingabewerte Z
zu z. Im wesentlichen gibt es zwei Ansitze fiir die Untersuchung der Stabilitidt eines Al-
gorithmus, die Vorwirtsanalyse und die Riickwéartsanalyse.

Bei der orwirtsanal se analysiert man die Menge ~ := f( ) aller durch Eingabefehler
und Fehler im Algorithmus gestorten Resultate. Insbesondere umfaBt ~ also die Resul-
tatmenge := f( ); die Vergroflerung von  zu " kennzeichnet dann die Stabilitit im
Sinne der Vorwirtsanalyse. Ist ~ von der gleichen GréBenordnung wie , so heifit der
Algorithmus stabil (im Sinne der Vorwirtsanalyse).

Definition 2.3.3 Sei f die Gleitkommarealisierung eines Algorithmus zur Gsung des

Problems (f,z) mit der relativen ondition . Der Stabilitdtsindikator im Sinne der
Vorwiértsanalyse ist die kleinstmdgliche Zahl > 0, so daff iir alle T €
M < eps ir eps — 0
f(@)
gilt.

Ein Algorithmus f heifit stabil (im Sinne der Vorwirtsanalyse), falls  kleiner als die An-
zahl der hintereinander ausgefiithrten Elementaroperationen ist.

Beispiel:
Sei o € {+,—,-,/}. Dann ist ¢ : (a,b) — a o b stabil (im Sinne der Vorwirtsanalyse).
Beweis: Die Gleitkommarealisierung der Operation (a,b) — a o b ist (a,b) — gl(a o b). Es

gilt also

gl(acb) —(acb)| _(acb)(l+e)—(aob) < eps
jaob| |ao bl -

nach Lemma (2.2.9).
Insbesondere ist auch die Subtraktion stabil
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Die Idee der von Wilkinson eingefithrten Riickwdrtsanal se besteht darin, die durch den
Algorithmus verursachten Fehler als zusitzliche Eingabefehler zu interpretieren. Dazu fafit
man die fehlerbehafteten Resultate § = f(Z) als exakte Ergebnisse § = f(z) zu gestorten
Eingabegrdéflen x auf. Solche x wird es nicht immer geben; andererseits kann es mehr als
ein z geben mit f(z) = g, falls f nicht injektiv ist. Im Sinne der Riickwértsanalyse wéhlt
man dann dasjenige Element z mit der geringsten Abweichung zu z. Bildet man die Menge

aller solcher z mit f(z) = f(z) fiir Z € , so ist das Verhéltnis von  zur Eingabemenge
ein Ma#f fiir die Stabilitét im Sinne der Riickwirtsanalyse.

Definition 2.3.4 Sei f die Gleitkommarealisierung eines Algorithmus zur Gsung des
Problems (f,z). Der Stabilititsindikator im Sinne der Riickwértsanalyse ist die kleinst-
mogliche Zahl >0, so daf§ dr allez €  gili:

r—

x

x mit f(z) = f(Z) und < eps reps—0.

Beispiel:

Sei o € {+,—,-,/}, & = (a,b) und ¢ : Z +— gl(@o b). Man sucht nun (a,b), so daB

aob=gl(@aob) = (1+€)(a+b): fiir o = - bzw. / zum Beispiel (a,b) = ((1 + eps)a, b),

fiir o = + bzw. — zum Beispiel (a,b) = ((1 + eps)d, (1 4 eps)b). In beiden Fillen hat man
T —x <eps I ,alsosind die Operationen o stabil im Sinne der Riickwértsanalyse.

Satz 2.3.5 Wenn die Rickwdrtsanal se durch tiihrbar ist, dann gilt
()<

Beweis: Die Riickwértsanalyse sei durchfithrbar. Dann gibt es zu Z €  ein z mit <

eps und ¢(x) = @(Z). Das impliziert
P(2) (@) _ ¢lz)—9@) _  2-T

2
o(T) (%) = 7

Die Riickwirtsanalyse enthélt nicht die Kondition des Problems und ist daher oft ein-
facher fiir die Bewertung eines Algorithmus als die Vorwirtsanalyse. Fiir die Bewertung
des Resultats ist aber zusétzlich eine Konditionsanalyse notwendig.



Kapitel

Inter olation

Das Euler-Verfahren (1.5) berechnet nur eine diskrete Folge (¢;,y;), die Losung aber ist
eine stetige Funktion. Wie konstruiert man Werte zwischen den Stiitzstellen und -werten?

3.1 Allgemeines lineares nterpolationspro lem

Gegeben sind (n + 1) Stiitzstellen z; € R, 0 < i < n, und dazugehorige Stiitzwerte y; € R,
0 < i < n. (Die Stiitzstellen sollen hier und im folgenden als paarweise verschieden ange-
nommen werden.)

Gesucht ist eine Funktion f mit
flx;) =y; firalle:i=0,1,...,n. (3.1)

Die Losung ist natiirlich nicht eindeutig: z. B. erfiillen eine stiickweise konstante oder eine
stiickweise lineare Funktion die Anforderungen. Um eine eindeutige Aufgabenstellung zu
erhalten, ist die Einschrankung der verfiiggbaren Funktionen erforderlich.

Definition 3.1.1 Interpolationsproblem Sei C R ein ntervall mit z; € , 0 <
i <n. Sei erner ein (n+ 1)-dimensionaler ektorraum von Funktionen f : — R
Dann stellt (3.1) ir f €  ein lineares Interpolationsproblem in  dar.

Beispiel (Pol nominterpolation):
Gegeben seien Stiitzstellen und -werte (z;,7;) € R?, 0 < i < n; gesucht ist ein Polynom
vom Grad < n, so daB (z;) =y; fir alle: =0,1,...,n.

Hat man fiir  eine Basis {fo, f1,. ., fn} gewéhlt, so ist das Problem (3.1) fiir ein f €
dquivalent mit folgendem Problem:

Bestimme Koe zienten ag,aq,...,a, so, dafl

f(w):Zaifi(x):y fir =0,1,...,n. (3.2)
i=0
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Die Funktion f heifit Interpolationsfunktion. Wegen dim( ) = n + 1 ist die Anzahl der
Unbekannten gleich der Anzahl der Bestimmungsgleichungen.

Satz 3.1.2 Das nterpolationsproblem (3.1.1) ist genau dann eindeutig losbar, wenn

fo(zo)  fi(zo) -+ fu(zo)

folz1) fi(z1) - falz1)

det £0. (3.3)

folwn) fi(@n) - falza)

Beweis: Setze = (f (2i))i =01..n; ist eine ((n+1) (n+1))-Matrix.

7 7: Es gelte (3.3). Dann hat das lineare Gleichungssystem a = y mit Vektoren a =
(ag,a1,...,a,)T € R und y = (yo,y1,...,yn)’ € R*! genau eine Losung a, denn
ist reguliir. Die Funktion f := "7 ;a;f; 16st dann das Interpolationsproblem (3.1.1) und
ist aufgrund der linearen Isomorphie zwischen  und dem Koe zientenvektorraum R*+!
auch die einzige Losung.

"=":Sei f € die Losung von (3.1.1). Es gibt dann Koe zienten a = (ag, a1, ...,a,)T €
R mit f =Y ; a;f;. Nach Voraussetzung gilt damit auch a = y. Wire det( ) =0,
so existierte ¢ = (co,c1,...,¢p)7 € R*! ¢ # a, mit ¢ = y (addiere eine von Null
verschiedene Losung  von =0 zu a). Dann wire auch g = Y "  ¢;fi # f eine Losung
von (3.1.1) im Widerspruch zur Eindeutigkeit.

Satz 3.1.3 FEine hinreichende und notwendige Bedingung 1r die eindeutige dsbarkeit
der nterpolationsau gabe (3.1.1) ist:
Es gibt Funktionen ¢, p1,...,0n € mit

(x)= i = 1 dri=
i YT 0 sonst
Beweis: folgt direkt aus Satz (3.1.2).
3.2 ol nominterpolation
Sei
n .
n:={ : ist Polynom vom Grad <n} = {Z a;x’ : a; € R}. (3.4)

1=0

Mit dieser Definition lautet das Problem der Polynominterpolation:

Gegeben sind die Stiitzstellen und -werte (x;,7;) € R%, 0 < i < n. Gesucht ist ein Polynom
€ p, welches die Interpolationsbedingung

(z;) =y; firalle:i=0,1,...,n, (3.5)

erfiillt.
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3.2.1 Darstellung nach agrange

Ziel dieses Abschnitts ist eine Konstruktionsvorschrift fiir das Interpolationspolynom
das (3.5) erfillt, und damit der Nachweis von Existenz und Eindeutigkeit.

Definition 3.2.1 Die Pol nome

(z) = (x—z0) .- (z—zmi1) (& —Zig1) - .. - (T — zp)
7 =
(s —xo) - oee (s —mi—1) - (5 — Tig1) - - - (T3 — xp)
_ (3.6)
- R i=0,1,....n
=0 r;y — X
=i
heiflen Lagrange-Polynome.
Lemma 3.2.2 Es gelten
i€ (37)
und (z )= ;. (3.8)

Das Pol nom
(z) = ui i(z) (3.9)
1=0

er dllt (3. ), es heiffit Lagrange-Darstellung des nterpolationspol noms.

Beweis: (3.7) ist gemifl Konstruktion evident. (3.8) sieht man durch Einsetzen. Ebenso
(3.9):Esist (z)=>",ui i(lr)=>1ryii =y .Somitlost das Interpolationspro-
blem (3.5).

Lemma 3.2.3 Das nterpolationspol nom aus (3. ) ist eindeutig.

Beweis: Seien , € , Losungen von (3.5). Dann ist r := — € ,, und wegen (3.5)
istr(z )= (x)— (z)=0firi=0,1,...,n Damit ist r ein Polynom maximal n-ten
Grades mit (n + 1) Nullstellen, also das Nullpolynom.

Zusammengefaft hat man den folgenden

Satz 3.2.4 Seien (z;,y;) € R%, i = 0,1,...,n, paarweise verschiedene Stiitzstellen mit
dazugehorigen Stitzwerten. Dann gibt es genau ein Pol nom € , mit (xz;) = y; 4r
alle1=0,1,...,n.

Zwar ist das Interpolationspolynom € ,, eindeutig, dies gilt jedoch nicht fiir seine
(praktische) Darstellung. Hierfiir existieren verschiedene Moglichkeiten, die je nach Fra-
gestellung die Konstruktion der Interpolationspolynome einfacher oder auch schwieriger
gestalten. Die Lagrange-Darstellung ist zwar sehr einfach und eignet sich gut fiir theore-
tische Beweise wie Existenz und Eindeutigkeit, hat man jedoch fiir gegebene Stiitzstellen
die Lagrange-Polynome berechnet und will ein weiteres Paar (2,41, yn+1) hinzunehmen, so
miissen alle Lagrange-Polynome neu berechnet werden. Dies 148t sich bei der Darstellung
nach Newton vermeiden, die im néichsten Abschnitt beschrieben wird.
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3.2.2 Darstellung nach ewton

Statt den Lagrange-Polynomen als Basis des Polynomraums , basiert die Newton-
Darstellung auf folgender Basis:

{1,$ _'xO,(x _'xO)($ _'$1)a"'a (m - )}'

(Die lineare Unabhéngigkeit der angeschriebenen Polynome ist aus Gradgriinden klar.)
Das Interpolationspolynom hat in dieser Basis die Darstellung

n i—1
(@)= ca (z-z), (3.10)
i=0 =0
mit Koe zienten ¢; € R, wobei ;10 := 1 gesetzt wird (leeres Produkt).

Lemma 3.2.5 Fiir das nterpolationspol nom der nterpolationsau gabe (3. ) in der Dar-
stellung (3.1 ) gelten

(zo0) = co,
(1) = co + c1(w1 — m0),
(z2) = ¢co + c1(z2 — o) + c2(z2 — o) (22 — 1),

(3.11)

Beweis: Einsetzen.
Bemerkung: (3.11) stellt ein gestaffeltes Gleichungssystem zur Bestimmung der ¢; dar.

Rekursion zum Lésen des LGS (3.11):

¢ = Yo,
Y1 — Yo
= —,
I1 —Zo
2— 0 _ _1— 0
02 — 2— 0 1— 0’
T2 —T1
Lemma 3.2.6 Seien paarweise verschiedene Stitzwerte (x;), 1 =0,...,n, gegeben. Dann
sind die Funktionen ( jx)gk=01.. , <n—1i,1€{0,...,n} est, mit
i+k—1
k(@) := (z — )
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eine Basis des Pol nomraums

Beweis durch Induktion nach : Der Induktionsanfang = 0 ist klar, da 1 eine Basis von
o ist. Sei also { jx}r=01.. eineBasisvon .Dadeg( ; 1) =deg( ; )+1 > deg( ) fiir
€ span( 40, i1y---» i) = st ; 41 linear unabhingig von und { i }k=01.. +1

ist eine Basis von = 4.

Die nachfolgend definierten sog. Dividierten Differenzen dienen zur Bestimmung der Ko-
e zienten ¢; des Interpolationspolynoms in der Newton-Darstellung.

Definition 3.2.7 Dividierte Di erenzen Seien Stiitzpunkte und -werte (z;,v;) € R?,
1=20,1,...,n, gegeben. Die Dividierten Differenzen sind rekursiv definiert vermdge

y[-’L'k] = Yk, 0 < < n,

YlTi, Titts - - Tivk] = Y[Tit1,- -, Tigk) —y[xz‘,---,ﬂﬁwk—l]’ 0<i<i+ <n.

Li+k — T4
(3.12)
Die Dividierten Di erenzen f[...] einer Funktion f sind gegeben durch f|zy] := f(zy) und
die zweite Formel aus (3.12).

Aus der Definition ergibt sich als Schema fiir die rekursive Berechnung der Dividierten
Differenzen:

Yo = y[To]
y[zo, 71]

y1 = y[z1] y[zo, 71, T2]
ylz1, 72]

Y2 = y[zo]

Lemma 3.2.8 Die Dividierten Di erenzen sind linear, d. h., 1ir Funktionen fi, fo und
ERgilt (mit0<i<i+ <n)

(fi+ f)lwiy--szivk] = filzs, - zi] + fali, .o Tigk]- (3.13)

Fir f(z) = o) = *j(@—=) gilt
flzoy--yzs] =0 dr0<i< | (3.14)
flzo,.-.,zk] = 1, (3.15)

flwi, ...,z ] =0 dr0<i< < . (3.16)
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Beweis: (3.13) folgt aus der Linearitdt der Konstruktion. (3.14) bis (3.16) sieht man mit
Hilfe des Newton-Tableaus:

f(zo) =0
0
f(l‘l) = 0 0
0 0
1
(zx, — o)
k—3
flxg—1) =0 (xx —x )
=0
k—2
(zr — )
=0
k—1
flze) = (zp—z)
=0
Da zur Berechnung von f[z;, ...,z | nur die Werte f(z;),..., f(z ) benétigt werden, ergibt

sich (3.16) sofort aus der Definition (denn alle f(z;), 0 <7 < , sind Null). (3.14) ist ein
Spezialfall von (3.16). Schlielich entnimmt man (3.15) obigem Tableau.

Satz 3.2.9 Die oe zienten ¢; aus (3.1 ) sind

¢ =ylro,-.., 2], 0<i<n. (3.17)
Beweis: Ergibt sich durch Au &sen des LGS (3.11).
Bemerkung: Die Berechnung des Interpolationspolynoms in der Newton-Darstellung mit

Hilfe der Dividierten Differenzen ist dann sinnvoll, wenn das gesamte Polynom (z) oder
viele Werte ( ;) benotigt werden. Die Auswertung von (3.10) im Punkt erfolgt durch

i=¢+( —x) 441 firi=n—-1,n-2,...,0, (3.18)



3.2. POL NOMINTERPOLATION 25

Beispiel: Gegeben seien die Knoten {(1,1), (4,2),(9,3)}. Das Newton-Tableau berechnet
sich dann zu

1
1
3
9 1
60
1
5
3
Auswertung bei = 2:
= _1
= T80

3.2.3 Konstruktion nach eville

Ist der interpolierte Wert ( ) nur fiir ein spezielles gesucht, so ist das Neville-Schema
vorteilhafter.
Gegeben seien Knoten (x;,v;)i=01..n- Mit ; sei das eindeutig bestimmte Interpola-

tionspolynom an (z ,y ), < < i+ , bezeichnet.

Satz 3.2.1 Es gilt die Rekursion (0 <i<i+ <n)

i0(z) = vi, (3.19)
nlz) = (x—2) i1 kf1(3'7) —_(37 - Tivk) - ik-1(2) (3.20)
LTit+k — L4

Beweis: (3.19) folgt sofort aus der Bedingung deg( ;o) = 0. (3.20) zeigt man durch In-
duktion. Den Induktionsanfang =1 verifiziert man durch Einsetzen (unter Verwendung
von (3.19)). Fiir den Induktionsschritt sei die Behauptung schon fiir ( — 1) bewiesen. Die
rechte Seite von (3.20) heifle vorldufig ;x; esist ;5 = ; zu zeigen.

Fir =i+1,...,i+ —1gilt ;015 1(z )= ;x-1(z ) =y, so daB man auch

z —x)— (T — Tipgk Titk — Tj
ik(w)z( i) — ( ’+)y=uy =y.
Tipk — Ti Tipk — T

fiir solche erhélt. Ferner gilt ;x(z;) = y; und ;g (zi1%) = Yirk, wie man ebenfalls
durch Einsetzen sieht. Also ist ;j wirklich das (eindeutig bestimmte) Interpolationspo-
lynom ; g.
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Beispiel: Gegeben seien die Knoten {(1,1),(4,2),(9,3)}, gesucht ist (2). Man berech-
net gemif dem Neville-Schema,

00(2) =1
01(2) = g
10(2) =2 02(2):%: (2)
11(2) = g
20(2) =3
3.2. nterpolationsfehler

Gegeben sei eine Funktion f und Stiitzstellen (z;, f(z;) = vi), 1 = 0,1,...,n, mit 2y <
1 < ... < Zp. Um f anzundhern, interpoliere man die Knoten durch ein Polynom € .,
das Interpolationspolynom. Es stellt sich die Frage, wie gro§ der Fehler (f — ) ist. (Um
hier zu sinnvollen Aussagen zu gelangen, miissen natiirlich weitere Anforderungen an die
zu interpolierende Funktion f gestellt werden.)

Im folgenden sei

()= (@-z)€ nn
i=0
und = [zg,z,) C R
Satz 3.2.11 Sei f € C""( ) und zo < 71 < ... < zp. Dann ezistiert ein = (z) €
Ur edes x € , so daf
. (‘T) (n+1) .
flz) = (2) = m+1) SR (=) (3.21)

hierbei bezeichnet das nterpolationspol nom zu den Stiitzstellen und -werten (x;, f(z;)),
1=20,1,...,n.

Beweis: Fiir z ist Gleichung (3.21) wegen (z ) = f(z ) und (z ) = 0 erfiillt. Sei deshalb
z#z (furalle ), sodaBl (%) # 0 gilt; man setze nun

f(@) - (@)
(7)
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sowie
r(z) = f(z) - (z) - (2)-
fiir x € . Nullstellen der Funktion r im Intervall sind zg,...,z, und Z. Aufgrund der

vorausgesetzten Differenzierbarkeitseigenschaften schliefit man nun sukzessive mit dem
Satz von Rolle

hat mindestens 7+ 2 Nullstellen zg,...,z,,T €
= " hat mindestens n+1 Nullstellen ¢1,..., n1 €
= 7 hat mindestens n  Nullstellen go,..., n_12 €
= 7™+ hat mindestens eine Nullstelle Ontl = €
Nun ist 7D (z) = f+D(z) — . (n41), also 0 =t ( )= fOED( )y . (n41).

Au 0sen nach  und Einsetzen der Definition fuhrt auf

0 f@) - (@)
(n+1) ()

woraus man schliefilich

(%)

PR TEAMIEC)

f(@) - (@)=
folgert. Das zeigt die Behauptung fiir €

Bemerkung: Dem Beweis entnimmt man, dafl auch fiir £ ¢  die Fehlerformel fiir ein
() € (min(Z, zg), max(Z, z,)) gilt.

Definition 3.2.12 Sei f € C( ), kompakt. Dann ist die Supremumsnorm von f au
definiert durch

f oo i=sup|f(z)| = max|f(z)|

Folgerung 3.2.13 nter den oraussetzungen von Satz (3.2.11) gilt au dem ntervall

1
- < (n+1) . 3.22
Bemerkung: Fiir n = 1 und Stiitzstellen zq,z; ist o = ‘ (—0%)‘ = =52 2; fiir
n = 2 bei dquidistanten Stiitzstellen zg, z1,zo gilt 0 = ﬁ < |zg — o3

AuBlerhalb des Intervalls wéchst die in der Fehlerabschitzung auftauchende Funktion
sehr schnell. Extrapolation ist daher sehr unsicher und sollte bei M&glichkeit vermieden
werden.

Beispiele:
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e f(zr) = =, Stitzstellen zyp := 1 und z; := 4. Es ist dann = [1,4] und n = 1.
Die zweite Ableitung von f ist f”(z) = —1273 2, so daB sich " « = |f"(1)] = %
ergibt. Also gilt fiir das (lineare) Interpolationspolynom die Fehlerabschitzung

; _191 9
=2 4 4 32

e f(z) = sin(z), Stiitzstellen zg := 0, 1 := 7 und 5; = [0, /2], n = 2. Es ist

f" 5% = —cos o =1, woraus fiir das quadratische Interpolationspolynom die

Abschitzung

I <Lt o
=3 123 8 '
folgt.

Das Approximationsproblem ist folgendes: Gegeben ist eine Funktion f eines Funktionen-
raumes , sowie ein Unterraum C  ’einfacher’ Funktionen. Gesucht ist ein a € , so
daBl a 'moglichst gut’ f anndhert: a =~ f. (Unter 'moglichst gut’ kann man beispielsweise
minimale Norm des Fehlers verstehen.)

Wie gut ist die Approximation durch Polynominterpolation?
Gegeben sei eine Funktion f € C( ), :=[a,b]. Seien ferner Unterteilungen des Intervalls
gegeben durch

Am={a=2a{" <z <. .<al™ =1},

wobei ( ,,)m  eine streng monoton wachsende Folge natiirlicher Zahlen ist; das Interpo-
lationspolynom von f auf A, sei ,,. Man definiere A, := max;—91 ..k, |Zit1 — zi,
und verlange von den Unterteilungen noch A,, — 0 fiir m —

Fiir m —  entsteht so eine Folge von Interpolationspolynomen ( ), , und die Frage
im Sinne der Approximation ist: ,, — f gleichméifig?

Dies ist in der Regel nicht der Fall; vielmehr neigen hochgradige Polynome dazu, stark
zu oszillieren, und der Fehler |f — ,,| kann iiber alle Schranken wachsen (sieche Ubung:
Gegenbeispiel von Runge). Es gilt sogar folgender

Satz 3.2.14 Faber Zu eder Folge von ntervalleinteilungen A\, eines ntervalls 1dft
sich ein f € C( ) finden, so daf§ die Folge der nterpolationspol nome ( ) au  nicht
gleichmdfig gegen f konvergiert.

Dabher ist fiir grofie n (d. h. viele Stiitzstellen) die Polynominterpolation nicht mehr ratsam.
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3.2. ermite nterpolation

Die Hermite-Interpolation ist eine Verallgemeinerung der oben beschriebenen Polynomin-
terpolation: sie 148t auch die Vorgabe von Ableitungswerten zu. Gegeben seien Paare

(%0, £(0)), (z0, f'(%0)), - - -, (0, f 7 (20)),

(@1, f(21))s - -, (21, M7V (1)),
(3.23)

Ty F(@m))s - -+ s (@, FOm D (2)),

mit g < 1 < ... < Z,,- Dann besteht das Hermitesche Interpolationsproblem darin, ein
Polynom  vom Grad <n mit n+1:= 3" n; zu bestimmen, das folgende Interpolati-
onseigenschaften besitzt:

&) (z;) = FO) () =0,...,n;—1, i=0,...,m. (3.24)

Zusétzlich zu den Funktionswerten sind also noch jeweils die ersten n; — 1 Ableitungen
vorgeschrieben. Insgesamt hat man y ;* n; = n + 1 Bedingungen und ebensoviele Unbe-
kannte, so daf die eindeutige Losbarkeit des Problems zu erwarten ist:

Satz 3.2.15 Zu beliecbigen orgaben gemdafy (3.23) gibt es genau ein Pol nom € .,
welches die  ermiteschen nterpolations orderungen (3.2 ) er iillt.

Beweis: Eindeutigkeit: Seien 1, o € ,, zwei Polynome, die (3.24) erfiillen. Dann gilt fiir
das Differenzpolynom := ;— o

®)(z)=0 fir =0,...,n;—1, i=0,...,m.

Also ist z; eine mindestens n;-fache Nullstelle von , so da  mindestens > n; =n+1
Nullstellen enthilt. Aus Gradgriinden mufi  dann schon das Nullpolynom sein.
Existenz: Die Existenz folgt aus der Eindeutigkeit. (3.24) stellt ein lineares Gleichungssy-
stem von n+ 1 Gleichungen fiir die n+ 1 unbekannten Koe zienten von dar. Die Matrix
dieses Gleichungssystems ist nichtsingulir wegen der eben bewiesenen Eindeutigkeit. Also
besitzt dieses LGS fiir beliebige Vorgaben eine eindeutig bestimmte Lisung.

Analog zu Satz (3.2.11) beweist man folgende Fehlerabschitzung:

Satz 3.2.16 Sei f € C""1[a,b], und seien Stitzstellen und -werte gemdp (3.23) gegeben.
Das Pol nom (z) sei das eindeutig bestimmte ermite- nterpolationspol nom, das (3.2 )
er illt. Dann gibt es zu edem x € [a,b] ein  aus dem kleinsten ntervall, das alle z; und
x enthdlt, mit

()£ D)

f@) = @)= =10

: (3.25)

wobei (x) = (x —x)™ - (x — )™ ... (& — zp)"™.
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3.3 plines

Da die Polynominterpolation fiir grofie n beliebig schlecht werden kann, muff man nach
anderen Wegen suchen, um ein gegebenes f auf einem Intervall := [a,b] C R zu approxi-
mieren. Eine einfache Idee ist es, die Funktion f durch einen Polygonzug zu interpolieren:
Man zerlege in Teilintervalle [z;, z;11], ¢ = 0,1,...,n — 1, und interpoliere jeweils li-
near in [z;,x;11]. Die entstehende Interpolationsfunktion ist dann stetig, aber i. a. nicht
differenzierbar. Thre Approximationseigenschaften hingegen sind annehmbar:

Satz 3.3.1 Sei f € C%( ), = [a,b]. Dann gilt iir den interpoliecrenden Pol gonzug ¢
beziiglich der nterteilung a =x¢9 < z1 < ... < T, = b die Fehlerabschdtzung
h2
f_(Poo§§ f" 00 (326)

wobei h := max;—g1 ... n—1|Tit1 — ;| den mazimalen Stiitzstellenabstand bezeichnet.
Beweis: Fiir z € [z;, z;+1] gilt nach der Fehlerabschitzung (3.2.11)

0o g . h? "
|f($)_90(37)|§2—f o =g 00"

Der Polygonzug konvergiert demnach fiir h — 0, aber er ist i. a. nicht glatt. Ein solcher
Polygonzug ist das einfachste Beispiel fiir einen Spline: Eine Funktion, die stiickweise
polynomial vom Grad ist, und die insgesamt in C*~1( ) liegt. Hier sind die Polynome
auf den Intervallen vom Grad 1, und der Polygonzug ingesamt ist immerhin stetig, also
aus C°( ).

Der am héiufigsten verwandte Spline ist stiickweise kubisch und damit zweimal stetig
differenzierbar. Frither benutzten Konstrukteure statt eines Kurvenlineals oft einen diinnen
biegsamen Stab (Straklatte, engl.: spline), den man durch Festklemmen zwang, auf dem
Zeichenpapier eine interpolierende Kurve zu zeichnen. Physikalisch ist die Lage, die der
Stab zwischen den Datenpunkten einnimmt, durch ein Minimum der elastischen Energie
charakterisiert, d. h. die Gesamtkriitmmung wird durch die den Stab darstellende Funktion
unter allen anderen zweimal stetig differenzierbaren Interpolierenden minimiert.

Definition 3.3.2 Sei A :={a=z9 < z1 < ... <z, = b} eine nterteilung des ntervalls
:= [a,b]. Dann heifit eine Funktion

3 : —=R mit 3 €C*)und 3

oo € sz @)
ein kubischer Spline. 3 () bezeichnet den Raum aller kubischen Splines au dem nter-
vall

Sind erner Stitzwerte y = (yi)i=o01 ...n gegeben, so heifit 3 € 3 () interpolierender
Spline, alls 3 (z;)=y; dri=0,1,...,n gilt.

Sind Unterteilung A und Stiitzwertevektor y klar, so wird im folgenden zur Vereinfachung
der Notation := 3 gesetzt.



3.3. SPLINES 31

3.3.1 andbedingungen interpolierender plines

Sei A :={a=z9 <11 <...< 2z = b} eine Unterteilung des Intervalls := [a,b] und
y = (y;) ein Stiitzwertevektor. Gesucht ist ein interpolierender Spline (dessen Existenz
aber noch nicht feststeht).

Koe zientenbetrachtung: Da ein Spline aus n stiickweise kubischen Polynomen besteht,
stehen 4n freie Koe zienten zur Verfiigung. An Bedingungen hat man

Interpolationsbedingung;: (x5) = v, i=0,1,....n n + 1 Bed.
Stetigkeit von : (z7) = (zf), i=1,...,n—1 n—1Bed.
Stetigkeit von ’: ;) = (zf), i=1,...,n—1 n—1Bed.
Stetigkeit von ' : "(z;7) = "(zf), i=1,...,n—1 n—1Bed.

4n — 2 Bed.

Es bleiben zwei freie Bedingungen iibrig. Ublicherweise schreibt man dann zusétzlich eine
der folgenden drei Randbedingungen vor:

1. natiirliche Randbedingung:
"(a) = "(b) =0. (3.27)

Diese Bedingung heifit 'natiirlich’, weil ein eingespannter Stab (’spline’) ohne weitere
Krafteinwirkung an den Rindern eine kriimmungsfreie Lage einnimmt.

2. periodische Randbedingung;:
® @)= ®®), =0,1,2. (3.28)
Diese Forderung ist natiirlich nur fiir yy = ¥, sinnvoll.

3. 'FluBirandbedingung’ oder Hermite-Endbedingung;:

"(a) = f'(a), '(0)=1'(b) (3.29)

(fiir eine zu interpolierende Funktion f).

3.3.2 Berechnung interpolierender plines

Sei A :={a =129 < 71 < ... <z, = b} eine Unterteilung des Intervalls := [a,b], und

sei f eine zu interpolierende Funktion. Man setze y; := f(;), v, := f'(zi), ¢ =0,1,...,n,

sowie hjt1 = Tjt1 — %4, ¢ = 0,...,n — 1. Ferner seien die Momente ; definiert durch
i = ”(CCZ') fiir ¢ :0,1,...,7’1,.

Der folgende konstruktive Existenzbeweises besteht aus zwei Schritten:
(i) Berechnung der Momente mittels eines linearen Gleichungssystems, und
(ii) Berechnung des Splines aus den Momenten.

Zu Punkt (ii): Wir nehmen an, die Momente liegen schon vor. Die zweite Ableitung des
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kubischen Splines  ist in den Teilintervallen [z;, z;11] linear, und es gilt "(z ) = fiir
= 1,1 + 1. Daraus folgt die Darstellung

Tiy1 — T T —x;
)= S Lz € [z, miga)- (3.30)

hit1 hit

Integration nach z ergibt
2 2

Tiy1 — T — T
"(z) = — 17( e ) + it 7( i) + i, T €[z Tit], (3.31)

2hi_|_1 2hi+1

wobei ; eine Integrationskonstante ist. Nochmalige Integration liefert

X, —.7;'3 .’L'—x'3
(z) = i%%— i+1%+ ile—z)+ 4 z€lzpzi];  (3.32)
1 1

auch ; ist eine Integrationskonstante.

Einsetzen der Interpolationsbedingungen fiihrt auf

vi= (x) = i%‘i‘ i
und
hi
Yir1 = (ZTit1) = i1 e ihiv1 + 4

Au 6sen nach ; und ; ergibt

ki,

T yZ - 3 6 bl 3 33

.:yi+1_yi+( i— it1)hip (3.33)

’ hit1 6 '
Auf dem Intervall [z;, ;1] machen wir fiir den kubischen Spline den Ansatz

(.’I)) = Z'(.T—:L'Z')3+ i(z—wi)Q—l- i(.’E—.’I,'Z')-I- i (3.34)

Wegen (z;) = y; folgt
i = Yi-

Einsetzen von z; in  "(z) =6 ;(z —x;) + 2 ; ergibt

Weiter gilt mit (3.31)
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(3.30) liefert schlieBlich

L 1 m _ +1 — 7
T DT e
Damit ist (ii) gezeigt.

Zu Punkt (i): Setze ; aus (3.33) ein in Gleichung (3.31):

2 (z—2)? yir1i—vi  ( i— it1)hi1
i i1 + + )
2hi+1 2hi+1 hi—|—1 6

Aufgrund der Stetigkeit von ’gilt ‘(z7) = ‘(z;), so daB sich aus
g g i

i

I($) _ (Tiy1 — )

T € [T, Tit1]-

2
oy i . oy a9
,(117;) _ Z.(-731 QZz 1) + Yi h?.Jz 1 + i 16 zhi _ Yi h:?z 1 + i 1;‘ Zhi
7 7 7
(beachte z; — z;—1 = h;) und
o) = YL T Yi hivi i hiyr i
hit1 3 6

die Gleichung
Yi — Yi-1 i-1+t2 iy Y1 =% i i hi i
;=

b T 6 i1 3 6
ergibt. Daraus erhdlt man durch Umformung
hi hi + hit hiy1 Yitl —Yi  Yi — Yim1
I N 2 I _ —1 _1
6 i-1+ 3 i+ 6 i+1 hi+1 hz y ) y
Das sind bisher (n — 1) Bedingungen fiir (n + 1) Unbekannte ,..., 5; es fehlen noch

die zwei Randbedingungen.

Mit
_ hi+1 o _ hz
=, =1 =
hi + hit1 hi + hit1
und
__ 6 Yitl — Y Yi — Yi-1 B
7 - ) 1=, yn—
hi+hiy1 hip hi
0 — n —
do =9  Y1—-%
R hi 0
dp, = ! Yn — Yn—1



y
=d,
= 05 »on T d= dOa adn T
0
1
n—1
n
. Sei  wiein (3.3 ). Firz =z Zn T und n L gilt die
mplikation
V4 Z 00 i— 1 n|Z| 1.n| Z|
zZ n T n
rér—1 Zr r2r+1 T
r Z oo ol lzrt1| 2] lzr—1| ||
|l | s |2r| rl2r—1] rlzrs1l el
= 1l..n
T T
z z
E Z E
b -
Sei € C . Dann gilt 1r T T z T und den
Momentenvektor , gegeben als  dsung von (3.8 ) mit Flu -R , -
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