NUMERIK VERFAHREN FUR INFORMATIKER

Von Thomas Pajor

Eine Zusammenfassung einiger Verfahréndie Numerik Klausur.



“No pain, no gain.”
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Numerik Verfahren INHALTSVERZEICHNIS

\Vorwort

Dies ist eine Sammlung de&aggigsten Verfahren zur Vorbereitung auf die Numerik Nachklausur im Winterseme-
ster 2004/2005 an der Univer&itKarlsruhe (TH). Die Vorlesung wurde von Prof. Dr. Scherer gehalten, deshalb
orientieren sich die Aufgabentypen und Verfahren ausschlieRlicHhtamgsbéattern und Klausuren von Herrn
Scherer. Das Skript ist also mit Vorsicht zu genief3en, falls ein anderer Professor die Vorlesung gehalten haben
sollte.

Ich habe versucht die Verfahren anschaulich und &adiich zu erkhren.Warumdie Verfahren funktionieren ist
mir meistens nicht 100% klar, aber sie scheinen es. Mir ist auch bewusst, dass die Verfahren zum TglLetivas
sind - das ist wohl in der Numerischen Mathematik so, und man sollte sich damit abfinden.

Ich mbchte darauf hinweisen, dass diese Sammlung keineswegs perfekt ist, und sich somit Fehler eingeschlichen
haben nnten. Auch ist mir das Verfahreén6 nicht wirklich klar, deshalb ist das mit Vorsicht zu genief3en!

Falls ihr Fehler oder Verbesserungsvorgégd habt, mailt mir bitte athomas.pajor@logn.d®ie aktuellste Ver-
sion findet ihr ndirlich aufwww.logn.de
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Numerik Verfahren MCHTLINEARE GLEICHUNGEN

1 Nichtlineare Gleichungen

1.1 Fixpunktiteration

Gegeben: Eine Funktionf : R — R, z — y und ein Intervalll := [a, b].
Gesucht:Fixpunktz* in I, Fehlerschranken.

Fur diesen Aufgabentypdnnen mehrere Unteraufgaben auftreten.

(i) Beweis, dass Fixpunkt existiert
Um zu beweisen, dass ein Fixpunkt im Intervakxistiert, nissen folgende Dinge gezeigt werden:

(1) Zeige, dass das Intervdllabgeschlossen ist.
(2) Zeige, dasg|; eine Abbildung in sich ist, also dass gilt
Veel: f(x)el
Zeige dazu, dasg monoton ist (z.buber die erste Ableitung), und dagé&:), f(b) € I.

(3) Berechndiber Mittelwertsatz der Differentialrechnung

L |10

alsoL = max,¢[q,p | f' ()] Fur L muss gelten

0<L<1

Fertig!

(i) Anzahl Iterationsschritte
Oft wird nach der Anzaht Iterationsschritte gefragt, diédtig sind bis das Ergebnis eine Genauigkeit von
|z, — 2*| < 107%

ausgehend von einem Startwegt€ I hat.
Benutze hieriir die A-Priori-Schranke

T, —x* - L - | ¥ < L
=1-1 TnmEI=TT

|9U1 — o

1 — o
Im Klartext: Stelle die Gleichung

L’I’L

107 =
0 1-L

|1 — o]

auf und berechnén]. z, lasst sich dabei frei auswahlen, undr; erhalt man durche; := f(xo).
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Numerik Verfahren 1.2 NWTON VERFAHREN

(i) Beweis, dass Abstand nactn Schritten bereits kleiner als10~%

Verwende je nach Aufgabenstellung der Werte die obige A-Priori-Schranke (Einsetzen!), oder sind \erte
undz,, gegeben, benutze diePosteriori-Schranke

|z, —a¥| < L |Tp—1 — |
1-L

X

X sollte dann kleiner al$0—¥ ergeben.

1.2 NewTON Verfahren

Gegeben: Eine Funktionf : R — R € C?(I) auf einem Intervall. Die Funktion habe ein Nullstelle* € 1.
Gesucht:Die Nullstellez* mit Hilfe des NEwToN Verfahrens.

Wahle einen Startwernt, € I, berechne die Ableitung’ und wende folgende Iterationsformel an

_ f(z:)
f'(@i)

Tit1 = L4

1.3 HEeRoON Verfahren

Gegeben: Der KorperR.
Gesucht:/a fiir eina € R.

Stelle die Funktionf : R — R, 2 — 22 — ¢ auf und Berechne mittels 8NvTON Verfahren die Nullstellec* im
Intervall [0, a].

2 Lineare Gleichungssysteme

2.1 Vektornormen

Gegeben: Eine Abbildung|| - || : R® — R
Gesucht:Der Beweis, dasp - || Vektornorm ist.

Priife die Axiome der Vektornorm nach. Diese sind

Build: 20. Juli 2005, 16:57 6



Numerik Verfahren 2.2 MATRIXNORMEN

(1) ||z|| > 0 furallex € R™ mitx # 0 (Definitheit)
(2) |laz|| = |a|||z| fur allexz € R™,a € R (Homogeniét)

) llz +yll < |l=|| + [|y|| fur allex,y € R™ (Dreiecksungleichung)

2.2 Matrixnormen

Gegeben: Eine AbbildungV : R"*" — R
Gesucht: Der Beweis, das®/ Matrixnorm ist.

Prufe die Axiome der Matrixnorm nach. Diese sind gerade die gleichen wie bei der Vektornorm mit einem
zusatzlichen Gesetz

N(A-B) < N(A)-N(B) VA,BecR™™  (Multiplikativit at)

2.3 \Vetraglichkeit von Matrix und Vektornormen

Gegeben: Eine Vektornorm| - || : R” — R und eine MatrixnormV : R"*" — R.
Gesucht: Der Beweis, dass die beiden Normen végtich sind.

Sehr einfach! :)

Zeige die Ungleichung

|Az|| < N(A) - ||z|| Vz € R", YA € R™¥"

2.4 Gesamtschrittverfahren (GSV)

Gegeben: Ein LGS Az = b mit A € R™*™ undb € R™, sowie einen Startvektar, € R™.
Gesucht: Iterativ (die erstem Schritte) eine Bsung des LGSiber das Gesamtschrittverfahren.

(i) Zeige dass das Verfahren konvergiert
Zeige, dass die Matrid ,diagonaldominant’ istiber einegler folgenden Kritieren

(1) Hinreichend: Zeilen Summen KriteriumDie Summe der Elemente in jeder Zeile ohne dem Element auf
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Numerik Verfahren 2.5 MZELSCHRITTVERFAHREN(ESV)

der Diagonalen muss kleiner als das jeweilige Diagonalelement sein.”
n

> lajel <laj|  Vi=1,...,n

k=1

k#j

(2) Hinreichend: Spalten Summen KriteriupDie Summe der Elemente in jeder Spalte ohne dem Element
auf der Diagonalen muss kleiner als das jeweilige Diagonalelement sein.”

n
Z|ajk|<|akk| Vk=1,...,n
A=l
ki

(3) Hinreichendes KriteriumN (T') < 1, wobeiN eine beliebige Matrixnorm ist.

(4) Hinreichend und notwendigi(T") < 1, wobeip(A) definiert ist wie in7.2

(i) Bestimmen der Iterationsmatrix

Die Matrix A habe folgenden Aufbau

D U - .. U
L :

A=|: .. p . |=D+L+U
: 0 .U
L -« ... L D

Die IterationsmatriX” berechnet sich nun aus

T:=-DYL+U)

(i) Iterieren
Die Formel zum berechnen désen Schrittesi(> 1) lautet;x ist hierbei der Startvektor.

xX; Z:T"’Ei,1+D_1'b

Breche bei = p ab, dann ist; die rAherungsweisedsung des LGS.

2.5 Einzelschrittverfahren (ESV)

Gegeben: Ein LGS Az = b mit A € R™*™ undb € R", sowie einen Startvektar, € R™.
Gesucht: Iterativ (die erstem Schritte) eine bsung des LG8ber das Einzelschrittverfahren.
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Numerik Verfahren 2.6 LR-ZERLEGUNG

(i) Zeige, dass das Verfahren konvergiert

Falls die Bedinungeriir die Konvergenz verlangt werden so existieren folgende Bedingungend dassergiert
(T sei dabei definiert wie in Abschnitt (ii))

(1) Hinreichend: Das Zeilen-Summen-Kriteriurfd.{) ist erfullt (das Spalten Summen Kriterium gigt
nicht!)

(2) Hinreichendes KriteriumN (T') < 1, wobeiN eine beliebige Matrixnorm ist.

(3) Hinreichendes und notwendiges Kriteriup{T") < 1, wobeip(A) definiert ist wie in7.2
Zeige, dass das Zeilen Summen Kritieruniétfist, also dass gilt
> lajel <lajl  Vi=1,...,n
k=1
k£

Hinweis: Ist das Zeilens-Kriterium nicht erfillt, jedoch das SpalteR-Kriterium, so konvergiert nur das Gesamt-
schrittverfahrenZ.4)!

(i) Bestimmen der Iterationsmatrix

Die Matrix A sei aufgebaut wie beim Gesamtschrittverfahizd)( Berechne dann die Iterationsmatrix wie folgt

T:=—(D+L)"'U

(i) Iterieren
Die Formel zum Berechnen désen Schrittesiir: > 1 lautet

z;:=T-z_1+(L+D)"1-b

2.6 LR-Zerlegung

Gegeben: Eine Matrix A € R™*™ und ein Vektorh € R™.
Gesucht:Die Losung des LGSlx = b mit Hilfe der LR Zerlegung.

(i) Zerlegung der Matrix A

Wir betrachten eine Matrix
A=
Wende nun das GaulR-Eliminationsverfahren ohne Zeilenvertauschungéraauf
Will man also die Stelle:;; ,ausnullen®, so multipliziert man (im Kopf) die Zeilemit o = Z—J und addiert sie
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Numerik Verfahren 2.7 BOLESKY ZERLEGUNG

zur Zeiles. Statta;; = 0 schreibt man nun das additiv Inverseaualso—a an die Stelle.

Ist man mit der ersten Zeile fertig, so betrachtet mariijadbs weitere GrauR-Verfahren nurnoch eine Teilmatrix
A’ ohne der ersten Zeile und Spalte. Somit werden-dis nicht in weiteren Berechnungen beksichtigt.

Als Ergebnis erhlt man eine Matrix der Form

* coo oo *

o .- o *

Die o-Symbole stehen dabdirfdie —c«;;, die wahrend des Gaul3verfahrens notiert wurden. Alisst sich, und
R ablesen, setze also

L=1° R:= (_)
0 :
o o 1 0 0 =

Existiert eineL R-Zerlegung @ir A, so muss gelten
L-R=A

Ist dies nicht eiifillt hat man sich entweder verrechnet, odebesitzt keinel. R-Zerlegung.

(ii) Gleichungssystemdsen

Das Gleichungssystethz = b |6st man indem man zéchst
Ly=5b

berechnet und dann
Rx =y

berechnet.

2.7 CHOLESKY Zerlegung

Gegeben: Eine symmetrische, positiv definite Matrik € R™*™ und ein Vekton € R™.
Gesucht:Die Losung des LGSlz = b mit Hilfe der Cholesky Zerlegung.

Beachte die Voraussetzungen. Diese gliferpiifen, falls danach gefragt wird warum keiBeioLESKY-Zerlgung
existiert.
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Numerik Verfahren 2.8 UBERBESTIMMTESLGS

(i) Zerlegung der Matrix

Mit A = ((a;;)) berechne MatrixX := ((l;;)) wie folgt

l11 =011

1 -1
L ;:7( w3 Ll ) k=1,2,...,j-1
jk len Qjk jrlk J

=1l

ljk.::O i<k

k—1
lkk o= akk—ZHkr\z k:2,3,...,n

r=1

Die resultierende Matrix hat die Form
li1 0
L= :

lnl e lnn

Berechne nurd " . Dies ergibt die GOLESKY Zerlegung vor4, fiir die gilt A = LLT.

(i) LGS Idsen
Analog wie bei der LR-Zerlegungp$t man das LGS wie folgt.

(1) LoseLy =b=y.

(2) LoseL Tz =y = z.

2.8 Uberbestimmtes LGS

Gegeben: Ein lineares GleichungssysteAx = b mit A € R"*™ wobein > m undb € R".
Gesucht: Der Beweis dass das LGS dsbar ist.

Bringe das LGS auf Treppennormalform oder GauRnormalform. Da das LGS mehr Zeilen als Spalten hat, sollte
aus den letzten Zeilen ein Widerspruch herleitbar sein.

Alternativ: Zeige dasRang(A) # Rang(Ab).

2.9 Ausgleichsproblem

Gegeben: Wertepaardx;, y;) € R?,i =0, ..., n.
Gesucht:Parametety, . . ., ayy, fUr f(z) = apz® + ... 4+ ama™ so, dassl (a, . . ., am) = Do |vi — f(z:)?
minimiert wird.
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Numerik Verfahren 2.10 GERSCHGORIN

(i) Matrix aufstellen

Stelle eine MatrixA und einen Vektob auf, die folgende Gestalt haben:

0 m
"Z:O PR xo yo ao
A= : : b:= : =
IO . xm
n n yn a”",

(ii) Frage nach Unlosbarkeit
Ist der Beweis verlangt, dass es keine Funktion gibt, die durch alle Purkig) geht, so zeige mit dem Verfahren

aus2.8, dass das LG3z = b unlosbar ist.

(i) Parameter bestimmen

Lose das LGSAT Az = ATy. Dies liefert die Parameteiif o, . . . , v,

2.10 GERSCHGORIN

Gegeben: Eine Matrix A € R™*™,
Gesucht: Ein Kreis um0, in dem alle Nullstellen des charakteristischen Polynoms, also die Eigenwertel von
liegen.

Die Matrix A = ((a;;)) sei folgendermafen aufgebaut:
ayr - A1n
A =

an1 Gpn

Berechnefiir jede Zeilei der Matrix die Mengézx;, y;] wobei

n n
ﬂfi:an‘*zmz‘j\ yi:aii+2|azj\
j=1 j=1
i#j i#j
Der Kreis ist besclmkt durch die Menge

n

(X, Y] := U[Cﬂi,yi]

i=1
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Numerik Verfahren PLYNOME UND SPLINES

3 Polynome und Splines

3.1 GERSCHGORIN

Gegeben: Ein Polynomp(x) € R[X].
Gesucht: Ein Kreis um0 in dem alle Nullstellen vomp(z) liegen.

Das Polynom habe die folgende Gestalt

n
() = apz™ + an_12" ... F a1z +ag = g a;x"
i=0

Das Polynom ist in normierter Form, also der Koeffizieptmuss1 sein! Bringe das Polynom als ggf. in diese
Form.

Berechne nun

n—1
Ty = max{l, Z |ai\}
i=0

ro := max{|ao|,1 + |a1|,..., 1 + |an—1|}

r:=min{ry,re}

Der Kreis hat nun Radius Also alle Nullstelleny sind in&C(0, 7).

3.2 SrurMsche Ketten

Gegeben: Ein Polynomp(z) € R[X]. und ein Intervalll = [a, b].
Gesucht: Anzahl der Nullstellen if mit hilfe STURMscher Ketten.

Man gehe in folgenden Schritten vor.

(i) Bildung der Kette
Die Kette ist eine Folge von Polynomey, . . ., p,, die wie folgt berechnet werden.

bo:=p
pri=p
Pj—1:=GqjPj — Pj+1

Pm—1 ‘= dmPm

Benutze @r po, . . ., p, den Algorithmus von EKLID.
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Numerik Verfahren 3.3 BIFACHESHORNERSCHEMA

(i) Vorzeichenwechsel

Stelle nun eine Tabelle wie folgt auf

| po pm | #VZW
a SgnpO(a) to Sgnpm(a) Va
b|sgnpo(b) -+ sgnpm(b) |

Die Signum Funktiorsgn : R — {—1,0, 41} ist dabei definiert wie folgt
1 fur x>0

sgn(z) = 0 fur z=0
-1 far <0

Beispiel:—1 — —1 — 0 — 1 enthalt einen VZW.1 - -1 — 0 — 1 — 0 — 1 enttalt zwei VZW.

(i) Nullstellen
Die Anzahl der NullstellenV in I ist dann gerade

N = ‘1}1 — ’U2|

3.3 Einfaches FObRNER Schema

Gegeben: Ein Polynomp(z) € R[X] und eine Stelle:.
Gesucht: Die Auswertung des Polynoms an der Stellemit Hilfe des HORNERschemas.

Das Polynom habe die Form

Dann berechnéber folgende Tabelle die Werke undi;

O S )
Zo kn k/’nfl o kO

0 ln Zn—l e ’T

Dabei berechnen sich die Werte wie folgt:

k,:=0

by = an + Ky,
ki :==1li+1 20
li :=a; + k;

Die Auswertung vorp an der Stellex ist dann geradeé.
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Numerik Verfahren 3.4 LLSTANDIGES HORNERSCHEMA

3.4 \ollstandiges HORNER Schema

Gegeben: Ein Polynomp(z) € R[X] und eine Stelle:.

Gesucht: Die Auswertung der Polynomg® an der Stelle:, mit Hilfe des HORNERschemask = 0, . .., n).

Das Polynom habe die Form

Stelle folgende Tabelle auf

an Ap—1 ey ag | Durchgangl
To | Kknyo kn_10 <+ ko koo 0
0 ln,0 lp—10 - lLo lopo
o | kna kpn—11 - ki 1
0 Up.a lp—11 -+ lLa
Zo kn,n—l kn—l,n—l - - - n—1
0 ln,n—l ln—l,n—l — —
20 | knn = = = = n
0| by - - - -

Fir jeden Durchgangd > 1 lassen sich die Werte, ; undi; 4 wie folgt berechneni(=n, ..., d).

kn,d =0
ln,d = ln,d—l + kn,d
kig:=liy1.4- 7o

lig:=1lia—1+kiq

Fur d = 0 gilt die Berechnung wie beim Einfachemd®NERschema (sieh®.3) aufgefihrt.

Es ergeben sich durch folgende einfache Formel die Auswertungen der Polyfforae der Stelle::

p(d) ({E()) = ldd ° d'

3.5 Entwicklung eines Polynoms nach BRNER

Gegeben: Ein Polynomp(z) € R[X] und eine Steller, € R.
Gesucht: Ein Polynomp(z), welches nach Potenzen van — () entwickelt wurde.

Das Polynom habe die Form

Berechne die BRNER Tabelle wie im vollsindigen Horner Schema (sieBé) fur xg.
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Numerik Verfahren 3.6 ASPALTUNG EINESPOLYNOMS MIT HORNER

Dann gilt

o~ .

n,n(m = Zo)n + ...+ 1171(1’ = ZQ) —+ l070

Fertig! :)

3.6 Abspaltung eines Polynoms mit HRNER

Gegeben: Zwei Polynomep, ¢ € R[X], wobeip durchgq teilbar ist.
Gesucht:Die Abspaltung des Polynomsvon p tiber das KhRNERSChema.

Die Polynome seien wie folgt aufgebaut:

() = anz™ + ... + apz®

q(z) = bpxz™ + ... + boa®

[ Das Polynomy(z) muss normiert sein, aldg, = 1. (?) ]
Stelle folgende Tabelle auf:

G, An—1 e ag
_bmfl kngmfl k/)nfl,mfl e kO,mfl
—bo kn.,0 kn—10 - koo
0 ln Zn—l e lO

Die Werte berechnen sich wie folgt:

kij = —bj livm—j
l;, = ki’m,1 + ...+ ki,O

Setze die hichste Potenz des resultierenden Polynomg agfn — m. Es gilt dann:

p(x) = q(x) - (ln_133’E +.. . +lnpx®)

3.7 TSCHEBYSCHEFF-Polynome

Gegeben: Ein Polynomp(z) € R[X] vom Gradn.
Gesucht: Die Entwicklung nach SCHEBYSCHEFE
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Numerik Verfahren 3.8 SPLINES

(i) Definition
Die TscHEBYSCHEFHPolynome sind folgendermalRen definiert:

T, (z) = cos(n arccos(z)) neN

(i) Rekursion

Die Rekursionsformel zur Bestimmung degen TSCHEBYSCHEFpolynoms lautet
To(l') =1
T (z) ==
To(z) =2z - Th_1(x) — T—a(x) n>2

(iii) Entwicklung

Die TSCHEBYSCHEFPpolynome bilden eine Basis d&sVektorraums der Polynome, alsiskt sictp(z) als Line-
arkombination der $CHEBYSCHEFPpolynome darstellen.

Bestimme also die Tschebyscheffpolynofe. . ., T5,.
Stelle nun folgende Gleichung auf

p(ﬂ?) = aoTo(.T) +a1Ty (33) +...+a, T,

Bestimme nun diey, . . ., a,, durch Koeffizientenvergleich.

(iv) Koeffizientenvergleich

p(x) habe die Formp(z) = bz + ... + b,z™. Forme die rechte Seite von der oberen Gleichung in folgende
Struktur um

boz® + ... 4+ bpx™ = (ppag + - - - + Qonan )z’ + ... 4 (CnoGo + . . . F Appan )™
Dies induziert das Folgende LGS welches nizseh muss um die Skaladg, . . ., a,, zu erhalten.

agyp  ccc Qop ag bo
Qi Qpn an, bn

(v) Schaubilder

Die Schaubilder entnehme man dem Anhang)(

3.8 Splines

Gegeben: Ein Intervall[a, b] C R.
Gesucht: Die Definition von Splines.
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Numerik Verfahren 3.9 UBERPRJFUNG VON SPLINES

Folgende Kriterien rassen efillt sein damit es sich bei einer FunktieR : [a,b] — R um einen Spline vom Grad
k handelt.

e A ist ein Gitter mit Gitterpunktenmy,...,z, Mita =g <21 < ... < z, =b

® 5(2)|[z,_, 2, iSt €in Polynom vom Grad.

e s(x)istin [a,b] mindesteng — 1 mal stetig differenzierbar.
Kubische Splines haben dabei gerade Grad 3, alsé gilt3.

Splines werden oft als zusammengesetzte Polynome vomitadhestellt, also

ak,lxk—l—...—&—ao,lxo ro <z <21

s(z) =

ak,nxk P oooTr a'O,nxO Tn—1 <z< Tn
Fir kubische Splinesy, die eine Funktiory interpolieren gilt die folgende Fehlerabstihung:

1F = sslloe < 20 fP|oo = O(R*), (b — 0)

3.9 Uberpriifung von Splines

Gegeben: Ein Gitter A und eine Funktio : R — R sowie eine Funktiorf (x).
Gesucht:Der Beweis, dass ein Spline vom Grad und die Funktionf(z) in den Gitterpunkten interpoliert.

Im Wesentlichen riassen hieidr die Bedingungen au&8 tiberpiift werden, also

(1) Zeige, dass(x) maximal den Grad hat (einfach ablesen!)
(2) Zeige,s ist zusammengesetzte Polynomfunktion auf den Gitterabschnitten mittGjaweils).

(3) Zeigelber folgenden Ansatz, dass die Funktion in den Gitterpunkteri mal stetig diff’bar ist

lim s9(z)=s9(z)= lim s9(x) j=0,....k—-1,i=1,....,n—-1

T—Ti— r—x;+
(4) Zeige, dass(x) die Funktionf(x) interpoliert, indem gilt
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4 Algebraische Interpolation

4.1 Interpolationspolynome

Gegeben: Eine Funktionf : R — R und eine Menge von Punktdh:= {zg,...,2,}
Gesucht:Interpolationspolynomp(z) € R[X] durch alle Punkte auB.

(i) Vandermonde-Matrix

Stelle die Vandermonde-MatriX auf. Diese hat folgende Form:

1 x5 zq
V=
1 2l - an
(i) LGS losen
agp f(mf))
Losedas LGS a = y. Dabeigilta := | : | sind die Koeffizienten des gesuchten Polynomsynd ( 3 )
an f(zn)
die Funktionswerte an den Stellep, . . ., z,,.

Das Polynom ist nun

4.2 Interpolationspolynome nach LAGRANGE

Gegeben: Eine Funktionf : R — R und eine Menge von Punktén := {zq,...,z,}
Gesucht: Interpolationspolynom nachAGRANGE p(z) € R[X] durch alle Punkte auB.

Bestimme iir jedesr; € P die LAGRANGE-Grundfunktion wie folgt:

n

T — Tk

li(z) =
=

Setze dies in die AGRANGE-Polynomfunktion ein:

p(z) =Y flz;) - Li(=)
j=0
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4.3 Interpolationspolynome nach NEwWTON

Gegeben: Eine Funktionf : R — R und eine Menge von Punktdh:= {zg,...,2,}
Gesucht: Interpolationspolynom nach 8WTON p(z) € R[X] durch alle Punkte au®. AuRerdem wird Bufig
nach einer Fehlerabsatzung gefragt.

(i) Grundfunktionen

Stelle die Grunfunktionew;(x) auf. Dabei berechnen sich die Wettg(x) wie folgt
wo(z) =1
wy () = wo(z) - (x — x0)
w;(z) i= w1 (x) - (x — ;1)

(i) Merkw Urdiges Schema

Stelle einauf3erst bedenkliches Schema auf:

To | Yo =| [zo]
> [‘r07m1]
x|y = [z1] )| [0, 21, 2]
) [z1, 2] )
T2 Y2 = [x2] ) [z1, T2, T3]
> [x27x3] > [.1‘07.’)31,...,1‘,1}
> [xnflvwn]

Die Werte berechnen sich wie folgt:

(1) Initialisiere die erste Spalte mit;] := f(z;).
(2) Berechne den Rest wie hglynamischer Programmierung”“ mit der Formel

[Timtts - Tmak] — [Tmy - Tmak—1]

[l'ma ©oo amerk] =
Tm4+k — Tm

Auf Deutsch bedeutet das, dass sich ein Wert in einer Spaltg @adurch berechnet dass man acinst
die Differenz der unmittelbaren Voagger von unten nach oben bildet und diese dann durch die Differenz
der ganzaul3ersten Voi@nger (wiedefunten — oben®) in der 1. Spalte teilt.

(i) Polynom aufstellen

Die Koeffizienten des Polynoms lassen sich nun leicht aus demamdligt berechneten Schema ableseimhch
gerade die oberste Treppe im Schema bilden die Koeffizienten. , a,,; Formal:

a; = [zo,. .., 2]
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Das Polynom hat dann die Gestalt

p(x) == Zai - w; ()
i=0

(iv) Fehlerabschatzung

Es gilt folgende Fehlerabséatrung (Restglied von ACHY)

/() = pu(@)l0 < ( LD w(z)

n+1)!
mit
w(z)=(x—x0) ...  (x—xp)

wobei mit || f(*+1)(z)||, der gbRter Wert aufizg . .. z,] gemeint ist. Hieriir ist meistens eine Absétzung
angegeben.

4.4 Trigonometrische Interpolationspolynome

Gegeben: Eine periodische bzw. trigonometrische Funktipn R — R und eine Menge von Punkten € R,
1=0,...,n.
Gesucht: Ein trigonometrisches Interpolationspolynem(x) zu f(x).

m Sollte stets so gemhlt sein, dass gilt

n—1
2

m =

Bestimme zuéchste alle Wert¢(x;) (da wir die noch brauchen werden). Es empfiehlt sich u.u. eine Tabelle mit
i,; und f (z;) aufzustellen.

(i) Diskrete Fourier Koeffizienten

Bestimme die diskreten Fourier Koeffizientey, . . ., a,,, SOWI€[y, . . . , B, Wie folgt
9 2m
e ) f(z;) cos(va;)
7=0
9 2m
b= 523 e sinfoey)

j=0

(ii) Einsetzen in das Polynom

Setze die soeben berechneten Fourier Koeffizienten in das folgende Polynom ein

Tn(2) = ? + Z<a” cos(vz) + B, sin(vz))
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5 Quadraturverfahren

5.1 Trapez/Mittelpunkt/Keplerregeln

Gegeben: Eine Funktionf : R — R und Wertea, b € R
Gesucht:Das Integrall = f; f(z) dz mit Hilfe der Trapez/Mittelpunkt/Keplerregel.

Verwende je nach Aufgabenstellung eine der folgenden Regeln:

e Trapezregel. Diese berechnet quasi die Trapel#t zwischen den Punktém f(a)) und (b, f(b)).

—a —a g
[r@ae="52 @ +rm) + L5 e gefun
“ RestgliedR,, f

= [ f@) do~ 25 (@) + £(0)

e Mittelpunktregel. Diese berechnet ein Rechteck der Brieitea und der Hbhe des Funktionswertes am
Mittelpunkt der Streckeb.

e ——
RestgliedR,, f

b
a —a3
[i@ae=0-a-1(52)+ 5810 cclon

:>/bf(x) dx%(b—a)~f<b;a>

e Keplerregel. Hier wird eine Parabel durch die Punitef(a)), (%52, f(%5%)) und (b, f(b)) gelegt. also
durch die Randpunkte und den Mittelpunkt der Kurve.

6 2 2880
RestgliedR,, f

b
[ i@y as =5 (r@+ 17 (452) +10) + el 09 eclon
a —_———

i/bf(x) do s 12 (f<a>+4~f(“§b) +f<b>)

Einfach einsetzen und ausrechnen!
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5.2 Zusammengesetzte Trapez/Mittelpunkt/Keplerregeln

Gegeben: Eine Funktionf : R — R und Wertea, b € R und eine Schrittweité € R
Gesucht:Das Integrall = ff f(z) dz mit Hilfe der zusammengesetzten Trapez/Mittelpunkt/Keplerregel.

In 5.1 wurde genau ein Trapez, Rechteck oder Parabel zwischerd b aufgebaut. Dies kanriif b — a > ¢
ziemlich ungenau werden.

Unterteile also erstmal das IntervallinTeile.

b—a
h

7 =

Es werden nun (z.B. im Falle der Trapezregellrapeze berechnet, und diese einfach aufsummiert. Je feiner die
Unterteilung des Intervalls, desto genauer das Ergebnis.

Wende also eine der folgenden Regeln an

e Zusammengesetzte Trapezregel.

b n—1
[ 1@ dan- (35@+ 3 fa ko) + 370)
=4 k=1

e Zusammengesetzte Mittelpunktregel.

b n—1
/f(:v) dr~h- Y fla+ %Z_l - h)
A k=1

e Zusammengesetzte Keplerregel.

b

[ @)z~ (;ﬂa) + 3 flo ki) +2- ;f(wfh‘h) ' ;ﬂb)))

a

5.3 ROMBERG-Schema

Gegeben: Eine Funktionf : R — R undn = 2X und/oder Funktionswerte aus einem Intenfat [a, b].
Gesucht:Das FOMBERG-Schemadir das Integrayfl" f(x) dz | Die erstem Zeilen des Romberg Schemas.

Das Verfahren funktioniert wie folgt: Z@thst berechnet man mit der Trapezregel dahédungswert des Integrals
im Intervall[a, b]. Danach unterteilt man das Intervall in zwei gleich groRe Inteniallé,. Wir berechnen jetzt mit
der Zusammengesetzten Trapezradmr die Teilintervalldy, I das Integral vor bis b. Nun wird wieder jedes
Intervall halbiert uswusf. Schlie3lich wird eirblig fertiges Schema angewendet, was dann eine gateNing
fur das Integral liefert.
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(i) Zusammengesetzte Trapezregel mal Anwenden

Bevor die Trapezregel angewendet wird, berechnen sich die Schrittvigitén: = 0,...,n — 1 durch

b—a
h; = y
22

Beachte: Sindn Funktionswerte vorgegeben, sorhman naiirlich genau dann auf, wenn = b,;_“.

Berechne jetzt die Bherungsisungeri ; iber die zusammengesetzte Trapezregel (diehe

(i) Das Schema

Fulle folgendes Schema aus:

Th,0
Y Tio
To1 )y Tapo
) Tia )
TO,Z > T271
) Tig o) Taoap
> Tl.,n72
TO,nfl

Zunachst werden die Wertg, ; eingetragen. Die Wert€; ; berechnen sich dann wie folgt:

4 Ty —Tjas
47 —1

Ty =

oder in Worten

47 . unterer Vorginger‘— ,oberer Vorgnger
49 —1

Ty =

Der WertT,,_; o (also der an der Spitze) ist die gesuchte Approximation.

5.4 Konstruktion von Quadraturformeln

Gegeben: Eine Menge von Werten,, . . ., 2,, sowie Integrationsgrenzenb € R.
Gesucht:Eine Quadraturformel vom Exaktheitsgradzur raherungsweisen Berechnung vbe- ff f(z) dz.

Mache folgenden Ansatz

b

[ fiw) da = O il

a j=1
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wobei f;(z) = z¢,i = 0, ..., m. Fur Exaktheitsgradn sind das also gerade + 1 Gleichungen, amlich

b
/1dx:w1+...—|—w”

b
/mdm:mlwl—i—...xnwn

a

b
/xQdﬂc:x%wl—F...—l—xiwn

a

b
/xmdx:xTw1+...+x;"wn

a

Lose nun das Gleichungssystem um die Gewialjteu bestimmen.
Fertig!

6 BERNSTEIN-Polynome und BEzIER -Darstellung

6.1 BEzIER Darstellung und BEzIER Polygon

Gegeben: Ein Polynomp(x) € R[X].
Gesucht: Die BEzIER-Darstellungp(x) von p(z), und das EzIER-Polygon zup(x).

Das Polynom habe die Form
p(z) = anz™ + ... + apz®
(i) BERNSTEIN Grundpolynome
Berechne die BRNSTEINGrundpolynome vom Grad. Diese haben folgende geschlossene Formel

b () = (’;) (1)

Es sind alsa: + 1 BERNSTEINPolynome zu berechnen.

(i) BEzIER Koeffizienten

Bestimme die EzIER Koeffizientengy, . . ., 3,, durch folgende Formel
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Dies sind ebenfalla + 1 Stiick.
Alternativ lassen sich die Koeffizienten auch durch Koeffizientenvergleich ermitteln, indem man den Ansatz

p(SE) = /BObO,n(I) T ooo TP ﬂnbn,n(x)

macht, und so dig; bestimmt.

(i) BEzIER Polynom
Hat man die BERNSTEINPolynome berechnet, so ergibt sich dé&zigr Polynom folgendermalen

P(x) = Brbnn(x) + ...+ Bobo,n(x)

(iv) BEzIER Polygon

Das BEzIER Polygon ist gerade ein Linienzug durch die Punkte

((Ba) o (Bn)

6.2 Auswertung mit dem Algorithmus von DE CASTELJAU

Gegeben: Ein Bézier Polynonp(z) vom Gradrn und eine Stelle; € R.
Gesucht: Die Auswertung des &zier Polynoms an der Steltlg mit dem Algorithmus von B CASTELJAU.

Das Polynonp(z) habe folgende Darstellung

P(x) = Brbnn(@) + ... + Bobo,n(x)
Dabei sind3; die BEzIER Koeffizienten und; ,, die BERNSTEINPolynome vom Grad. Siehe6. 1
Fulle nun folgendes Schema aus:

B
G

(0) > (2)

1 0
) By )

B )Y :
)Y ey Y
)

FON

Dabei sind@i(o) die BEzIER Koeffizienten. Eir die weiteren Felder gilt

B = (1 — =) BV + a0 '@gﬁl) j>1
Also in Worten:

@(j) := (1 —x) - ,Linker-oberer Vor@nger‘ + xg - ,Linker unterer Vorgnger
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6.2 ASWERTUNG MIT DEMALGORITHMUS VON DE CASTELJAU

Das Ergebnig(x) istim Feld 3™
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7 Anhang

7.1 Determinante, Eigenwerte

Diese Dinge habe ich schonmal (hoffentlich) anschaulich gemacht, und awdiref HM Klausurvorbereitung.
Schaut dazu bitte in deiM Schemata

7.2 Bekannte Normen

Hier seien die Vektor— und Matrixnormen aufgkft, die auf jeden Fallifr die Klausur bekannt sein sollten!

(i) Vektornormen

e Allgemeinep-Norm:

||-||p:=(/w

e Manhattannormy = 1)
-1l o= lal

e Euklidnorm {p = 2) (kennt man aus der Schule!)

Il =ﬁ

e Maxnorm

|- lloo := max{|a],...,[zn[}

(i) Matrixnormen
Es seid € R mit A = ((ai;)).

e Gesamtnorm

Ne(A) = n - max(|a;;])
e Zeilen-Summen-Norm
Nz(A) = mzax(zn: aij)
j=1
e Spalten-Summen-Norm

Ng(A) := max(z aij>
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Numerik Verfahren 7.3 AGORITHMUS VON EUKLID

e Spektralnorm

N,(A) = /p(AT A)

wobeip(A) := max;(|A;[A]]) mit A;[4] j-tem Eigenwert vom.

7.3 Algorithmus von EUKLID

Gegeben: Ein abelscher Ring mit EinR (z.b.R oderR[X]) und zwei Elemente, b € R.
Gesucht: Der vollséindige EJKLID -Algorithmus (z.b. zur Bestimmung des ggT venindb).

In einem RingR lasst sich jede Zald € R folgendermal3en zerlegen
a=k-b+r

wobeir der Rest von der Division/k ist.

Daraus &sst sich unter Mehrfachanwendung dieser Regel derB -Algorithmus herleiten

a=kb+r ,Teileadurchbund bestimme dabef
b=kir+r1 ,Teilebdurchr und bestimme dabei"

r = kory + 1o ,Teiler durchr; und bestimme dabeb"
r1 = kare +1r3 ,Teiler; durchry und bestimme dabeg”

rj_1 = kjy17; ... Dis kein Rest mehibrigbleibt’

r; ist dann der gif3te gemeinsame Teiler varundb.
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7.4 TSCHEBYSCHEFF Polynome

Hier sind die Schaubilder derstHEBYSCHEFAPolynoméeT;,, vom Gradl bis 6.

PolynomTy: PolynomTs:
15 15 T
\
1 1
05} 05 b
0 0
05 F / // 0.5
b 1 ~—
15 15 = L
1 0.5 0 05 1 1 0.5 0 05 1
PolynomT3: PolynomTy:
15 T 15 T
1f /" 4 1f “\‘ - ’;"
05 F / / B 05 F “\‘ ‘!“
/ // \ \ /
0 / / oL / \ /
/ / \\ / \ /
05 / 4 05 | \ /
s/ / \ /
Ny _ ] 4
/
15 L L L -15
-1 -05 0 05 1 1 0.5 0 05 1
PolynomT5: PolynomTg:

15 .“‘ 15 ‘ .‘
| | |
| -

T N s T / \ /\ |
/ \ “ \ / \ ‘
os | J \ / \ “ E os| | / \ / \ |
| \ / \ | | / \ / \ J
o ‘\“ ' \ ‘\‘ o \‘ ’/ \ / \\\ |
| \ \ | | / \ \ |
| \ \ | |/ / \
05k ““‘ \\ / \\ // - 05| “\ ,‘/ \ \\\ J‘J
\ \
\/ / ARy \ \/
|
|
15 | = = 15 =
-1 -0.5 0 05 1 1 0.5 0 05 1
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