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Vorwort

Urspr¥nglich habe ich dieses Dokument geschrieben um einen groben 1 berblick Yber die
relevanten Themen der Numerik fYr Informatiker und Ingenieure zu verschaffen, denn das
Skriptum zur Vorlesung ist meiner Meinung nach sehr unYbersichtlich. Augerdem hilft es mir
manchmal die Formeln und SStze herzuleiten bzw. zu begreifen um den Stoff zu lernen.

Beim Zusammenstellen habe ich mich inbesondere auf das Skriptum zur Vorlesung gestYtzt.
Au8erdem msSchte ich mich bei Dirk Achenbach und Thomas Pajor bedanken, deren
Dokumente mir oft geholfen haben das Skriptum zu verstehen.

Bei weitem deckt dieses Dokument nicht alle Themen ab, die in der Vorlesung behandelt
wurden. Zum Beispiel fehlt die trigonometrische Interpolation oder die schnelle
Fouriertransformation (FFT). Aber auch die hier vorkommenden Themen sind von mir nicht
immer vollstSndig behandelt worden. Deswegen warne ich davor sich bei der
Klausurvorbereitung nicht am Skriptum zu Vorlesung zu orientenen oder sich nur auf diese
Lernhilfe zu stYtzen. Viel mehr soll dieses Dokument zur ErlSuterung dienen.

SelbstverstSndlich kann ich keine AnsprYche auf die Richtigkeit der hier vorkommenden
Kommentare oder Formeln erheben. Trotzdem hoffe ich, dass diese Lernhilfe dem einen oder
anderen nYtzlich sein kann.

Viel Erfolg beim lernen,

Rolf Haynberg
Karlsruhe, 06.08.2006



Fixpunkte

Fixpunktprobleme lassen sich auf Nullstellenprobleme zurYckfYhren.
"(X)=x# "(X)$x=0

Banachsch er Fixpunkt satz

Definition

Eine Abbildung! :1! IR hei§t kotrahierend (Kontraktipn) aufl, falls0" L <1 (L hei§t
Kontraktionszahl) existiert mit |! (x) #! (y)|" L|x#y|fyrallex,y! |

Banachscher Fixpunktsatz

Sei! : 1! 1,1=]a, b] (Abbildung in sich) und kontrahierend mit Kontraktionszahl L. Dann
gilt:

1.! besitzt genau einen Fixpunkt x' ! I,

2. Die Folge {x, }n$0 , rekursiv definiert durch x,:=a! I, x,:=! (Xps ), N=1,2,3,. . .
konvergiert fYr jeden Startwert a gegen x .

3. Es gelten die Fehlerschranken:

¥X, #X |" L X # X | (monotone Abnahme),

P (o) # 1 OO L Xy # X

¥x, #x | " L
1"L

¥x, #x | " Li‘xl " Xl (abpriori Schranke).

X, " X,.,| (@Dposteriori Schranke),

n

Herleitung
Herleitung von monotoner Abnahme:
X0 # X" L g # X |1 ]! (Xa) # 1 ()| " L %o # x*| (Definintion)

€quivalenz von a-posteriori und a-priori:
= o
1" L 1"L
Aufgaben
Es ist eine Kontraktion # gegeben.
1. Zeige dass der Banachsche Fixpunktsatz gilt.
2. SchStze den Fehler nach n Interationen.

3. SchStze die lterationen fYr einen gegebenen Fehler.

U L
L™ 2|x, xl\:...:ﬁ\xn

"4, = X

L
1"L

LSsungen
1. Es mYssen folgende Bedingungen erfYllt sein:
| ist abgeschlossen:
I =[a,b]
| ist Selbstabbildung:
#(@) $aund #(b)" bund #% 0
Es existiert eine Kontraktionszahl L:
O<L=max|#%h<1
2. Verwende die a-posteriori Ungleichung:
Maximaler Fehler =

X, " X
1.- L‘ n n 1‘
3. Verwende die a-priori Ungleichung:
" 9
Notwendige Anzahl lterationen = # L e, " xo‘é
" L

Newton -Verfahr en

Das Newton-Verfahren wird zur Nullstellenbestimmung eingesetzt. Es ist ein iteratives
Verfahren.



Definition

Das Verfahren wird rekursiv definiert durch:
#(X

Xn+1 = Xn " ( n) .
#%X,)

Definition
Bei dem primitiven Newton-Verfahren wird bei jedem Iterationsschritt der alte Wert fYr die

Tangentensteigung beibehalten. Also x_, =x_" M
#3X)
Definition
Das Sekantenverfahren verwendet als Steigung die Sekante durch die beiden letzen Punkte.
Deswegen mYssen zwei Startwerte angegeben werden. Es gilt dann
" X "X
Xﬂ+1 = Xn #(Xn)# 8 n #n :
(%) " #(Xq1)

Geometrische Interpretation:
Es wird der Wert an der Stelle x, betrachtet. Der Schnittpunkt der

Y . ; -
4 L y=f(z) Tangente durch diesen Punkt mit der x-Achse ist die neue
i Ausgangsstelle x4
A\
;:"-‘ \ T -
TnTn \I T
Herleitung

Drehe das Koordinatensystem um 90 nach links. Deswegen muss im Folgenden x und " (X)
sowie das Vorzeichen der @lten y-WerteOvertauscht werden.
Also lautet die Stelle jetzt " (X,,), der neue Wert x, und die neue Steigung an diesem Punkt
1

®'(X,)
Wert der Tangente an der Stelle 0. Die Tangente wird durch die Geradengleichung f(x)=mx+b
beschrieben. Setzt man nun die entsprechenden Werte in die Geradengleichung ein ergibt
sich fYr den Wert des Schnittpunktes mit der y-Achse daraus die bekannte Gleichung:

- n #(Xn)
Xpsg = X " = 0n
#$X)

Heron V erfahren

. Der gesuchte Wert x,,, ist der Schnitt der Tangente mit der neuen y-Achse also der

Das Heron Verfahren wird zur Berechnung der Wurzel verwendet. Dabei wird das
Wurzelproblem einfach auf ein Nullstellenproblem zurYckgefYhrt:

Ja=x" a=x*# x*$a=0

Auf diese Gleichung ISsst sich das Newton Verfahren anwenden.



Normen

Normen messen die Gr§8e eines Vektors oder einer Matrix. Man merkt schnell, dass es viele
MSglichkeiten gibt, eine solche Gr38e zu definieren bzw. zu berechnen. So kann z.B. die
Entfernung zweier Orte entweder als Luftlinie, StragenlSnge (Navigations-Systeme) oder
Fahrtzeit (Autobahn oder Landstrage) angegeben werden. Man sieht, dass je nach
Anwendung eine andere Norm gewShlt wird. Im folgenden werden ein paar Beispiele
genannt.

Vektornorm en

Obwohl es viele Normen gibt, mYssen diese dennoch drei Bedingungen erfYllen, sodass sie,
unabhSngig von der Wabhl, gleich verwendet werden k3nnen und SStze ihre GYltigkeit
behalten (vgl. Interfaces).

Definition

Eine Vektornorm bildet IR" auf IR ab (Skalarwertig). Sie erfVllt stets folgende Bedingungen:
) [X|>0(x=0) <> x=0<|x|=0

(Definitheit)
) ”X” :|" |||X” (&' IR) (HomogenitSt)
(3) ”X+ y” " ||X||+||y|| (Dreiecksungleichung)
Beispiele

Die Euklid-Norm ist die wohl bekannteste Norm. Auf ihr baut der Satz von Pythagoras auf.
_ 2 2
X, =%+t X,

Die l 1-Norm ist die wohl einfachste Norm. So wYrden wahrscheinlich die mei§ten intuitiv die
grs8e eines Vektors messen.
||x||1 =X +..+ X,

Die max-Norm (nicht unendlich-Norm)

. = maxx)

o, Kommentar
p=o Mankann erkennen dass bei diesen Normen die n-te Wurzel aus
| p=2  der Summe der Vektorkomponenten in der n-ten Potenz gezogen
/ X p=1  wird. FYr n$ %geht der Ausdruck gegen den gr§§ten Summanden.
~ Deswegen wird bei der max-Norm das % Symbol verwendet.
\ / Nebenstehend ist der Einheitskreis unter Verwendung der oben

genannten Normen abgebildet. Alle Punkte haben den @bstandO1
vom Mittelpunkt.

Aufgaben

Zeigen Sie, dass eine gegebene Abbildung eine Norm ist.

LSsungen

Die drei definierenden Eingenschaften nachprYfen.

Manchmal kann beim Nachweis der Dreiecksungleichung der Norm die Dreiecksungleichung
des Absolutbetrags|x + y| ! |X| + |y| oder ihre Umkehrung |X" y| # |X| ! |Z| verwendet werden.

Matrixnorm en

Definition
Eine Abbildung N : IR™"! IR hei§t Matrixnorm, falls folgende Bedingungen erf¥lt sind:
(1) N (A) > 0 (A&D) (Definitheit)

(2) N (&A) = |&N(A) (&! IR)  (HomogenitSt)

(3) N (A+B)" N(A) + N(B) (Dreiecksungleichung)

(4) N (AB) " N(A) &N(B) (MultiplikativitSt)

Kommentar

Man beachte dass die Matrixnormen nur f¥Yr quadratische Matrizen definiert sind. SpStestens



die MultiplikativitSt wSre sonst nicht wohldefiniert.
Beispiele
Gesamtnorm Ne(A)=n n}ﬁ#aj'k‘
Zeilen-Summen-Norm N, (A) :=max’" ‘aj k‘
J :

K
Spalten-Summen-Norm Ng(A) = mkax"

j

Spektralnorm N. (A) =4/ "(ATA)
Wobei "(ATA) der grigte Eigenwert von AT A ist.

Kommentar
Wenn A Symmetrisch ist, gilt Definiionsgem$§ A’ = A. Also ist dann auch N. (A) = "(A).

aj,k‘

Die Zeilen(Spalten)-Summen-Norm summiert Yber die Spalten(Zeilen) und wShit die gr$§te
Zeilen(Spalten)-Summe.

VertrSglich keit
Definition
Eine Matrixnorm und eine Vektornorm sind vertrSglich, wenn ||AX” ! N(A)||X|| gilt.



Lineare Gleichungssysteme

Lineare Gleichungssysteme haben die Form AX=D. Ein Inhomogenes LGS (b&0) ist z.B.
genau dann eindeutig ISsbar, wenn det(A)&0 oder wenn das zugehsrige homogene LGS nur
die triviale LSsung besitzt.

Obwohl ein LGS eine eindeutige LSsung haben kann, ist es oft sehr schwer das LGS direkt
aufzul§sen. Deswegen wurden verschiedene Verfahren entwickelt, um das LGS in mehrere
kleinere LGS aufzuteilen.

Im folgenden werden das Gesamt- und Einzelschrittverfahren sowie das Cholesky- und das
LR-Verfahren vorgestellt. Die Gesamt- und Einzelschrittverfahren (GSV und ESV) sind, wie
der Name schon sagt, /terationsverfahren und fYhren beliebig nahe an die L§sung heran. Das
Cholesky- und LR-Verfahren sind direkte Verfahren und fYhren mit endlichen Schritten zur
LSsung.

Ist ein LGS nicht ISsbar, so kann dennoch eine beste LSsung geben, die das LGS so gut wie
m3glich I3st. Wie wir sehen werden ist diese von der wahl der Norm abhSngig. Bei diesen
Problemen spricht man von Ausgleichsproblemen. Ausgleichsprobleme werden ebenfalls
unter diesem Kaptiel behandelt.

Gesamt - und Einz elschr ittv erfahren

Die Gesamt- und Einzelschrittverfahren sind sehr Shnlich. Beim Einzelschrittverfahren gehen
im Gegensatz zum GSV auch noch die vergangenen Berechnungen mit ein. Dies spiegelt
sich auch in der Zerlegung von A wider.

Beide Verfahen gehen trotzdem von Shnlicher Zerlegung aus.

Zerlegung

Bei den beiden Verfahren wird in A in Minuend und Subtrahend zerlegt. A= M " N. Lediglich
die Zusammensetzung von M ist bei den beiden Verfahren unterschiedlich.

Also gilt f¥r das LGS:

(M" N)x=b# Mx=Nx+b# Mx=(M" A)x+b# x=(E" MA)x+Mb
Setzenun T=(E" M 'A)und g=M'b. Also x =Tx+g.

Somit wurde das Problem auf ein Fixpunktproblem zurYckgefYhrt. Wenn der Banachsche
Fixpunktsatz gilt, folgt dass x,., := T X, + g zu einer L§sung fYhrt. Dies sind auch die Schritte
die sich im Namen dieser Verfahren widerspiegeln.

LSsbharkeitskriterien

Die Verfahren fYhren zu einer L§sung wenn der Banachsche Fixpunktsatz gilt.

Im IR" gilt der Banachsche Fixpunkt Satz

I Die Matrix-Norm und die Vektor-Norm sind vertrSglich und N(T) < 1

I (T) < 1.

Augerdem gibt es noch spezielle LSsbarkeitskriterien die von den Verfahren abhSngen (s.u.).

Komponentenschreibweise

FYr die Berechnung eines Schrittes ist die Berechnung von T nstig und somit auch die
Inversenbildung von M. Da dies oft schwierig ist, verwendet man auch gern die
Komponentenschreibweise von x,,;, := T X, + g. Sie ist bei den beiden Verfahren mit
angegeben worden. Obwohl diese Kompliziert ist kann sie trotzdem schneller zum Ziel
fYhren.

Gesamtsch rittv erfahren

Zerlegung Q

LT
Setze M = D = diag(a;,) = a;, wenn j=k, 0 sonst. ]
Also die Diagonale der Matrix A. A D D+L+0
Komponentenschreibweise L

1 [1] n
X\jl+l =—( $ aj,kXI\: +b,)
i k=1

K# |



LSsharkeitskriterien

Entweder das Zeilen-Summen-Kriterium oder das Spalten-Summen-Kriterium gilt.
Spalten-Summen-Kriterium: Ng(A) < 1

Zeilen-Summen-Kriterium: N,(A) <1

Einzelsch rittv erfahren

Zerlegung
Setze M =D + L. Also die untere Dreiecksmatrix von A.
Komponentenschreibweise
1 I ¥y
v+l n v+l n \"
Xj = ( # a; kX # a; X+ bj)
i k=t k=j+1
Achtung! Bei der ersten Summe wird Yber bereits berechnete x Summiert.
LSsbharkeitskriterien

Das Spalten-Summen-Kriterium muss gelten
Zeilen-Summen-Kriterium: N,(A) <1

Aufgaben

Es ist ein LGS mit einer Variablen ( gegeben.

1. Geben Sie f¥r das GSV und fYr das ESV die Iterationsmatrix T und den Vektor g in
AbhSngigkeit von ( an.

2. FYr welche ( ! R konvergiert das GSV und fYr welche &! R das ESV?

3. Zeigen Sie dass das ESV (/GSV) konvergiert.

4. Berechnen Sie die ersten drei Iterierten des Einzel- und Gesamtschrittverfahrens f¥r ( = E
mit der StartnSherung x(0) = (0, 0) .

LSsungen

1. M* berechnen und einsetzen.

2. Bedingungen des Banachschen Fixpunktsatzes NachprYfen. N(T)<L.
Auch msglich: FYr das GSV muss entweder das Zeilen- oder Spalten-Summen-Kriterium
erfYllt sein. FYr dass ESV muss das Zeilen-Summen-Kriterium erfYlt sein.

3. siehe 2.

4. lterationsmatrix berechnen (Inversenbildung) und die ersten Schritte berechnen oder die
Komponentenschreibweise fYr die ersten Schritte anwenden.

Choles ky-Verfahr en

Im Gegensatz zum GSV oder ESV ist die Zerlgeung beim Cholesky-Verfahren mit
Rechenaufwand verbunden denn A wird in das Produkt einer unteren Dreiecksmatrix mit ihrer

Transponierten zerlegt. A= LL".
Dazu ist notwendig, dass A positiv definit ist (alle Hauptunterdeterminanten positiv).

Anschlie§end wird das LGS wie folgt gelSst:
Ax=Db" LL'X=Dbund setze y:=L'X. Berechne zuersty und dann x.

Die Matrix L wird wie folgt berechnet:
k"1

|y K=" # ljvlkv
v=1
(fYr k=1 ist die Summe 0)
Bei genauerer Betrachtung sieht man, dass L zeilenweise berechnet wird.

Tipp: Ik(k—l) = Ak / I(k—l)(k—l)
LR-Verfahr en

Bei diesem Verfahren wird A in das Produkt der Matrizen L und R zerlegt. Sie haben folgende
Form:



1 0 T11 v Tin
A=LR= , .
* ]- 0 Tnn

€hnlich wie bei dem Cholesky-Verfahren wird das LGS dann wie folgt gel3st:
Ax=Db" LRx=D und setze y:= RX Berechne zuersty und dann x.

Die Matrizen L und R werden wir folgt berechnet:

Man fYhrt systematisch den Gau§PAlgorithmus durch, um A in RBForm zu bringen. Man
bringt die Felder spaltenweise von links nach rechts auf Null; eine Spalte pro Schritt.
ZusSizlich muss im kBten Schritt die kbte Zeile dazu verwendet werden, alle Zeilen, die
darunter liegen, um ein Feld kYrzer zu machen. Zeilenvertauschungen dYrfen nicht
durchgefYhrt werden.

Die einzelnen Schritte des Gau§BVerfahrens werden nicht wie Yblich rechts an Pfeilen notiert.
Der Faktor, mit dem die im letzten Schritt verwendete Zeile multipliziert wurde, um ein Feld zu
nullen, wird negativiert in dieses Feld geschrieben. Zur Unterscheidung zwischen @chtenO
Matrixfeldern und QuogfeldernOwerden die Logfelder mit Linien abgetrennt.

d 4 @ 1 W o DY d s ¢ ¢ ¢ ’ ¢
O . | —+ = (—J; p) J)«,. 0 & & —z = |-z | & ‘ ¢
d b 4 ~y | & 0 & &/ - “y -z @
Ist man fertig, so bilden die Logfelder die LBMatrix und die anderen Felder die RBMatrix.
Gilt nach einem Nachrechnen LR & A, so funktioniert das Verfahren mit A so nicht. Man kann

dann eventuell die Zeilen von A so permutieren, dass das Verfahren trotzdem funktioniert.
(mit freundlicher Genehmigung aus Dirk Achenbach £ NOO-merik)

Ausgl eichspr obleme

Ausgleichsprobleme treten z.B. dann auf, wenn eine Matrix Yberbestimmt ist. Anschaulich
bedeutet dies, dass es kein Polynom mit Rang = anzahl Spalten gibt, das alle Punkte (x;,b;)
durchiSuft. Es wird nun jenes mit dem Shnlichsten Verlauf gesucht. D.h. es wird versucht die
gr§8e des Differrenzvektors b" AX zu minimieren. Deswegen ist die L$sung von der
zugrunde liegenden Norm abhSngig.

Euklidische Norm

Bei dieser Norm wird das Verfahren nach dem Prinzip der kleinsten Fehlerquadrate gelSst.
Es wird also versucht (0" Ax)>=b'b" 2x" ATb+ x" A" AX zu minimieren. Nach Ableiten
(Gradientenbilung) und finden des Minimums (0 setzen) stellt sich heraus, dass dieses bei
ATAx" ATb=0# A"Ax=A"b liegt.

l 1-Norm und max-Norm

Bei diesen Normen k8nnen Minimierungverfahren angewendet werden.
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Polynome und Splines

Horn ersch ema

Unter Hornerschema versteht man die Darstellung eines Polynoms aus der kanonischen

Form p(x) =" ax' inder Form p(x) = X(..X(X(a,) + &,.,) + &, ,...)+ &,. Durch diese

i=0

Darstellung vereinfacht sich die Berechung (sowohl fYr Mensch als auch fYr Maschine) eines
Wertes erheblich.

VollstSndig es Horn erschma

Das vollstSndige Hornerschma bietet eine Ybersichtliche Methode um ein Polynom nach
(X" #) zu entwickeln.

Herleitung

Gesucht ist ein Polynom ¢(x) = p(x) in der Form q(X) =$ b(x" #)' .

i=0

Zur Hilfe fYhren wir (unter-)Polynome p,,(X),...,P,(X) ein:

P(X) = P, (X) = X(Pya(X) + 3y =, X" +...+ &

#pa(0=ax "+ ta
usw. Analog gilt fYr g, (x),...,q,(x):

G(X) = G (X) = (x" #)(01 (X)) + by = b, (X" #)" + ...+ by
$ q.,(X)=b(x"#)" +..+b
Esgilt p.(X)=q(x) i" {0,...,n}.
Um die Koeffizienten b, ...,0, zu erhalten, nutzen wir folgendes aus:
G (¥) = (X" #)0s(X) + b $ 0, (#) =by = p, (%)

Gra(X¥) = (X" )0, () + B S Gy (#) =1, = Ps (%)

Man sieht nun, dass die gesuchten Koeffizienten gerade p,("),...,p,(" ) sind. Mit Hilfe des

Hornerschemas ist es einfach diese zu berechnen.

Anwendung
Allgemein Beispiel
0 | Stelle das Polynom im Hornerschema dar. p(x) = X3 +2x2" 9x+5 und (=2
Ps(X) = X(x(x(1) +2)" 9)+5
1 | Berechne die Klammern fYr ( voninnenund | 1,4,-1,3
schreibe ihren Wert nacheinander auf.
2 | Das Ergebnis ist by, b,=3
3 | Die anderen Werte sind die Koeffizienten des | P,(X) =x(x(1)+4)" 1
nSchsten Polynoms P,
4 | FYhre Schritt 1 und 2 sooft wie m3glich 1,6,11 b=11 p(X)=x(D+6
auren 1,8 b,=8 p(x), = x(1)
1 b,=1
5 | Schreibe das Polynom q(X) auf. q(x) =(x" 2)°+8(x" 2> +11(x" 2)+3
Ableitungen

- . oDy — 1
FYr die Ableitungen an der Stelle ( gilt: p’(") = Wb'
|

" {0,...,n}

Dies ist leicht einzusehen, wenn man die Ableitung fYr (") = p(") bildet:

11




qu) — (n # ")%3"'(” # 11)%2+(u # n)m_i_ bo

a¥6) = 3" # ") 90, + 24" # ")$b, +13,

0% ) = 3RY" # ") F, + 28 %,

Polynomnulist ellen

Es wurden bereits Verfahren vorgestellt um Nullstellen zu berechnen. Im Folgenden werden
Verfahren vorgestellt, um die Lage und die Anzahl der Nullstellen zu bestimmen, ohne diese
jedoch explizit auszurechnen.

Lage

Mit dem Satz von Gerschgorin 1Ssst sich die Lage der Nullstellen einschrSnken. Dieser Satz
liefert die maximale Entfernung der Nullstellen von 0. Es wird also der Radius eines Kreises
um 0 berechnet, in dem alle Nullstellen des gegebenen Polynoms liegen. Dazu muss das

Polynom normiert vorliegen. D.h. der Leitkoeffizient ist 1.jaa
n#l

r" max@.P [a;) und 1" max(ag,L+[a),....1+[a.)
j=0

Aus diesem Satz ISsst sich auch folgern, dass die Eigenwerte einer Matrix in der Vereinigung
aller Kreise liegen. Dabei bildet jede Zeile der Matrix ein Polynom dessen Kreis berechnet
wird.
Anzahl
Um die Anzahl der Nullstellen zu bestimmen werden die Vorzeichenwechsel (VZW) der
Funktionswerte betrachtet. Das Verfahren dazu wird Sturmsche-Kette genannt.
Sturmsche-Kette:
Die Sturmsche-Kette besteht aus mehreren Polynomen. Diese mYssen zuvor berechnet
werden. Dies geschieht wie folgt:
Setze zunSchst P,y (X) = p(X) und p,(X) = p'(X).
FYr die Bestimmung aller weiteren Polynome wird der Euklidische Algorithmus angewendet.
Dies geschieht mit Hilfe der Polynomdivision. p;(X) ist nSmlich der Rest aus der Division
P42 Pj.- Also man hat nach der Polynomdivision einen Ausdruck folgender Form:
Pis2 = Pjaa ") # p; (%) Achtung: Unbedingt das Vorzeichen anpassen!
Dabei Interessiert uns ((X) nicht, sondern nur der Rest. Dieses Verfahren fYhren wir sooft
wie mSglich durch.
Vorzeichenwechsel-Zahl:
Jetzt ist es einfach die VZW zu bestimmen. Der Satz von Sturm besagt nSmlich, dass wenn
p(" ) # O (also ( keine Nullstelle) die Anzahl der VZW rechts von ( gerade die Anzahl der
VZW zwischen py("),...,p,(") ist. Um die Nullstellen auf einem Intervall zu berechnen
werden die VZW-Zahlen einfach voneinander abgezogen.

Anwendung: )
Praktisch wird eine Tabelle erstelltin die Sig(p, (")) eingetragen wird. Etwa so:

P (") | P(") | P,(") | vZW | Die Anzahl der VZW und damit der Nullstellen auf

)2 | + " ) 2 dem Intervall [) 2,2] ist also 2) 1=1.

+2 | + ) + 1

Tsch ebysch eff-Polynom e

Teschbyscheff-Polynome bilden eine Othognoalbasis des Polynomraums P" . sie werden
konventionell mit T_(X) bezeichnet. Sie haben die Gestalt T,(X) =cosf "arccosk)).
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Transformation

Wie bereits erwShnt haben die Polynome die Gestalt T (X) = cosf "arccosk)). Daraus
folgt:

To(x) =1, T(X)=xundffrn>1 T, (X) =2X"T (X)#T,,(X) (der Beweis geht Yber die
Additionstheoreme. Siehe dazu auch T B4).

Die ersten Tschebyscheff-Polynome:
To(z) = 22°—1,

Ty(z) = 42° -3z,

Ti(z) = 8z*—8z%+1,

Ty(x) 16z — 20z* + 5z,

Ts(z) 322° — 482" + 1822 — 1.
n m

Bei der Transformation wird versucht ein Polynom p(x)=""aXx' in die Form " b,T;(x) zu
i=0 j=0

bringen. Dazu setzt man beide Summen gleich und berechnet relativ einfach b,...,b,..

Splines

Splines sind intervallweise definierte Polynome, die an den Anschlusstellen, den sog. Knoten,
m3glichst Glatt ineinander Ybergehen. Dies macht ihre Definition deutlich:
s( :[a, b]! IR hei§t Spline vom Grad | bezYglich des Gitters ( , falls gilt:

LsC ! Pl.j=1,....n,

2.s( ! C'"a, b].

Also jedes Teilpolynom muss vom Grad | sein. Dies sichert, dass es |-1 mal stetig
diffenzierbar ist. Ausserdem muss das ganze Spline s( -1 mal stetig diffenzierbar d.h. so
@lattOwie m3glich sein. Dies bedeutet, dass alle Ableitungen an den Knoten gleiche Werte
aufweisen mYssen (Wert gleich, Steigung gleich, KrYmmung gleich, usw.).

Aufgabe

Es ist ein Spline mit Randbedingungen (mei§t Punkte die enthalten sein mYssen) gegeben.
Die Koeffizienten der Polynome des Splines sind jedoch nur teilweise aufgelSst worden. Es
sind alle Koeffizienten zu bestimmen.

LSsung

Informationen sammeln:

- SSmtliche Ableitungen an den Knoten mYssen gleich sein.

- Die Randbedingungen mYssen erfVllt sein.

- Koeffizienten dYrfen den Grad des Teilpolynoms nicht verSndern. Also ggf. 0 setzen.
Anschlie8end umformen und ein LGS bilden. Dieses ist dann noch zu ISsen.
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Fehleranalyse

Kondition

Definition

FYr eine nichtsingulSre Matrix A wird die Kondition (Konditionszahl) bezYglich einer
Matrixnorm N definiert als

cond, (A) = N(AN(A™Y)

14



Interpolation

Bei der algebraischen Interpolation (lateinisch zurechtstutzen) wird zu diskreten Punkten eine
kontinuierliche Funktion gesucht, die durch diese Punkte verlSuft. Wir werden drei
verschiedene Verfahren betrachten bei denen die Interpolante durch ein algebraisches
Polynom dargestellt wird. Um die Existenz einer solchen Interpolante zu sichern, ist
notwendig, dass das der Grad des Polynoms gleich der Anzahl der gegebenen Punkte ist.

Normal -Darstellun g

Herleitung
Wie bereits erwShnt, soll die Interpolante Polynomgestalt besitzen und durch alle gegebenen
Punkte (X, Yo)s--(X,, Y, ) verlaufen. Es soll also gelten:

n

=p(x)=" ax} k=0,E n
j=0
Diese Gleichungen lassen sich auch als LGS in der Form Va=Yy darstellen. Wobei V die
sog. Vandermonde-Matrix ist:
1z x§ -+ xf
Ve=1: &+
1 z, 22 "

T i

Lagrang e-Darstellung

In der Lagrange-Darstellung haben die Polynome die Gestalt p(x) ="' y;l;(X) wobei
i=0

n "
X X
,()=$ ==
k=0 Xj Xk
K# j

Newton -Darst ellu ng
n
In der Newton-Darstellung haben die Polynome die Gestalt p(X) = " a;w; (X).
j=0
Koeffizienten
Die Koeffizienten a werden wie folgt berechnet:

Q; = [Zo,T1,..., %], 7=0,1,....,7 \yopei
. 1. _a:m-lz"'!xr.'z'k__[x.'ns"':x.'u k 1]
[I.'ylyxyl:<lg-'~sl!rz»k_"‘ p — .
bk wobei
[x] =y

Knotenpolynome
Die Knotenpolynome w(x) werden wie folgt berechnet:

W, =1 w;(X)= #(X"X) i>0

v=0
Fehlersch Stzung

FYr die Differenz von interpolierten Funktionen zur exakten Funktion an der Stelle * gilt:

| f (") # pn(”)| ) f (Y ($) o/(Nn+1(”)
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Quadraturverfahren

Quadraturverfahren werden eingesetzt um FlSchenintegrale zu schStzen und iterativ zu
berechnen. Dazu werden hier drei Verfahren vorgestellt. Jedes dieser Verfahren dient
zunSchst zur groben SchStzung kann aber durch genYgendfache (iterative) Anwendung
beliebig nahe an den exakten Wert anngenShrt werden. Die Differenz zum exakten Wert, also
der Fehler oder Rest, an der Stelle * ist jeweils mit angegeben.

Im Folgenden seien die zu berechnenden ltegrale durch a und b beschrSnk.

SchStzungs -Verfahr en

Trapez-Regel
Bei diesem Verfahren wird die FISche unter der Verbindungsgeraden der beiden Me§punkte
(a,f(a)), (b,f(b)) berechnet.

b
"t (x) # w b$a
Ijer/eitung.'

Geometrisch wird das Trapez in ein Dreieck und ein Rechteck unterteilt. Anschlie§end wird
die obere HSlfte des Dreiecks abgeschnitten und auf Yberkopf auf die untere HSlfte gesetzt.
Dadurch ist ein Rechteck entstanden und die FISche kann einfach berechnet werden. Dabei
ist b-a die Breite des Trapezes und (f(a)+f(b))/2 die mittlere HShe.

Rest:
Die Differenz zum exakten Integral an der Stelle * ist

b2 a’ 149

Mittelpunkt-RegeI
Bei diesem Verfahren wird im Gegensatz zur Trapez-Regel nicht die mittlere HShe statistisch
errechnet, sondern der Funktionswert an dieser Stelle verwendet.

b
"E () # f(?)wa

Rest:
Die Differenz zum exakten Integral an der Stelle * ist

1(b" a
> ( 12) f #$) . Der Fehler wurde also halbiert dadurch, dass ein weiterer

Funktionswert (aus der Mitte!) in die Berechnung mit einflie§t.
Kepler-Regel

Dieses Verfahren wird auch Kepler%che Fassregel genannt. Dabei wird Shnlich wie bei der
Mittelpunkt-Regel verfahren. Jedoch wird der Funktionswert im Mittelpunkt mit 4/6 und die
Funktionswerte am Rand mit jeweils 1/6 gewichtet. Dies ist gerade genau die FISche die
durch eine Parabel, die durch diese drei Punkte verlSuft, begrenzt ist. Bei einem Polynom bis
zum Grad 3 ist dies also auch der exakte Wert des Integrals. Denn ein Polynom 3. Grades ist
duch drei Punkte eindeutig bestimmt (siehe Interpolation).

b

" (x) #(% f(a)+ f f(b—a)+— f (b)b$a

a

Rf =

Rest:

Die Differenz zum exakten Integral an der Stelle * ist
bn a 5

ri= &3 pe

2880
NShrungs -Verfahr en

Bei diesen Verfahren wird die FISche in kleine StYcke zerlegt. Diese werden dann nach den
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oben stehenden SchStzungs-Verfahren geschStzt und anschlie§end wieder zusammengefYgt
(aufsummiert). Deswegen hei8ten diese Verfahren auch zusammengesetzte Verfahren. Der
Fehler wird bei einer Verdopplung der Intervalle geviertelt. Beim Kepler-Verfahren betrSgt der
Fehler dann sogar nurnoch 1/16.
Im Folgenden sei die Breite b-a in n Teile zerlegt. Dabei hat jedes Teil eine LSnge von

b" a
h=

n

Zusammengesetzte Trapez-Regel

__){"__'r;‘l f(a+(k)h)+2f(a+(k+1)h)h& &S : £(x)

1 (b" a)®

Rf =— f
n> 12 9

Zusammengesetzte Mittelpunkt-Regel
Iy kh v

# f(a+ ?)h & &S$ (X

k=0 a

11(b" a)®
f==2= f
n*2 12 9

Zusammengesetzte Kepler-Regel

Zni(% f (a+kh) +% f(a+ %) +% f(a+(k+)h)h& & $ i £ (%)

k=0

_1(b"a)°
f=—
n* 2880 @
Romberg -Verfahr en

Das Romberg-Verfahren stYtzt sich auf das zusammengesetzte Trapez-Verfahren. Dabei
werden die Intervalle von Schritt zu Schritt halbiert. Anschlie§end wird jeweils das Mittel
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Schritten gebildet. Dabei wird jedoch der feinere Schritt
mit immer stSrker gewichtet.

Verfahren

Es werden zunSchst die Werte des zusammengesetzten Trapez-Verfahrens notiert wobei die
Intervalle sich bei jedem Schritt halbieren. Also die Anzahl der Intervalle ist n> wobei n die
aktuelle Schrittzahl ist. Diese Werte werden mit T, , bezeichnet.

Anschlie§end werden aus diesen Werten neue Werte berechnet. Mit der Vorschrift

I“ = 4 1-;:! l,n+l — Tm l.n :
’ 4.'.11 — 1

FehlerschStzungen

If - T'H,D ~ T‘m..‘ - T'n,l‘)

If =Ty, ! Tl

F] m,l

m>0

Abbruchkriterien
Abbruch, wenn |If " Tm‘0|#$also wenn |va1" m'0|#$.
Dabei kann auch das * also der Grenzwert von m abhSngen. Er hie§t dann DSmpfung.

Quadraturform el

€hnlich wie das Romberg-Verfahren bietet die Quadraturformel einen Integralwert
anzunShren wenn nur n diskrete Punkte der Funktion bekannt sind. Sie hat die Form

b n
fx =~ Ewkxk. Dabei ist w das sog. Gewicht. Der Exaktheitsgrad m ist durch n beschrSnkt.
a k=0

Ist der Exaktheitsgrad maximal, also gleich n-1, so spricht man von einer interpolierten
b n
1

X =H w,x,.
a k=0

Quadraturformel. Die Gewichte werden durch folgendes LGS bestimmt.
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BZzier-Polynome

Die BZzierkurve wurde Anfang der 1960er Jahre unabhSngig voneinander von Pierre BZzier
bei Renault und Paul de Casteljau (1910-1999) bei Citro* n entwickelt und ist ein wichtiges
Werkzeug im CAD.

(Wikipedia die freie EnzyklopSdie)

n

Sie haben die Form # " |b; .- Dabeisind b, die Bernstein-Polynome und " die
=0

Koeffizienten.

Bern stein-Polynom e

[1] n /0 )
Die Bernstein-Polynome haben die Form b =£_ '&X'(l( x)"C!
' |

Die Bernstein-Polynome fYr kubische BZzier-Polynome lauten demnach:
by, =1" 3x+3x*" x°
b,=3x" 6x*+x°
b,, =3x*" 3x°
b,, = x°
Koeffizenten
n
Die BZzier-Koeffizienten zu einem Polynom p(X) ="' anj lassen sich durch
J=0
Koeffizientenvergleich bestimmen. FYr ein kubisches BZzier-Polynom ist das
#1 0 0 0?#)02& #*Of
% % %N
%3 3 0 o(ogl( _ofa
%8 "6 3 0(%,( %,

$1 3 "3 19L&

Koordinaten-Punkte
In dieser Darstellung lassen sich die Koordinaten-Punkte des BZzier-Polygons einfach

ablesen. Es gilt nSmlich p; :(Jﬁaﬁj)

Graph
Die BZzierkurve liegt innerhalb des konvexen BZzier-Polygons. Die erste und letzte Kante
dieses Polygons liegen tangetial zur Kurve.

=3

Po Pa

Quelle: Wikipedia die freie EnzyklopSdie
Algorithmus von d e Casteljau

Der Algorithmus von de Casteljau erlaubt es, relativ einfach Werte eines BZzier-Polynoms an

. 0) _ .
einer gegebenen Stelle auszurechnen. Setze dazu "% = .. Berechne nun so oft wie

msglich den Schritt "i('“l) =(1#x) "i(k) + X" ® wobei x die gegebene Stelle ist. Schlie§lich

i+1°
ist " " der gesuchte Wert.
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