
Vorbereitung zur Klausur 

NUMERISCHE MATHEMATIK 

fŸr die Fachrichtung Informatik 

Sommersemester 2006 
von Rolf Haynberg 

UniversitŠt Karlsruhe (TH) 



 2 

Inhaltsverzeichnis 

Inhaltsverzeichnis 2 

Vorwort 3 

Fixpunkte 4 
Banachscher Fixpunktsatz 4 
Newton-Verfahren 4 
Heron Verfahren 5 

Normen 6 
Vektornormen 6 
Matrixnormen 6 
VertrŠglichkeit 7 

Lineare Gleichungssyst eme 8 
Gesamt- und Einzelschrittverfahren 8 
Gesamtschrittverfahren 8 
Einzelschrittverfahren 9 
Cholesky-Verfahren 9 
LR-Verfahren 9 
Ausgleichsprobleme 10 

Polynome und Splines 11 
Hornerschema 11 
VollstŠndiges Hornerschma 11 
Splines 13 

Fehleranalyse 14 
Kondition 14 

Interpolati on 15 
Normal-Darstellung 15 
Lagrange-Darstellung 15 
Newton-Darstellung 15 
FehlerschŠtzung 15 

Quadraturverfahren 16 
SchŠtzungs-Verfahren 16 
NŠhrungs-Verfahren 16 
Romberg-Verfahren 17 
Quadraturformel 17 

BŽzier-Polynome 18 
Bernstein-Polynome 18 
Algorithmus von de Casteljau 18 

Literaturverzeichnis 19 
 



 3 

Vorwort 
UrsprŸnglich habe ich dieses Dokument geschrieben um einen groben † berblick Ÿber die 
relevanten Themen der Numerik fŸr Informatiker und Ingenieure zu verschaffen, denn das 
Skriptum zur Vorlesung ist meiner Meinung nach sehr unŸbersichtlich. Au§erdem hilft es mir 
manchmal die Formeln und SŠtze herzuleiten bzw. zu begreifen um den Stoff zu lernen. 

Beim Zusammenstellen habe ich mich inbesondere auf das Skriptum zur Vorlesung gestŸtzt. 
Au§erdem mšchte ich mich bei Dirk Achenbach und Thomas Pajor bedanken, deren 
Dokumente mir oft geholfen haben das Skriptum zu verstehen. 

Bei weitem deckt dieses Dokument nicht alle Themen ab, die in der Vorlesung behandelt 
wurden. Zum Beispiel fehlt die trigonometrische Interpolation oder die schnelle 
Fouriertransformation (FFT). Aber auch die hier vorkommenden Themen sind von mir nicht 
immer vollstŠndig behandelt worden. Deswegen warne ich davor sich bei der 
Klausurvorbereitung nicht am Skriptum zu Vorlesung zu orientenen oder sich nur auf diese 
Lernhilfe zu stŸtzen. Viel mehr soll dieses Dokument zur ErlŠuterung dienen. 

SelbstverstŠndlich kann ich keine AnsprŸche auf die Richtigkeit der hier vorkommenden 
Kommentare oder Formeln erheben. Trotzdem hoffe ich, dass diese Lernhilfe dem einen oder 
anderen nŸtzlich sein kann.  

Viel Erfolg beim lernen, 

Rolf Haynberg 
Karlsruhe, 06.08.2006 
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Fixpunkte 
Fixpunktprobleme lassen sich auf Nullstellenprobleme zurŸckfŸhren. 

!  

" (x) = x # " (x) $ x = 0 

Banachsch er Fixpunkt satz  
Definition 
Eine Abbildung !  : I !  IR hei§t kotrahierend (Kontraktion) auf I, falls 0 "  L < 1 (L hei§t 
Kontraktionszahl) existiert mit |! (x) # ! (y)| "  L |x # y| fŸr alle x, y !  I  

Banachscher Fixpunktsatz 
Sei !  : I !  I , I = [a, b] (Abbildung in sich) und kontrahierend mit Kontraktionszahl L. Dann 
gilt:  

1. !  besitzt genau einen Fixpunkt x"  !  I .  

2. Die Folge {xn }n$0 , rekursiv definiert durch x0 := a !  I , xn := ! (xn#1 ), n=1,2,3,. . .  

konvergiert fŸr jeden Startwert a gegen x"  .  

3. Es gelten die Fehlerschranken:  

¥ |xn # x"  | "  L |xn#1 # x"  | (monotone Abnahme),  

! |! (xn-1) # ! (x*)| "  L |xn-1 # x*| 

¥ |xn # x"  | "  

!  

L
1" L

xn " xn" 1
 (aÐposteriori Schranke), 

¥ |xn # x"  | "  

!  

Ln

1" L
x1 " x0

 (aÐpriori Schranke). 

Herleitung 

Herleitung von monotoner Abnahme: 
|xn # x"  | "  L |xn#1 # x"  | ! |! (xn-1) # ! (x*)| "  L |xn-1 # x*| (Definintion) 

€quivalenz von a-posteriori und a-priori: 

 

!  

Ln

1" L
x1 " x0 =

L
1" L

Ln" 1 x1 " x0 =
L

1" L
Ln" 2 x2 " x1 = ...=

L
1" L

xn " xn" 1
  

Aufgaben 
Es ist eine Kontraktion # gegeben. 

1. Zeige dass der Banachsche Fixpunktsatz gilt. 

2. SchŠtze den Fehler nach n Interationen. 

3. SchŠtze die Iterationen fŸr einen gegebenen Fehler. 

Lšsungen 
1. Es mŸssen folgende Bedingungen erfŸllt sein: 

I ist abgeschlossen: 
  I = [a,b] 
I ist Selbstabbildung: 
  #(a) $ a und #(b) "  b und #% $ 0 
Es existiert eine Kontraktionszahl L: 
  0 < L = max|(#%)| < 1 

2. Verwende die a-posteriori Ungleichung: 

Maximaler Fehler = 

!  

L
1" L

xn " xn" 1
 

3. Verwende die a-priori Ungleichung: 

Notwendige Anzahl Iterationen = 

!  

L
n

1" L
x1 " x0

# 

$ 
$ 

% 

& 
&  

Newton -Verfahr en 
Das Newton-Verfahren wird zur Nullstellenbestimmung eingesetzt. Es ist ein iteratives 
Verfahren. 
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Definition 
Das Verfahren wird rekursiv definiert durch: 

!  

xn+1 = xn "
#(xn)

$ # (xn)
. 

Definition 
Bei dem primitiven Newton-Verfahren wird bei jedem Iterationsschritt der alte Wert fŸr die 

Tangentensteigung beibehalten. Also 

!  

xn+1 = xn "
#(xn)

$ # (x0)
 

Definition 
Das Sekantenverfahren verwendet als Steigung die Sekante durch die beiden letzen Punkte. 
Deswegen mŸssen zwei Startwerte angegeben werden. Es gilt dann 

!  

xn+1 = xn " #(xn)
xn " xn" 1

#(xn) " #(xn" 1)
 

Geometrische Interpretation: 

Es wird der Wert an der Stelle xn betrachtet. Der Schnittpunkt der 
Tangente durch diesen Punkt mit der x-Achse ist die neue 
Ausgangsstelle xn+1 

 

 

 

 

 

Herleitung 

Drehe das Koordinatensystem um 90¡ nach links. Deswegen muss im Folgenden x und 

!  

" (x)  
sowie das Vorzeichen der Òalten y-WerteÓ vertauscht werden. 
Also lautet die Stelle jetzt 

!  

" (xn) , der neue Wert xn und die neue Steigung an diesem Punkt 

! 

"
1
# $ (xn)

.  Der gesuchte Wert xn+1 ist der Schnitt der Tangente mit der neuen y-Achse also der 

Wert der Tangente an der Stelle 0. Die Tangente wird durch die Geradengleichung f(x)=mx+b 
beschrieben. Setzt man nun die entsprechenden Werte in die Geradengleichung ein ergibt 
sich fŸr den Wert des Schnittpunktes mit der y-Achse daraus die bekannte Gleichung: 

!  

xn+1 = xn "
#(xn)

$ # (xn)
. 

Heron V erfahren 
Das Heron Verfahren wird zur Berechnung der Wurzel verwendet. Dabei wird das 
Wurzelproblem einfach auf ein Nullstellenproblem zurŸckgefŸhrt: 

!  

a = x " a = x2 # x2 $ a = 0 
Auf diese Gleichung lŠsst sich das Newton Verfahren anwenden. 
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Normen 
Normen messen die Grš§e eines Vektors oder einer Matrix. Man merkt schnell, dass es viele 
Mšglichkeiten gibt, eine solche Grš§e zu definieren bzw. zu berechnen. So kann z.B. die 
Entfernung zweier Orte entweder als Luftlinie, Stra§enlŠnge (Navigations-Systeme) oder 
Fahrtzeit (Autobahn oder Landstra§e) angegeben werden. Man sieht, dass je nach 
Anwendung eine andere Norm gewŠhlt wird. Im folgenden werden ein paar Beispiele 
genannt. 

Vektornorm en 
Obwohl es viele Normen gibt, mŸssen diese dennoch drei Bedingungen erfŸllen, sodass sie, 
unabhŠngig von der Wahl, gleich verwendet werden kšnnen und SŠtze ihre GŸltigkeit 
behalten (vgl. Interfaces). 

Definition 
Eine Vektornorm bildet IRn auf IR ab (Skalarwertig). Sie erfŸllt stets folgende Bedingungen: 

(1) 

! 

x > 0(x " 0)# x = o$ x = 0 (Definitheit) 

(2) 

!  

" x = " x  (& !  IR)   (HomogenitŠt) 

(3)  

!  

x + y " x + y    (Dreiecksungleichung) 

Beispiele 
Die Euklid-Norm ist die wohl bekannteste Norm. Auf ihr baut der Satz von Pythagoras auf. 

!  

x
2

= x1
2 + ...+ xn

2
 

Die   

!  

l 1-Norm ist die wohl einfachste Norm. So wŸrden wahrscheinlich die mei§ten intuitiv die 
grš§e eines Vektors messen. 

!  

x
1
= x1 + ...+ xn 

Die max-Norm (nicht unendlich-Norm)  

!  

x
"

= max
i

(xi ) 

Kommentar 
Man kann erkennen dass bei diesen Normen die n-te Wurzel aus 
der Summe der Vektorkomponenten in der n-ten Potenz gezogen 
wird. FŸr n$ % geht der Ausdruck gegen den grš§ten Summanden. 
Deswegen wird bei der max-Norm das % Symbol verwendet. 

Nebenstehend ist der Einheitskreis unter Verwendung der oben 
genannten Normen abgebildet. Alle Punkte haben den ÒAbstandÓ 1 
vom Mittelpunkt. 

Aufgaben 

Zeigen Sie, dass eine gegebene Abbildung eine Norm ist. 

Lšsungen 
Die drei definierenden Eingenschaften nachprŸfen. 
Manchmal kann beim Nachweis der Dreiecksungleichung der Norm die Dreiecksungleichung 
des Absolutbetrags

!  

x + y " x + y  oder ihre Umkehrung

!  

x " y # x " z  verwendet werden. 

Matrixnorm en 
Definition 
Eine Abbildung N : IRn' n !  IR hei§t Matrixnorm, falls folgende Bedingungen erfŸllt sind: 
(1) N (A) > 0 (A&0)  (Definitheit) 
(2) N (&A) = |&|N(A) (& !  IR) (HomogenitŠt) 
(3) N (A + B) "  N(A) + N(B) (Dreiecksungleichung) 
(4) N (AB) "  N(A) á N(B)  (MultiplikativitŠt) 

Kommentar 
Man beachte dass die Matrixnormen nur fŸr quadratische Matrizen definiert sind. SpŠtestens 
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die MultiplikativitŠt wŠre sonst nicht wohldefiniert. 

Beispiele 

Gesamtnorm  

!  

NG(A) := nmax
j ,k

aj ,k  

Zeilen-Summen-Norm 

!  

NZ (A) := max
j

aj ,k
k

"  

Spalten-Summen-Norm 

!  

NS(A) := max
k

aj ,k
j

"  

Spektralnorm  

!  

N" (A) := " (AT A)  

Wobei 

!  

" (AT A)  der grš§te Eigenwert von 

!  

AT A ist. 

Kommentar 

Wenn A Symmetrisch ist, gilt DefinitionsgemŠ§ 

!  

AT = A. Also ist dann auch 

!  

N" (A) = " (A). 

Die Zeilen(Spalten)-Summen-Norm summiert Ÿber die Spalten(Zeilen) und wŠhlt die grš§te 
Zeilen(Spalten)-Summe. 

VertrŠglich keit  
Definition 
Eine Matrixnorm und eine Vektornorm sind vertrŠglich, wenn 

!  

Ax " N(A) x  gilt. 
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Lineare Gleichungssysteme 
Lineare Gleichungssysteme haben die Form

!  

Ax = b. Ein Inhomogenes LGS (b&0) ist z.B. 
genau dann eindeutig lšsbar, wenn det(A)&0 oder wenn das zugehšrige homogene LGS nur 
die triviale Lšsung besitzt. 

Obwohl ein LGS eine eindeutige Lšsung haben kann, ist es oft sehr schwer das LGS direkt 
aufzulšsen. Deswegen wurden verschiedene Verfahren entwickelt, um das LGS in mehrere 
kleinere LGS aufzuteilen. 
Im folgenden werden das Gesamt- und Einzelschrittverfahren sowie das Cholesky- und das 
LR-Verfahren vorgestellt. Die Gesamt- und Einzelschrittverfahren (GSV und ESV) sind, wie 
der Name schon sagt, Iterationsverfahren und fŸhren beliebig nahe an die Lšsung heran. Das 
Cholesky- und LR-Verfahren sind direkte Verfahren und fŸhren mit endlichen Schritten zur 
Lšsung. 

Ist ein LGS nicht lšsbar, so kann dennoch eine beste Lšsung geben, die das LGS so gut wie 
mšglich lšst. Wie wir sehen werden ist diese von der wahl der Norm abhŠngig. Bei diesen 
Problemen spricht man von Ausgleichsproblemen. Ausgleichsprobleme werden ebenfalls 
unter diesem Kaptiel behandelt. 

Gesamt - und Einz elschr ittv erfahren 
Die Gesamt- und Einzelschrittverfahren sind sehr Šhnlich. Beim Einzelschrittverfahren gehen 
im Gegensatz zum GSV auch noch die vergangenen Berechnungen mit ein. Dies spiegelt 
sich auch in der Zerlegung von A wider. 
Beide Verfahen gehen trotzdem von Šhnlicher Zerlegung aus. 

Zerlegung 
Bei den beiden Verfahren wird in A in Minuend und Subtrahend zerlegt.

!  

A = M " N. Lediglich 
die Zusammensetzung von M ist bei den beiden Verfahren unterschiedlich. 

Also gilt fŸr das LGS: 

!  

(M " N)x = b # Mx = Nx+ b # Mx = (M " A)x + b # x = (E " M" 1A)x + M" 1b 

Setze nun 

!  

T = (E " M" 1A)und 

!  

g = M" 1b. Also 

!  

x = Tx+ g. 
Somit wurde das Problem auf ein Fixpunktproblem zurŸckgefŸhrt. Wenn der Banachsche 
Fixpunktsatz gilt, folgt dass xn+1 := T xn + g zu einer Lšsung fŸhrt. Dies sind auch die Schritte 
die sich im Namen dieser Verfahren widerspiegeln. 

Lšsbarkeitskriterien 
Die Verfahren fŸhren zu einer Lšsung wenn der Banachsche Fixpunktsatz gilt.  
Im IRn gilt der Banachsche Fixpunkt Satz 
! Die Matrix-Norm und die Vektor-Norm sind vertrŠglich und N(T) < 1 
!  ' (T) < 1. 

Au§erdem gibt es noch spezielle Lšsbarkeitskriterien die von den Verfahren abhŠngen (s.u.). 

Komponentenschreibweise 
FŸr die Berechnung eines Schrittes ist die Berechnung von T nštig und somit auch die 
Inversenbildung von M. Da dies oft schwierig ist, verwendet man auch gern die 
Komponentenschreibweise von xn+1 := T xn + g. Sie ist bei den beiden Verfahren mit 
angegeben worden. Obwohl diese Kompliziert ist kann sie trotzdem schneller zum Ziel 
fŸhren. 

Gesamtsch rittv erfahren 
Zerlegung 
Setze M = D = diag(aj,k) =  aj,k wenn j=k, 0 sonst. 
Also die Diagonale der Matrix A. 

Komponentenschreibweise 

!  

x j
v+1 =

1
aj, j

(" aj ,kxk
v + bj

k=1
k# j

n

$ ) 
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Lšsbarkeitskriterien 
Entweder das Zeilen-Summen-Kriterium oder das Spalten-Summen-Kriterium gilt. 
Spalten-Summen-Kriterium: NS(A) < 1 
Zeilen-Summen-Kriterium: NZ(A) < 1 

Einzelsch rittv erfahren 
Zerlegung 
Setze M = D + L. Also die untere Dreiecksmatrix von A. 

Komponentenschreibweise 

!  

x j
v+1 =

1
aj, j

(" aj ,kxk
v+1 " aj ,kxk

v

k= j +1

n

# + bj
k=1

j " 1

# )  

Achtung! Bei der ersten Summe wird Ÿber bereits berechnete x Summiert. 

Lšsbarkeitskriterien 
Das Spalten-Summen-Kriterium muss gelten 
Zeilen-Summen-Kriterium: NZ(A) < 1 

Aufgaben 
Es ist ein LGS mit einer Variablen (  gegeben. 

1. Geben Sie fŸr das GSV und fŸr das ESV die Iterationsmatrix T und den Vektor g in 
AbhŠngigkeit von (  an. 

2. FŸr welche (  !  R konvergiert das GSV und fŸr welche & !  R das ESV? 

3. Zeigen Sie dass das ESV (/GSV) konvergiert. 

4. Berechnen Sie die ersten drei Iterierten des Einzel- und Gesamtschrittverfahrens fŸr (  = É  
mit der StartnŠherung x(0) = (0, 0) . 

Lšsungen 
1. M-1 berechnen und einsetzen. 

2. Bedingungen des Banachschen Fixpunktsatzes NachprŸfen. N(T)<1. 
Auch mšglich: FŸr das GSV muss entweder das Zeilen- oder Spalten-Summen-Kriterium 
erfŸllt sein. FŸr dass ESV muss das Zeilen-Summen-Kriterium erfŸllt sein. 

3. siehe 2. 

4. Iterationsmatrix berechnen (Inversenbildung) und die ersten Schritte berechnen oder die 
Komponentenschreibweise fŸr die ersten Schritte anwenden. 

Choles ky-Verfahr en 
Im Gegensatz zum GSV oder ESV ist die Zerlgeung beim Cholesky-Verfahren mit 
Rechenaufwand verbunden denn A wird in das Produkt einer unteren Dreiecksmatrix mit ihrer 
Transponierten zerlegt.

!  

A = LLT . 
Dazu ist notwendig, dass A positiv definit ist (alle Hauptunterdeterminanten positiv). 

Anschlie§end wird das LGS wie folgt gelšst: 

!  

Ax = b " LLT x = b und setze 

!  

y := LT x. Berechne zuerst y und dann x. 

Die Matrix L wird wie folgt berechnet: 

!  

lkkl jk := ajk " l jv lkv
v=1

k" 1

#  

(fŸr k=1 ist die Summe 0) 
Bei genauerer Betrachtung sieht man, dass L zeilenweise berechnet wird. 
Tipp:

! 

lk(k"1) = ak(k"1) / l(k"1)(k"1) 

LR-Verfahr en 
Bei diesem Verfahren wird A in das Produkt der Matrizen L und R zerlegt. Sie haben folgende 
Form: 
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€hnlich wie bei dem Cholesky-Verfahren wird das LGS dann wie folgt gelšst: 

!  

Ax = b " LRx= b und setze 

!  

y := Rx Berechne zuerst y und dann x. 

Die Matrizen L und R werden wir folgt berechnet: 
Man fŸhrt systematisch den Gau§ÐAlgorithmus durch, um A in RÐForm zu bringen. Man 
bringt die Felder spaltenweise von links nach rechts auf Null; eine Spalte pro Schritt. 
ZusŠtzlich muss im kÐten Schritt die kÐte Zeile dazu verwendet werden, alle Zeilen, die 
darunter liegen, um ein Feld kŸrzer zu machen. Zeilenvertauschungen dŸrfen nicht 
durchgefŸhrt werden. 
Die einzelnen Schritte des Gau§ÐVerfahrens werden nicht wie Ÿblich rechts an Pfeilen notiert. 
Der Faktor, mit dem die im letzten Schritt verwendete Zeile multipliziert wurde, um ein Feld zu 
nullen, wird negativiert in dieses Feld geschrieben. Zur Unterscheidung zwischen ÓechtenÒ 
Matrixfeldern und ÓLogfeldernÒ werden die Logfelder mit Linien abgetrennt. 

   
Ist man fertig, so bilden die Logfelder die LÐMatrix und die anderen Felder die RÐMatrix. 
Gilt nach einem Nachrechnen LR & A, so funktioniert das Verfahren mit A so nicht. Man kann 
dann eventuell die Zeilen von A so permutieren, dass das Verfahren trotzdem funktioniert. 

(mit freundlicher Genehmigung aus Dirk Achenbach Ð N00-merik) 

Ausgl eichspr obl eme 

Ausgleichsprobleme treten z.B. dann auf, wenn eine Matrix Ÿberbestimmt ist. Anschaulich 
bedeutet dies, dass es kein Polynom mit Rang = anzahl Spalten gibt, das alle Punkte (xi,bi) 
durchlŠuft. Es wird nun jenes mit dem Šhnlichsten Verlauf gesucht. D.h. es wird versucht die 
grš§e des Differrenzvektors 

!  

b" Ax zu minimieren. Deswegen ist die Lšsung von der 
zugrunde liegenden Norm abhŠngig. 

Euklidische Norm 
Bei dieser Norm wird das Verfahren nach dem Prinzip der kleinsten Fehlerquadrate gelšst. 
Es wird also versucht 

!  

(b" Ax)2 = bTb" 2xT ATb+ xT AT Ax zu minimieren. Nach Ableiten 
(Gradientenbilung) und finden des Minimums (0 setzen) stellt sich heraus, dass dieses bei 

!  

A
T
Ax " AT

b = 0 # A
T
Ax = A

T
b  liegt. 

  

!  

l 1-Norm und max-Norm 
Bei diesen Normen kšnnen Minimierungverfahren angewendet werden. 
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Polynome und Splines 
Horn ersch ema 
Unter Hornerschema versteht man die Darstellung eines Polynoms aus der kanonischen 

Form 

!  

p(x) = ai x
i

i=0

n

"  in der Form 

!  

p(x) = x(...x(x(an) + an" 1) + an" 2...)+ a0. Durch diese 

Darstellung vereinfacht sich die Berechung (sowohl fŸr Mensch als auch fŸr Maschine) eines 
Wertes erheblich. 

VollstŠndig es Horn erschma  
Das vollstŠndige Hornerschma bietet eine Ÿbersichtliche Methode um ein Polynom nach 

!  

(x " # ) zu entwickeln. 

Herleitung 

Gesucht ist ein Polynom 

!  

q(x) = p(x) in der Form 

!  

q(x) = bi (x " # )i

i=0

n

$ . 

Zur Hilfe fŸhren wir (unter-)Polynome 

!  

pn(x),...,p0(x)  ein: 

!  

p(x) = pn(x) = x(pn" 1(x)) + a0 = anxn + ...+ a0

# pn" 1(x) = anxn" 1 + ...+ a1

 

usw. Analog gilt fŸr 

!  

qn (x),...,q0(x) : 

!  

q(x) = qn(x) = (x " # )(qn" 1(x)) + b0 = bn(x " # )n
+ ...+ b0

$ qn" 1(x) = bn(x " # )n" 1
+ ...+ b1

 

Es gilt 

!  

pi (x) = qi (x) 

!  

i " {0,...,n} . 

Um die Koeffizienten 

!  

b0,...,bn  zu erhalten, nutzen wir folgendes aus: 

!  

qn(x) = (x " # )qn" 1(x) + b0 $ qn(# ) = b0 = pn(# )

qn" 1(x) = (x " # )qn" 2(x) + b1 $ qn" 1(# ) = b1 = pn" 1(# )
 

Man sieht nun, dass die gesuchten Koeffizienten gerade 

!  

pn(" ),...,p0(" ) sind. Mit Hilfe des 
Hornerschemas ist  es einfach diese zu berechnen. 

Anwendung 
 Allgemein Beispiel 

0 Stelle das Polynom im Hornerschema dar. 

 

!  

p(x) = x3 + 2x2 " 9x + 5 und ( =2 

!  

p3(x) = x(x(x(1) + 2) " 9)+ 5 

1 Berechne die Klammern fŸr (  von innen und 
schreibe ihren Wert nacheinander auf. 

1, 4, -1, 3 

2 Das Ergebnis ist 

!  

b0 

!  

b0=3 

3 Die anderen Werte sind die Koeffizienten des 
nŠchsten Polynoms 

!  

pn" 1 

!  

p2(x) = x(x(1) + 4) " 1 

4 FŸhre Schritt 1 und 2 sooft wie mšglich 
durch. 

1, 6, 11 

! 

b1=11 

!  

p1(x) = x(1) + 6 

1, 8 

!  

b2=8 

!  

p(x)0 = x(1) 

1 

!  

b3=1 

5 Schreibe das Polynom 

!  

q(x) auf. 

!  

q(x) = (x " 2)3 + 8(x " 2)2 +11(x " 2) + 3 

Ableitungen 

FŸr die Ableitungen an der Stelle (  gilt:

!  

p(i )(" ) =
1
i!

bi  ,

!  

i " {0,...,n}  

Dies ist leicht einzusehen, wenn man die Ableitung fŸr 

!  

q(" ) = p(" ) bildet: 
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!  

q(" ) = (" # " )$b3 +(" # " )$b2 +(" # " )$b1+ b0

% q (" ) = 3$(" # " )2 $b3 + 2$(" # " )$b2 +1$b1

% % q (" ) = 3$2$(" # " )$b3 + 2$1$b2

 

Polynomnullst ell en 
Es wurden bereits Verfahren vorgestellt um Nullstellen zu berechnen. Im Folgenden werden 
Verfahren vorgestellt, um die Lage und die Anzahl der Nullstellen zu bestimmen, ohne diese 
jedoch explizit auszurechnen. 

Lage 
Mit dem Satz von Gerschgorin lŠsst sich die Lage der Nullstellen einschrŠnken. Dieser Satz 
liefert die maximale Entfernung der Nullstellen von 0. Es wird also der Radius eines Kreises 
um 0 berechnet, in dem alle Nullstellen des gegebenen Polynoms liegen. Dazu muss das 
Polynom normiert vorliegen. D.h. der Leitkoeffizient ist 1.jaa 

!  

r " max(1, aj
j=0

n#1

$ ) und 

!  

r " max(a0 ,1+ a1,...,1+ an#1 ) 

Aus diesem Satz lŠsst sich auch folgern, dass die Eigenwerte einer Matrix in der Vereinigung 
aller Kreise liegen. Dabei bildet jede Zeile der Matrix ein Polynom dessen Kreis berechnet 
wird. 

Anzahl 
Um die Anzahl der Nullstellen zu bestimmen werden die Vorzeichenwechsel (VZW) der 
Funktionswerte betrachtet. Das Verfahren dazu wird Sturmsche-Kette genannt. 

Sturmsche-Kette: 
Die Sturmsche-Kette besteht aus mehreren Polynomen. Diese mŸssen zuvor berechnet 
werden. Dies geschieht wie folgt: 
Setze zunŠchst

!  

p0(x) := p(x) und 

!  

p1(x) := " p (x). 
FŸr die Bestimmung aller weiteren Polynome wird der Euklidische Algorithmus angewendet. 
Dies geschieht mit Hilfe der Polynomdivision. 

!  

pj (x)  ist nŠmlich der Rest aus der Division 

!  

pj +2 : pj +1. Also man hat nach der Polynomdivision einen Ausdruck folgender Form: 

!  

pj +2 = pj +1 "q(x) # pj (x)   Achtung: Unbedingt das Vorzeichen anpassen! 

Dabei Interessiert uns 

!  

q(x) nicht, sondern nur der Rest. Dieses Verfahren fŸhren wir sooft 
wie mšglich durch. 

Vorzeichenwechsel-Zahl: 
Jetzt ist es einfach die VZW zu bestimmen. Der Satz von Sturm besagt nŠmlich, dass wenn 

!  

p(" ) # 0 (also (  keine Nullstelle) die Anzahl der VZW rechts von (  gerade die Anzahl der 
VZW zwischen 

!  

p0(" ),...,pm(" ) ist. Um die Nullstellen auf einem Intervall zu berechnen 
werden die VZW-Zahlen einfach voneinander abgezogen. 

Anwendung: 
Praktisch wird eine Tabelle erstellt in die 

!  

sig(pi (" )) eingetragen wird. Etwa so: 

Die Anzahl der VZW und damit der Nullstellen auf 
dem Intervall [) 2,2] ist also 2) 1=1. 

 

Tsch ebysch eff -Polynom e 

Teschbyscheff-Polynome bilden eine Othognoalbasis des Polynomraums P n . Sie werden 

konventionell mit 

!  

Tn(x) bezeichnet. Sie haben die Gestalt 

!  

Tn(x) = cos(n"arccos(x)). 

!  

"  

!  

p0(" ) 

!  

p1(" )  

!  

p2(" ) VZW 

) 2 + + )  2 

+2 + )  + 1 
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Transformation 
Wie bereits erwŠhnt haben die Polynome die Gestalt 

!  

Tn(x) = cos(n"arccos(x)). Daraus 
folgt: 

!  

T0(x) =1, 

!  

T1(x) = x  und fŸr n > 1 

!  

Tn+1(x) = 2x"Tn(x) # Tn#1(x)  (der Beweis geht Ÿber die 
Additionstheoreme. Siehe dazu auch † B4). 
Die ersten Tschebyscheff-Polynome: 

 

Bei der Transformation wird versucht ein Polynom 

!  

p(x) = ai x
i

i=0

n

"  in die Form 

!  

bjTj (x)
j=0

m

"  zu 

bringen. Dazu setzt man beide Summen gleich und berechnet relativ einfach 

!  

b0,...,bm. 

Splin es 
Splines sind intervallweise definierte Polynome, die an den Anschlusstellen, den sog. Knoten, 
mšglichst Glatt ineinander Ÿbergehen. Dies macht  ihre Definition deutlich: 
s(  : [a, b] !  IR hei§t Spline vom Grad l  bezŸglich des Gitters (  , falls gilt:  

1. s(  

!  

x j "1,x j[ ] !  P l , j = 1, . . . , n,  

2. s(   !    

!  

Cl " 1[a, b]. 
Also jedes Teilpolynom muss vom Grad l sein. Dies sichert, dass es l-1 mal stetig 
diffenzierbar ist. Ausserdem muss das ganze Spline s(   l-1 mal stetig diffenzierbar d.h. so 
ÒglattÓ wie mšglich sein. Dies bedeutet, dass alle Ableitungen an den Knoten gleiche Werte 
aufweisen mŸssen (Wert gleich, Steigung gleich, KrŸmmung gleich, usw.). 

Aufgabe 
Es ist ein Spline mit Randbedingungen (mei§t Punkte die enthalten sein mŸssen) gegeben. 
Die Koeffizienten der Polynome des Splines sind jedoch nur teilweise aufgelšst worden. Es 
sind alle Koeffizienten zu bestimmen. 

Lšsung 
Informationen sammeln: 
- SŠmtliche Ableitungen an den Knoten mŸssen gleich sein. 
- Die Randbedingungen mŸssen erfŸllt sein. 
- Koeffizienten dŸrfen den Grad des Teilpolynoms nicht verŠndern. Also ggf. 0 setzen. 
Anschlie§end umformen und ein LGS bilden. Dieses ist dann noch zu lšsen. 
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Fehleranalyse 
Kondition  
Definition 
FŸr eine nichtsingulŠre Matrix A wird die Kondition (Konditionszahl) bezŸglich einer 
Matrixnorm N definiert als  

!  

condN (A) = N(A)N(A" 1) . 
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Interpolation 
Bei der algebraischen Interpolation(lateinisch zurechtstutzen) wird zu diskreten Punkten eine 
kontinuierliche Funktion gesucht, die durch diese Punkte verlŠuft. Wir werden drei 
verschiedene Verfahren betrachten bei denen die Interpolante durch ein algebraisches 
Polynom dargestellt wird. Um die Existenz einer solchen Interpolante zu sichern, ist 
notwendig, dass das der Grad des Polynoms gleich der Anzahl der gegebenen Punkte ist. 

Normal -Darst ellun g 
Herleitung 
Wie bereits erwŠhnt, soll die Interpolante Polynomgestalt besitzen und durch alle gegebenen 
Punkte 

! 

(x0,y0),...,(xn,yn)verlaufen. Es soll also gelten: 

!  

yk = p(xk) = aj xk
j

j=0

n

"  k=0,É ,n 

Diese Gleichungen lassen sich auch als LGS in der Form 

!  

Va= y darstellen. Wobei V die 
sog. Vandermonde-Matrix ist: 

. 

Lagrang e-Darstellung  

In der Lagrange-Darstellung haben die Polynome die Gestalt

!  

p(x) = y j l j (x)
j=0

n

"  wobei 

!  

l j (x) =
x " xk

x j " xkk=0
k# j

n

$  

Newton -Darst ellu ng 

In der Newton-Darstellung haben die Polynome die Gestalt

!  

p(x) = aj w j (x)
j =0

n

" . 

Koeffizienten 
Die Koeffizienten a werden wie folgt berechnet: 

 wobei 

wobei 

!  

x[ ] := y. 

Knotenpolynome 
Die Knotenpolynome w(x) werden wie folgt berechnet: 

!  

w0 =1, w j (x) = (x " xv)
v=0

j " 1

#  j > 0 

Fehlersch Štzung 
FŸr die Differenz von interpolierten Funktionen zur exakten Funktion an der Stelle * gilt: 

!  

f (" ) # pn(") =
1

(n +1)!
f (n+1)($)%wn+1(") 
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Quadraturverfahren 
Quadraturverfahren werden eingesetzt um FlŠchenintegrale zu schŠtzen und iterativ zu 
berechnen. Dazu werden hier drei Verfahren vorgestellt. Jedes dieser Verfahren dient 
zunŠchst zur groben SchŠtzung kann aber durch genŸgendfache (iterative) Anwendung 
beliebig nahe an den exakten Wert anngenŠhrt werden. Die Differenz zum exakten Wert, also 
der Fehler oder Rest, an der Stelle * ist jeweils mit angegeben. 
Im Folgenden seien die zu berechnenden Itegrale durch a und b beschrŠnkt. 

SchŠtzungs -Verfahr en 
Trapez-Regel 
Bei diesem Verfahren wird die FlŠche unter der Verbindungsgeraden der beiden Me§punkte 
(a,f(a)), (b,f(b)) berechnet. 

!  

f (x)
a

b

" #
f (a) + f (b)

2
b$ a 

Herleitung: 

Geometrisch wird das Trapez in ein Dreieck und ein Rechteck unterteilt. Anschlie§end wird 
die obere HŠlfte des Dreiecks abgeschnitten und auf Ÿberkopf auf die untere HŠlfte gesetzt. 
Dadurch ist ein Rechteck entstanden und die FlŠche kann einfach berechnet werden. Dabei 
ist b-a die Breite des Trapezes und (f(a)+f(b))/2 die mittlere Hšhe. 

Rest: 

Die Differenz zum exakten Integral an der Stelle * ist 

!  

Rf =
(b" a)3

12
# # f ($) 

Mittelpunkt-Regel 
Bei diesem Verfahren wird im Gegensatz zur Trapez-Regel nicht die mittlere Hšhe statistisch 
errechnet, sondern der Funktionswert an dieser Stelle verwendet. 

!  

f (x)
a

b

" # f (
b+ a
2
)b$ a 

Rest: 

Die Differenz zum exakten Integral an der Stelle * ist 

!  

Rf =
1
2

(b" a)3

12
# # f ($). Der Fehler wurde also halbiert dadurch, dass ein weiterer 

Funktionswert (aus der Mitte!) in die Berechnung mit einflie§t. 

Kepler-Regel 

Dieses Verfahren wird auch Kepler%sche Fassregel genannt. Dabei wird Šhnlich wie bei der 
Mittelpunkt-Regel verfahren. Jedoch wird der Funktionswert im Mittelpunkt mit 4/6 und die 
Funktionswerte am Rand mit jeweils 1/6 gewichtet. Dies ist gerade genau die FlŠche die 
durch eine Parabel, die durch diese drei Punkte verlŠuft, begrenzt ist. Bei einem Polynom bis 
zum Grad 3 ist dies also auch der exakte Wert des Integrals. Denn ein Polynom 3. Grades ist 
duch drei Punkte eindeutig bestimmt (siehe Interpolation). 

!  

f (x)
a

b

" # (
1
6

f (a) +
4
6

f (
b+ a

2
) +

1
6

f (b))b$ a 

Rest: 

Die Differenz zum exakten Integral an der Stelle * ist 

!  

Rf =
(b" a)5

2880
f (4)(#) 

 NŠhrungs -Verfahr en 
Bei diesen Verfahren wird die FlŠche in kleine StŸcke zerlegt. Diese werden dann nach den 
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oben stehenden SchŠtzungs-Verfahren geschŠtzt und anschlie§end wieder zusammengefŸgt 
(aufsummiert). Deswegen hei§ten diese Verfahren auch zusammengesetzte Verfahren. Der 
Fehler wird bei einer Verdopplung der Intervalle geviertelt. Beim Kepler-Verfahren betrŠgt der 
Fehler dann sogar nurnoch 1/16. 
Im Folgenden sei die Breite b-a in n Teile zerlegt. Dabei hat jedes Teil eine LŠnge von 

!  

h =
b" a

n
 

Zusammengesetzte Trapez-Regel 

!  

f (a+ (k)h) + f (a+ (k +1)h)
2k=0

n" 1

# h n$ %&  $  &  &  f (x)
a

b

'  

!  

Rf =
1
n2

(b" a)3

12
# # f ($) 

Zusammengesetzte Mittelpunkt-Regel 

!  

f (a+
kh
2

)
k=0

n" 1

# h n$ %&  $  &  &  f (x)
a

b

'  

!  

Rf =
1
n2

1
2

(b" a)3

12
# # f ($) 

Zusammengesetzte Kepler-Regel 

!  

(
1
6

f (a+ kh) +
4
6

f (a+
kh
2

) +
1
6

f (a+ (k +1)h))h
k=0

n" 1

# n$ %&  $  &  &  f (x)
a

b

'  

!  

Rf =
1
n4

(b" a)5

2880
f (4)(#) 

Romberg -Verfahr en 
Das Romberg-Verfahren stŸtzt sich auf das zusammengesetzte Trapez-Verfahren. Dabei 
werden die Intervalle von Schritt zu Schritt halbiert. Anschlie§end wird jeweils das Mittel 
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Schritten gebildet. Dabei wird jedoch der feinere Schritt 
mit immer stŠrker gewichtet. 

Verfahren 
Es werden zunŠchst die Werte des zusammengesetzten Trapez-Verfahrens notiert wobei die 
Intervalle sich bei jedem Schritt halbieren. Also die Anzahl der Intervalle ist n2 wobei n die 
aktuelle Schrittzahl ist. Diese Werte werden mit T0,n bezeichnet. 

Anschlie§end werden aus diesen Werten neue Werte berechnet. Mit der Vorschrift 

 
FehlerschŠtzungen 

 
Abbruchkriterien 

Abbruch, wenn 

!  

If " Tm,0 # $also wenn 

!  

Tm,1 " Tm,0 # $. 

Dabei kann auch das * also der Grenzwert von m abhŠngen. Er hie§t dann DŠmpfung. 

Quadraturform el 
€hnlich wie das Romberg-Verfahren bietet die Quadraturformel einen Integralwert 
anzunŠhren wenn nur n diskrete Punkte der Funktion bekannt sind. Sie hat die Form 

! 

x
a

b

" # wkxk
k=0

n

$ . Dabei ist w das sog. Gewicht. Der Exaktheitsgrad m ist durch n beschrŠnkt. 

Ist der Exaktheitsgrad maximal, also gleich n-1, so spricht man von einer interpolierten 

Quadraturformel. Die Gewichte werden durch folgendes LGS bestimmt.

!  

xi

a

b

" = wkxk
i

k=0

n

# . 
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BŽzier-Polynome 
Die BŽzierkurve wurde Anfang der 1960er Jahre unabhŠngig voneinander von Pierre BŽzier 
bei Renault und Paul de Casteljau (1910-1999) bei Citro‘ n entwickelt und ist ein wichtiges 
Werkzeug im CAD.  

(Wikipedia die freie EnzyklopŠdie) 

Sie haben die Form 

!  

" jbj ,n
j=0

n

# . Dabei sind 

!  

bj,ndie Bernstein-Polynome und 

!  

" j die 

Koeffizienten. 

Bern stein-Polynom e 

Die Bernstein-Polynome haben die Form 

!  

bi,n =
n

i

" 

# 
$ 

% 

& 
'  x

i (1( x)n( i  

Die Bernstein-Polynome fŸr kubische BŽzier-Polynome lauten demnach: 

!  

b0,3 =1" 3x + 3x2 " x3

b1,3 = 3x " 6x2 + x3

b2,3 = 3x2 " 3x3

b3,3 = x3

 

Koeffizenten 

Die BŽzier-Koeffizienten zu einem Polynom 

!  

p(x) = aj x
j

J=0

n

" lassen sich durch 

Koeffizientenvergleich bestimmen. FŸr ein kubisches BŽzier-Polynom ist das 

!  

1 0 0 0

" 3 3 0 0

3 " 6 3 0

" 1 3 " 3 1

# 

$ 

% 
% 
% 
% 

& 

'  

( 
( 
( 
( 

) 0

) 1

) 2

) 3

# 

$ 

% 
% 
% 
% 

& 

'  

( 
( 
( 
( 

=

* 0

* 1

* 2

* 3

# 

$ 

% 
% 
% 
% 

& 

'  

( 
( 
( 
( 

 

Koordinaten-Punkte 
In dieser Darstellung lassen sich die Koordinaten-Punkte des BŽzier-Polygons einfach 

ablesen. Es gilt nŠmlich 

! 

pj =
j
n

," j

# 

$ 
% 

& 

' 
(  

Graph 
Die BŽzierkurve liegt innerhalb des konvexen BŽzier-Polygons. Die erste und letzte Kante 
dieses Polygons liegen tangetial zur Kurve. 

 
Quelle: Wikipedia die freie EnzyklopŠdie 

Algorithmus von d e Castelj au 
Der Algorithmus von de Casteljau erlaubt es, relativ einfach Werte eines BŽzier-Polynoms an 
einer gegebenen Stelle auszurechnen. Setze dazu 

!  

" i
(0) = " i . Berechne nun so oft wie 

mšglich den Schritt 

!  

" i
(k+1) = (1# x)" i

(k) + x" i+1
(k) , wobei x die gegebene Stelle ist. Schlie§lich 

ist 

!  

" 0
(n) der gesuchte Wert. 
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