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1 Einleitung

� Reine Mathematik

Axiomatischer Aufbau, Existenz{ und Eindeutigkeitss•atze, . . .
Charakterisierung,Klassi�zierung, . . .
Aufgabe sachgem•a� gestellt/gut gestellt
(Existenz, Eindeutigkeit, stetige Abh•angigkeit
von Anfangswerten)

� Angewandte Mathematik

Entwicklung mathematischer Modelle z.B. f•ur
physikalische, technische, volkswirtschaftliche, biologische Probleme,. . .
beschrieben durch lineare/nichtlineare Gleichungssysteme,
gew•ohnliche/partielle Di�eren tialgleichungen, . . .
Polynome,Splines,. . .
! stochastische Modelle: Zeitreihen, Marko�{Prozesse, . . .

� Numerische Mathematik

Entwicklung effizienter Lösungsverfahren (Algorithmen)
zur zahlenm•a�igen Auswertung mathematischer Aufgaben, d.h.
Konstruktion \guter" N•aherungenmit \m •oglichst geringem" Aufwand.

Konstruktiver Aspekt im Vergleich zur ReinenMathematik!

Ziel: Verfahrensvorschrift
+ Fehlerschranke (Fehlersch•atzung, Abbruchkriterium)
+ Stabilit •at (Fehlerfortp
anzung, Rundungsfehler)
+ Aufwand (Geschwindigkeit, Implementierung,

Hardware + Software)







effizienter
Algorithmus

Moderne Begriffe: Wissenschaftliches Rechnen (Scientific Computing)

Mathematische Modellbildung

Numerische Simulation
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Konstruktiver Aspekt der Numerischen Mathematik

Beispiel: Banachscher Fixpunktsatz

ϕ : I = [a, b] ! IR kontrahierendeAbbildung,

ϕ Abbildung in sich ϕ(I) � I.

Reine Mathematik: Genau1 Fixpunkt x∗ = ϕ(x∗)

Numerische Mathematik: Konstruktion desFixpunktes
! Iterationsverfahren

Vorschrift xn+1 := ϕ(xn ), n = 0, 1, 2, . . . , Startwert x0,

Fehler jxn � x∗j � L n

1−L jx1 � x0j ! Abbruchkriterium

z.B. L = 1
2 , n = 11 : L n

1−L =
(

1
2

)10
� 10−3; L = 0.9, n = 88 : L n

1−L � 10−3

! Konvergenzbeschleunigung

Stabilität

Kleine St•orung ! kleine Wirkung

jWirkungj � K jSt•orungj, K Verst•arkungsfaktor

Störung im Startwert j~x0 � x0j � ε :

Auswirkung j~xn � xn j = jϕ(~xn−1) � ϕ(xn−1)j � Lj~xn−1 � xn−1j

� . . . � Ln j~x0 � x0j � Ln � ε (D•ampfung Ln )

Stabilit •at desIterationsverfahrens!

Störung in ϕ (Auswertung) j ~ϕ(x) � ϕ(x)j � δ:

x0 : xn := ϕ(xn−1), ~x0 = x0 : ~xn := ~ϕ(~xn−1).

Verlangsamung der Konvergenzm•oglich, evtl. sogarAbbruch
desVerfahrens(z.B. L nahebei 1 oder lokale Konvergenz).

Aufwand: Konvergenzgeschwindigkeit!

L � 1 und St•orung δ sehrklein
(geschickte Implementierung).
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Mathematische Modellierung und Scientific Computing

� Problem gegeben ausNaturwissenschaften, Industrie oder Wirtschaft
� Fluss{Diagramm mit allen relevanten Einheiten
� Mathematische Modellbildung auf der GrundlagegewisserGrundgesetze

(z.B. Gleichgewichts{ und Erhaltungss•atze)
� Modell{Gleichungen:Lineare und nichtlineare Gleichungen,

gew•ohnliche und partielle Di�eren tialgleichungen, . . .
Stochastik: Zeitreihen, Marko�{Prozesse, . . .

� Mathematische Diskussion:Aufgabe sachgem•a� gestellt/gut gestellt
� L•osungder Modell{Gleichungen
� E�zien te numerische Algorithmen
� Visualisierungder Ergebnisse
� Software
� Hardware

Teamwork: Ingenieurwesen,Mathematik, Informatik

Anwendungen

Computer–Tomographie

Aus indirekter Beobachtung wird ein Schnittbild desK•orperserstellt

! InversesProblem

Karosserie–Design

Sicherheit, Belastungen,Verformungskr•afte, Dummy{V erhalten, . . .
Windschl•upfrigkeit (cw{Wert), Fahrger•ausche, Temperatur, . . .

MathematischesModell mit Methoden der Finiten Elemente(FEM)

Daraus resultierengro�e, d•unnbesetzte,lineare Gleichungssysteme;
schnelle L•oserben•otigen auf leistungsstarken Rechnern wenigeMinuten!

Finite Elemente

Unterteilung desDe�nitionsb ereiches

in Teilintervalle bzw. Dreiecke:

einfache Ansatzfunktionen, z.B.

\H •utchen"{F unktion

ϕj mit ϕj (xk) =

{

1, f•ur k = j
0, f•ur k 6= j

Approximation einer komplizierten Funktion f durch ϕ = � αj ϕj ,

Berechnung der αj •uber linearesGleichungssystem,

Koe�zien ten desLGS, Matrix mit Bandstruktur.
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Computer–Tomographie

Anmerkung:Es wird ein einfachesmathematischesModell behandelt.
Röntgenstrahl

Die Quelle sendetR•ontgenstrahlenmit einer Intensit•at I0 und der Detektor
misst die Intensit•at I1 nach Durchlaufen desK•orpersauf dem WegL.

Gesuchtist die Absorption f (x) desR•ontgenstrahls im Punkt x.
Daraus resultiert das gew•unschteBild an der Stelle x desuntersuchtenK•orpers.
Absorptionsfunktion f : IR2 ! IR, f 2 L2.

Fundamentale Beziehung (Radon–Transformation)

I1 = I0 exp(�
∫

L
f (x)dx) bzw.

∫

L
f (x)dx = b bzw. Rf = b

Rekonstruktion des Bildes durch Lösen des inversen Problems
Gemessenwird der Intensit•atsverlust durch Absorption im K•orper, d.h. bekannt
ist das Integral

∫

L f (x)dx und gesucht wird der Wert f (x).
Dazu reicht die Messungf•ur einenWegL nat•urlich nicht aus.

Umkehrformeln f = R∗b sind bekannt. Die neuerenMethoden n•utzen solche
Beziehungengeschickt ausund erm•oglichenhoheAu
 •osung.Hier wird eine•altere
Methode •uber Integralgleichungenerl•autert, da sie einfacher zu verstehenist.

Approximation durch Diskretisierung
Eine endliche Anzahl von WegenLj ergibt ein Integralgleichungssystem.
f (x) wird durch einegeeigneteAnsatzfunktion f̂ (x) in einem
endlich{dimensionalenTeilraum approximiert.
Dies f•uhrt auf ein •uberbestimmteslinearesGleichungssystem.

Erstellung eines Schnittbildes

Auf einemKreisbogensind N Detektorenangeordnet
mit gegen•uber liegenderQuelle; damit sind N Wege
durch den K•orper festgelegt.

Die Apparatur wird M mal um den Winkel 2π/M
gedreht, d.h. insgesamt ergeben sich m = M � N
verschiedeneWegebzw. Messungenin einer Schicht.
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IGL–System
∫

L i

f (x)dx = bi , i = 1, . . . , m

EndlichdimensionalerTeilraum desL2

S = f f1, . . . , fn2g, f̂ =
n2
∑

j =1

xj fj

Einteilung des Quadrates, das den gew•unschten
Schnitt desK•orpers enth•alt, in n2 Pixel: fj (x) = 1
auf genaueinemPixel, sonst= 0, d.h. f̂ (x) ist durch
einenKoe�zien ten xj bestimmt.
Die Approximation von f̂ (x) an f (x) ist um sobes-
ser, je gr•o�er die Anzahl der Pixel, d.h. je gr•o�er n.

Grenze der Auflösbarkeit
Durchmesser51.2 cm, 1 Pixel = 1 mm � 1 mm,
insgesamt 512 � 512Pixel.

Einsetzen von f̂ (x) in das IGL–System

∫

L i

f̂ (x)dx =
n2
∑

j =1

xj

∫

L i

fj (x)dx = bi , i = 1, . . . , m

Lineares Gleichungssystem

Ax = b mit A = (aij ), A 2 IRm;n 2
, aij =

∫

L i
fj (x)dx,

x = (x1, . . . , xn2 )T 2 IRn2
, b = (b1, . . . , bm )T 2 IRm , bi Messwerte,

aij ist die L•angedesWeges Li im j � ten Pixel (Ger•atekonstanten).

Aufgabe: L•osungeines•uberbestimmtenund d•unn besetztenLGS
in m•oglichst kurzer Zeit (w•ahrend der K•orper noch im Tomographenist)

Lösung x d.h. jjb � Axjj = Minimum bez•uglich vorgegebenenNorm jj � jj

Ausstattung üblicher Geräte

Anzahl der Detektoren N = 700

Anzahl der Pixel n2 = 512� 512= 262.144

Anzahl der Positionen M = 720� 1400

(Drehung um 1
4 � 1

2 Grad bedeutet 1{2 mm auf dem Kreisbogen!)
Anzahl der Messungenm = M � N

Für jedes Schnittbild ergeben sich

m = 1
2 bis 1 Million Daten bi für

n2 = 1
4 Million Lösungskomponenten xi .
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Numerische Ma thema tik f •ur die Fachrichtung Inf orma tik
und f •ur Ingenieur wesen (2+1 st)

1. Einleitung
Problemstellungin der Numerischen Mathematik; e�zien ter Algorithmus:
mathematische Modellbildung, wissenschaftlichesRechnen; nat•urliche Sta-
bilit •at/n umerische Stabilit •at; Computer{Tomographie;Inhaltsangabe.

2. Nichtlineare Gleichungen
Problem f (x) = 0, Fixpunktgleichung x = ϕ(x), Banachscher Fixpunkt-
satz, Iteration; Heron{Verfahren, Newton{Verfahren (auch im IRn ), lokale
Konvergenz;Konvergenzordnung, Konvergenzbeschleunigung nach Aitk en,
Bisektionsverfahren.

3. Lineare Gleichungssysteme
LGS Ax = b, x = Tx + g, Iteration , Spektralradius; Vektor{/Matrixnorm;
Einzel{ und Gesamtschrittv erfahren,Konvergenzkriterien,Relaxation;
direkte Verfahren,Gau�{Elimination, Pivotsuche; LR{ und Cholesky{
Zerlegung;Ausgleichsproblem,Prinzip der kleinsten Fehlerquadrate.

4. Polynome und Splines
Auswertung, Hornerschema,Lokalisierungvon Nullstellen, Sturmsche
Kette, Gerschgorin{Kreise, Tschebysche�{P olynome, Spline{Funktionen,
Raum der kubischen Splines.

5. Fehleranalyse (Stabilität)
Nat•urliche Stabilit •at, gut konditionierte Probleme,Fehlerfortp
anzung;
numerische Stabilit •at, Ein
uss der Rundungsfehler;Gleitkomma{
Arithmetik, Ausl•oschung, R•uckw•artsanalyse;Beispiele.

6. Algebraische Interpolation
Polynom{IP, Polynom in Normalgestalt, nach Lagrangeund nach
Newton, Vandermonde{Matrix; dividierte Di�erenzen, Schema,Fehler;
kubische Spline{IP, Randvorgaben, Fehler, gleichm•a�ige Konvergenz.

7. Quadraturverfahren
Elementare Quadraturformeln (Trapez, Mittelpunkt, Kepler), zusammen-
gesetzteFormeln, interpolatorische Formeln, Fehlernach Peano,Romberg{
Verfahrenund {Schema,uneigentliche Integrale,Gau�{Quadraturformeln.

8. Trigonometrische Interpolation
Trigon. Polynom, Fourier{Ko e�zien ten, Minimaleigenschaft, diskrete
Fourier{Ko ef�zienten, Trapez{

∑
, trigon. IP{P olynom, Ausgleichsproblem,

komplexesalgebraischesIP{Problem mit Knoten auf Einheitskreis.
9. Schnelle Fourier–Transformation (FFT)

Auswertung der Fourier{Ko e�. bzw.der trigon. Summen,komplexeSchreib-
weise;Faltung, lineare Transformation, Faktorisierung der Matrix, FFT.

10. Bernsteinpolynome und Bézier-Darstellung
Grundpolynome,Eigenschaften, B�ezier-Darstellung,konvexeH•ulle derB�ezier-
Punkte, Rekursion,Di�eren tiationsformel, Algorithmus von de Casteljau.
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2 Nichtlineare Gleichungen

Der Banachsche Fixpunktsatz

Gegeben: Abbildung f : I ! IR, I = [a, b]
Gesucht: x∗ 2 I mit f (x∗) = 0 (Nullstelle)

Fixpunktproblem: x = ϕ(x) •aquivalentzu f (x) = 0,
d.h. x∗ Fixpunkt von ϕ , x∗ Nullstelle von f ;
geeigneteUmformung, Konstruktion desFixpunktes.

KontrahierendeAbbildung(Kontr aktion) ϕ : I ! IR,
falls 0 � L < 1 (L Kontraktionszahl) existiert mit
jϕ(x) � ϕ(y)j � L jx � yj f•ur alle x, y 2 I.

PSfrag replacements

x

y

x∗

a b

y = f (x)

PSfrag replacements

x

y

x∗

y = x

y = ' (x)

Satz 2.1 Sei ϕ : I ! I, I = [a, b] (Abbildungin sich) und
kontrahierend mit KontraktionszahlL. Dann gilt:

1. ϕ besitzt genaueinen Fixpunkt x∗ 2 I.

2. Die Folgef xngn≥0, rekursiv de�niert durch
x0 := a 2 I, xn := ϕ(xn−1), n=1,2,3,. . .
konvergiert f•ur jeden Startwert a gegenx∗.

3. Es geltendie Fehlerschranken:

� jxn � x∗j � L jxn−1 � x∗j (monotone Abnahme),

� jxn � x∗j � L
1−L jxn � xn−1j (a{posteriori Schranke),

� jxn � x∗j � L n

1−L jx1 � x0j (a{priori Schranke).

Anmerkungen

Voraussetzungen\Abbildung in sich" und \k ontrahierend" nachpr•ufen!
Abbildung ϕ ist nicht immer auf ganzIR de�niert und nur auf einemTeil
desDe�nitionsb ereichs eineAbbildung in sich und kontrahierend.
Konvergenzgeschwindigkeit g•unstig, falls L = 1

2 (Halbierung desFehlers).
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Beweisskizze: Zu 1. und 2.:

i) f xngn≥0 ist Cauchyfolge; Absch•atzung •uber geometrische Reihe;

ii) dasGrenzelement x∗ liegt in I und ist Fixpunkt von ϕ;

iii) x∗ ist der einzigeFixpunkt.

Zu 3.: jxn � x∗j = jϕ(xn−1) � ϕ(x∗)j � L jxn−1 � x∗j,

jxn � x∗j � jxn � xm j + jxm � x∗j
︸ ︷︷ ︸

−→0
m→∞

(n < m),

jxn � xm j � jxn � xn+1 j + � � � + jxm−1 � xm j

� jxn � xn+1 j f 1 + L + � � � + Lm−n−1g �
1

1 � L
jxn � xn+1 j,

jxn � xn+1 j � L jxn−1 � xn j � � � � � Ln jx0 � x1j.

Grenz•ubergangm ! 1 :

jxn � x∗j �
1

1 � L
jxn � xn+1 j �

L

1 � L
jxn−1 � xn j �

Ln

1 � L
jx0 � x1j. 2

Lokale Variante des Fixpunktsatzes lautet:
Es existiert Interval l D in einer UmgebungU (x∗), wo die Voraussetzungen
desFixpunktsatzeserf•ullt sind, aber D l•asstsich nicht konkret angeben.

Beispiel

ϕ : x 7! e−x kontrahierend f•ur x > 0;
gesucht Intervall I, auf dem ϕ kontrahierend
und ϕ(I) � I gilt; w•ahle z.B. I := [0.1, 1].

PSfrag replacements

x

y

x0x1 x2x∗

y = ' (x)

y = x

Differenzierbare Kontraktionen
ϕ : I ! IR stetig di�erenzierbar:
kontrahierend , jϕ′(x)j � L < 1 f•ur alle x 2 I (Mittelw ertsatz).

Satz 2.2 Sei Abbildungϕ : I = [a, b] ! IR stetig di�er enzierbar mit ϕ(I) � I
und jϕ′(x)j � L < 1 f•ur alle x 2 I. Dann besitzt ϕ genaueinen Fixpunkt x∗

in I und die Iteration xn := ϕ(xn−1), n = 1, 2, . . . konvergiert f•ur jedesx0 2 I
gegenx∗.

Spezialf•alle: 0 � ϕ′(x) � L < 1: monotoneKonvergenz,

� 1 < � L � ϕ′(x) � 0 : alternierendeKonvergenz(Einschlie�ung).

PSfrag replacements

x

y y = x
y = ' (x)

x0x1x∗

PSfrag replacements

x

y

x0x1 x2x∗

y = ' (x)

y = x
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Das Heron–Verfahren

Heron von Alexandria (um 75 n. Chr.), Babylonier (um 1000v. Chr.),
Spezialfall desNewton{Verfahrens(I. Newton 1643{1727).

Nichtlineare Gleichungf (x) = x2 � a = 0 (a > 0) ! Quadratwurzel
p

a.

Parabelbogenwird durch Tangente im Punkt xn approximiert, Schnitt{
punkt dieserTangente mit der x{Achseist neueN•aherungxn+1 f•ur

p
a.

Iteration

Betrachtung der Tangentensteigung

2xn = x2
n −a

xn −xn +1
) xn+1 = 1

2(xn + a
xn

)

Vorschrift: W•ahle x0 > 0 beliebig,

bilde xn+1 := 1
2(xn + a

xn
)

f•ur n = 0, 1, 2, . . . .

PSfrag replacements

x

y

x0

x1x2

y = x2−a

−a

Beispiel:
p

2 = 1.41421356. . . , Fehler ej := xj �
p

2
x0 = 2, x1 = 1.5, x2 = 1.4166. . . , x3 = 1.414215 . . . , x4 = 1.41421356. . . .
e1 = 0.085. . . , e2 = 0.0024. . . < e2

1, e3 = 2 � 10−6 < e2
2

Rasche Konvergenz:Fehler nimmt quadratisch ab;
f•ur jeden Startwert x0 > 0 gilt

p
2 � � � � < x3 < x2 < x1 (monoton).

Satz 2.3 (Konvergenz) F•ur dasHeron{Verfahren gilt
p

a � xn+1 � xn , n = 1, 2, . . . und lim
n→∞

xn =
p

a .

Beweis: 1. Elementar [ •U].
2. Fixpunktsatz (Satz 2.1):

f (x) = x2 � a = 0 ,

x = ϕ(x) = 1
2 (x + a

x );

PSfrag replacements

x

y

x0 x0x∗ x1x2

y = x
y = 1

2(x+ a
x )

w•ahle I := [
p

a, 1 ):
ϕ(

p
a) =

p
a

ϕ monoton

}

) Abbildung in sich.

ϕ′(x) = 1
2 (1 � a

x2 ), 0 � ϕ′(x) � 1
2,

d.h. kontrahierendeAbbildung
mit L = 1

2 und monotoneKonvergenz. 2

Satz 2.4 (Fehler) F•ur die Heron{Folgef xngn≥1 gilt:

a/xn �
p

a � xn (Einschlie� ung),

xn �
p

a �
1

2
p

a
(xn−1 �

p
a)2 (quadratische Konvergenz).
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Praktische Durchführung des Heron–Verfahrens

Wurzelfunktion auf Taschenrechner/Computer berechnen?
Heron: Bei gutem Startwert gen•ugenwenigeIterationsschritte.
Anfangsapproximation f•ur den Startwert x0:

� Approximation der Wurzelfunktion durch einfache Funktion:
Einschr•ankung auf Intervall [ 1

100, 1) (Dezimalsystem),
d.h. a = ξ � 102m , ξ 2 [ 1

100, 1), m 2 ZZ,
p

a = 10m �
p

ξ.

� Lineare Approximation:
Kurvenst•uck \b estm•oglich"
durch eineGeradeersetzen,
ergibt das lineare Polynom

p(x) = 10
11x + 161

880 \Mittelparallele";

Fehler: kp
. � pk∞ � 0.09205=: δ.

PSfrag replacements

x

y

1

y =
√

x
y = p(x)

� Heron{Verfahren f•ur
p

ξ, ξ 2 [ 1
100, 1);

– Startwert x0 := p(ξ),

– Heron xn , yn := �
xn

, xn+1 := xn + yn
2 ,

– Einschlie�ung yn �
p

ξ � xn (n � 1),

– Maximaler Fehler desStartwertes j
p

ξ � p(ξ)j � δ,

– Iterationsfehler

xn �
p

ξ � 1
2
p

�
jxn−1 �

p
ξj2 � � � � �

(

1
2
p

ξ

)n

︸ ︷︷ ︸

=: K n

jx0 �
√

ξj2
n

︸ ︷︷ ︸

=: � 2n

;

beachte

δ2n
� 10−2n

=







10−8 , n = 3,
10−16 , n = 4,
10−32 , n = 5,

aber Kn w•achst an ξ = 1
100,

p
ξ = 1

10, Kn �
(

10
2

)n
,

z.B. K3 � 125, K4 � 625, K5 � 3125.

Fazit: Es gen•ugen4 { 5 Iterationsschritte, um eineGenauigkeit
von 10−10 bis 10−18 zu erreichen.

Beispiel: Berechnung von
p

17
p

17 = 10�
p

0.17 ,
p

0.17 = 0.412310563. . .

x0 = p(0.17) = 0.337. . . , x1 = 0.421. . . , x2 = 0.412392. . . , x3 = 0.412310570. . .
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Newton–Verfahren und Regula falsi

Gegeben: f : I = [a, b] ! IR (zweimal) stetig di�erenzierbar

Problem: Au
 •osungder Gleichung f (x) = 0 (Nullstellen)

PSfrag replacements

x

y

y = f (x)

Fixpunktproblem(•aquivalent): x = ϕ(x)
Fixpunktsatz ausn•utzen (vgl. S•atze 2.1 und 2.2)
Iterationsvorschrift + Fehlerschranken + Stabilit •at;
Aufwand h•angt von der Kontraktionszahl L ab.

Voraussetzung: ϕ 2 C1(I)
Pr•ufe ϕ(I) � I und jϕ′(x)j � L < 1 f•ur alle x 2 I,
eventuell I verkleinern ! UmgebungU (x∗) ! lokale Konvergenz

Newton–Verfahren

ϕ(x) := x � f (x)
f ′(x) , f ′(x) 6= 0

Geometrische Interpretation (Tangente in xn )

f (x) durch linearesTaylor{P olynom approximieren

f (x) = f (xn ) + (x � xn )f ′(xn )
︸ ︷︷ ︸

= p(x)

+ (x−xn )2

2 f ′′(ξ).

L•osungvon p(x) = 0 ist die neueN•aherungxn+1 .

PSfrag replacements

x
y

y = f (x)

x

y

xn xn+1

x∗

y = f (x)

Newton–Iteration xn+1 = xn � f (xn )
f ′(xn ) , n = 0, 1, 2, . . ., Startwert x0

Lokale Konvergenz

Voraussetzung: x∗ Nullstelle von f (x), f ′(x) 6= 0 in UmgebungU (x∗),
d.h. f monoton und f besitzt einfache Nullstelle x∗.

Behauptung: Dann gibt esein Intervall D � U (x∗), wo dasNewton{Verfahren
konvergiert.

Kontraktionsbedingung: jϕ′(x)j =
∣
∣
∣

f (x)f ′′(x)
(f ′(x)) 2

∣
∣
∣ � L < 1 f•ur alle x 2 D;

ϕ′(x∗) = 0 ) ϕ kontrahierend in U (x∗) und ϕ(D) � D.

Satz 2.5 (Lokale Konvergenz) Die Funktion f : I ! IR sei zweimal stetig
di�er enzierbar und x∗ sei einfache Nullstelle von f (x). Das Newton{Verfahren
konvergiert gegenx∗, falls der Startwert x0 nahegenugbei x∗ liegt.

Quadratische Konvergenz: Fehler jen j � c jen−1j2 (n � 1)
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Varianten

� Primitives Newton–Verfahren

Ableitung nicht in jedemSchritt auswerten:

xn+1 := xn � f (xn )
f ′(x0 ) , ϕ′(x) = 1 � f ′(x)

f ′(x0) .

Konvergenz:jϕ′(x)j � L < 1 ;

z.B. f streng monoton wachsend.

PSfrag replacements

x
y

y = f (x)

x

y

x0x1x2x3

x∗

y = f (x)

� Sekantenverfahren (Zweischrittv erfahren)

Idee: Kurve durch Sekante approximieren,
(Di�erenzenquotient statt Ableitung):

f ′(xn ) =
f (xn ) � f (xn−1)

xn � xn−1
+

h

2
f ′′(ξ).

Startwerte x0, x1

Vorschrift xn+1 := ϕ(xn , xn−1) (n = 1, 2, . . .)
= xn � f (xn ) xn −xn −1

f (xn )−f (xn −1 )

PSfrag replacements

x
y

y = f (x)

x

y

x0

x1 x2

x3

y = f (x)

1 Funktionsauswertung; lokale Konvergenz;
etwas langsamerals dasNewton{Verfahren;

Fehler xn+1 � x∗ = 1
2(x∗ � xn )(x∗ � xn−1) f ′′(� n )

f ′(� n )

jen+1 j � K jen jjen−1j ) Konvergenzordnung � 1.6 (sieheunten).

� Bisektionsverfahren

Intervallschachtelung, keineFixpunktiteration

Vorschrift: Intervall{F olge f [ak , bk ]gk≥0 bzw. Folgef ξkgk≥0:

f (ak)f (bk) < 0, dann w•ahle ξk := 1
2(ak + bk);

falls f (ξk) = 0 (jf (ξk)j � ε), dann fertig,
falls f (ak)f (ξk) < 0, setzeak+1 := ak , bk+1 := ξk ,

f (ξk)f (bk) < 0, setzeak+1 := ξk , bk+1 := bk

(evtl. beideM•oglichkeiten: Verzweigung).

Fehlerabsch•atzung (Halbierung desFehlers):
jξk � x∗j � 1

2(bk � ak) = 1
2k +1 (b0 � a0),

globaleKonvergenz!

PSfrag replacements

x
y

y = f (x)

xbkak

� k

y = f (x)
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Praktische Durchführung des Newton–Verfahrens

Aufgabe: Gegeben sei f 2 C2[a, b], f (a)f (b) < 0.
Berechne eineNullstelle x∗ (bzw. alle reellenNullstellen, die
betragsgr•o�te, {kleinste, gr•o�te Nullstelle) von f in [a, b]
mit einer Genauigkeit jxn � x∗j � ε (z.B. ε = 10−4 � 10−8).

Mehrstufiges Verfahren: Lokalisierung ! Startwert ! Newton{Verfahren

Lokalisierung

Auswertung der Funktion in Gitterpunkten,
Teilintervalle [xj , xj +1 ] mit f (xj )f (xj +1 ) < 0,
Kriterien f•ur Polynome.

Startwert: Bisektionsverfahren

Berechne Folge f ξkgk≥0;
w•ahle x0 = ξM , M fest vorgegeben oder jbM � aM j � δ.

Newton–Verfahren

Startwert: x0 := ξM (ξM \nahe genug" bei x∗)

Newton{Folge: f xngn≥0 ! quadratische Konvergenz

Konvergenz{Abfragen: xn 2 [aM , bM ] und jxn � xn−1j < jxn−1 � xn−2j

ggf. zur•uck zum Bisektionsverfahren

Abbrechkriterien: n = N Zahl der Iterationen vorgeben

jxn � x∗j � L
1−L jxn � xn−1j mit L � |xn −1−xn |

|xn −2−xn |

jxn � xn−1j � Ex oder jf (xn )j � Ef

Mittelwertsatz: jxn � x∗j =
∣
∣
∣

f (xn )−f (x∗)
f ′(� n )

∣
∣
∣ � E f

C � ε, jf ′(x)j � C.
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Die Konvergenzgeschwindigkeit

Vergleich verschiedenerIterationsverfahrenxn+1 := ϕ(xn ), n = 0, 1, 2, . . .
Fehler jxn+1 � x∗j � L jxn � x∗j (L < 1) ! lineare Konvergenz

Allgemein jxn+1 � x∗j � cp(jxn � x∗j)p ! Konvergenzordnung p

Definition: Ein Iterationsverfahrenxn+1 := ϕ(xn ) besitzt mindestensdie
Konvergenzordnung p (p 2 IR), falls f•ur den Fehler en := jxn � x∗j gilt:

lim
n→∞

en+1

(en )p
= c mit

{

c < 1 f•ur p = 1,
c < 1 f•ur p > 1.

Bisektionsverfahren (keineFixpunktiteration) ! lineare Konvergenz
Intervall{F olge f [ak , bk ]gk≥0 mit bk+1 � ak+1 � 1

2(bk � ak).

Satz 2.6 Die Iterationsfunktion ϕ : I ! IR sei 2{mal stetig di�er enzierbar und
es gelte ϕ(x∗) = x∗ und ϕ′(x∗) = 0, dann besitzt das Iterationsverfahren die
Konvergenzordnung2.
Beweis: Taylor xn+1 = ϕ(xn ) = ϕ(x∗)

︸ ︷︷ ︸

= x∗

+( xn � x∗) ϕ′(x∗)
︸ ︷︷ ︸

=0

+ 1
2(xn � x∗)2ϕ′′(ξn)

liefert xn+1 � x∗
︸ ︷︷ ︸

en +1

= 1
2(xn � x∗
︸ ︷︷ ︸

= en

)2ϕ′′(ξn). 2

Zusammenfassung

p = 1 lineare Konvergenz(Wunsch L = 1
2)

(alle Fixpunktiterationen sind mindestenslinear konvergent)
p = 2 quadratische Konvergenzz. B. Newton (aber nur lokal konvergent)
p = 1.6 Sekantenverfahren

Konvergenzbeschleunigung

Relaxation: Entspannung, Milderung, Erleichterung!

Iterationsverfahren xn+1 = ϕ(xn ) liefert konvergente Folgef xngn≥0;
bilde neueFolgef yngn≥0 durch Transformation (ohne zus•atzliche
Funktionsauswertungen) mit rascherer Konvergenz.

Aitken–Transformierte: xn , xn+1 , xn+2 ! yn

yn = xn �
(� xn )2

� 2xn
, n = 0, 1, 2, . . . ,

mit Di�er enzen
� xn := xn+1 � xn ,

(� xn )2 = x2
n+1 � 2xnxn+1 + x2

n ,

� 2xn := � xn+1 � � xn = xn+2 � 2xn+1 + xn

Idee: In erster N•aherung:xn+1 � x∗ .= L(xn � x∗), xn+2 � x∗ .= L(xn+1 � x∗);
Au
 •osungdieserGleichungenf•ur die Unbekannten x∗ und L nach x∗ liefert
die Aitk en{Vorschrift (unabh•angig von der Iterationsvorschrift).
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∆2–Prozess von Aitken: Durchführung für Fixpunktiteration

Startwert ŷ0 := y0;0 := x0,

berechne die Folge f ŷngn � 0 mit der Vorschrift

yn;0 := ŷn , yn;1 := ϕ(yn;0), yn;2 := ϕ(yn;1),

ŷn+1 := yn;0 � (� yn; 0 )2

� 2yn; 0
,

� yn;0 := yn;1 � yn;0, � 2yn;0 := � yn;1 � � yn;0;

ŷn+1 ist \b esser"als yn;2, daher ŷn+1 neuerStartwert der Iteration.

Beispielblatt: Konvergenzbeschleunigung mit Aitken

Unendliche Reihe s =
∞∑

j =0

1
cosh(j)

Beschleunigungder Folgeder Partialsummen f xngn≥0

n xn yn zn

0 1.0000000 2.0986844 2.0711234
1 1.6480543 2.072 4491 2.0711213
2 1.9138565 2.0711872
3 2.013 1844 2.0711246
4 2.049 8034 2.0711215
5 2.063 2787 2.0711213
6 2.068 2362
7 2.070 0600
...

16 2.0711213

Fixpunktiteration xn+1 := e−xn , n = 0, 1, 2, . . .

Beschleunigungder Folgeder Iterierten f xngn≥0

n xn yn ŷn

0 0.5500000 0.5671737 0.567173 7
1 0.576 9498 0.5671531 0.567143744
2 0.561 6087 0.5671464 0.5671432905
3 0.570 2908 0.5671443 0.5671432904
4 0.565 3609 0.5671436 . . . . . .
5 0.568 1550 0.5671434
6 0.566 5697 . . . . . .
7 0.5674686 . . . . . .
8 . . . . . . 0.56714329

(Die unterstrichenenZi�ern sind korrekt.)
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Nichtlineares Gleichungssystem

F (x) =







f1(x1, . . . , xn )
...

fn (x1, . . . , xn )







= 0

F : D ! IRn , D � IRn , Jacobi{Matrix J'

Gesucht: L•osungbzw. Nullstelle x∗ = (x∗
1, . . . , x

∗
n )T

Fixpunktgleichung x = ϕ(x), ϕ : D ! IRn , D � IRn

Banachscher Fixpunktsatz im IRn

Satz 2.1 gilt entsprechend im IRn versehenmit Norm jj � jj unter der Voraus{
setzung,dassD � IRn abgeschlossen,ϕ(D) � D und ϕ kontrahierend.
Da x = (x1, . . . , xn )T , wird die Iteration in derForm x(� +1) := ϕ(x(� ) ) geschrieben.
Die Fehler werden in der Norm e(� ) := jjx(� ) � x∗jj gemessen.

N (�) sei einevertr•agliche Matrix{Norm zu jj � jj (vgl. x3).
Seiϕ stetig di�erenzierbar, J' bzw. JF bezeichne die Jacobi{Matrix

J' =







@' 1
@x1

� � � @' 1
@xn

...
. . .

...
@' n
@x1

� � � @' n
@xn







und JF entsprechend.

Dann ist ϕ kontrahierend, falls N (J' (x)) � L < 1 f•ur alle x 2 D.

Newton–Verfahren

Startwert x(0) : x(� +1) := x(� ) � f JF (x(� ) )g−1F (x(� ) ), ν = 0, 1, 2, . . .

Berechnung der Folgef x(� )g� ≥0 •uber linearesGleichungssystem

x(� +1) = x(� ) + y(� ) , JF (x(� ) )y(� ) = � F (x(� ) ).

Satz 2.7 Sei F 2{mal stetig di�er enzierbar und detJF (x∗) 6= 0.
Dann konvergiert dasNewton{Verfahren lokal gegenx∗.

Beweisidee: Banachscher Fixpunktsatz f•ur IRn , jj � jj in lokaler Variante:
W•ahle kompakte UmgebungU (x∗), in der JF (x) invertierbar ist; erste
und zweite partielle Ableitungen von F sind beschr•ankt in U (x∗); also
ϕ(x) = x � J−1

F (x)F (x); esexistiert kompakte Kugel K r (x∗) � U (x∗),
sodassdort ϕ Abbildung in sich und kontrahierend ist. 2


