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1 Einleitung

Reine Mathematik

Axiomatischer Aufbau, Existenz{ und Eindeutigkeitssatze, ...
Charakterisierung,Klassi zierung, ...

Aufgabe sathgema gestellt/gut gestellt

(Existenz, Eindeutigkeit, stetige Abhangigkeit

von Anfangswerten)

Angewandte Mathematik

Entwicklung mathematischer Modelle z.B. fur

physikalisthe, technische, volkswirtschaftliche, biologistie Probleme, . ..
besdirieben durch lineare/nichtlineare Gleichungssysteme,
gewshnliche/partielle Di erentialgleichungen,...

Polynome, Splines,. ..

I stochastishie Modelle: Zeitreihen, Marko {Prozesse, . ..

Numerische Mathematik

Entwicklung effizienter Losungsverfahren (Algorithmen)
zur zahlenma igen Auswertung mathematister Aufgaben, d.h.
Konstruktion \guter" Neaherungenmit \m eglichst geringem™ Aufwand.

Konstruktiver Aspekt im Vergleidh zur Reinen Mathematik!

Ziel: Verfahrenswrsdrift
+ Fehlerstiranke (Fehlersbatzung, Abbruchkriterium)
+ Stabilitat (Fehlerfortp anzung, Rundungsfehler)
+ Aufwand (Gesdwindigkeit, Implemertierung,
Hardware + Software)

effizienter
Algorithmus

Moderne Begriffe: Wissenschaftliches Rechnen (Scientific Computing)
Mathematische Modellbildung

Numerische Simulation



4 EINLEITUNG

Konstruktiver Aspekt der Numerischen Mathematik

Beispiel: Banadister Fixpunktsatz
¢ :1I=1[a,b]! IR kontrahierende Abbildung,
¢ Abbildung in sich (1) 1.
Reine Mathematik: Genaul Fixpunkt z* = ¢(x*)

Numerische Mathematik: Konstruktion desFixpunktes
I Iterationsverfahren

Vorschrift zp+1 = o(xn), n=10,1,2,..., Startwert zo,
Fehler jz, 2" +—jz1  x ! Abbruchkriterium
n 0 n
zB.L=1n=11:7= ()" 10%L=09n=88:L 107

I Konvergenzlesdleunigung

Stabilitit N4 /‘\

Kleine Sterung! kleine Wirkung
jWirkungj K jSterung, K Verstarkungsfaktor

Storung im Startwert jzp 1z ¢

Auswirkung jzn  za] = jo(rn-1)  @(Ta-1)i Lizh-1  @n-aj
L"jxg xof L" ¢ (Dampfung L")

Stabilitat deslterationsverfahrens!

Stoérung in ¢ (Auswertung) je(x) p(x)] o

To: xn = o(rn_1), 0= xo: 2n = o(Tn_1).
Verlangsanung der Konvergenzmeglich, evtl. sogarAbbruch
desVerfahrens(z.B. L nahebei 1 oder lokale Konvergenz).

Aufwand: Konvergenzgedwindigkeit!

L 1und Sterung ¢ sehrklein
(gesdickte Implemertierung).



EINLEITUNG

Mathematische Modellierung und Scientific Computing

Problem gegelen aus Naturwissensbaften, Industrie oder Wirtschaft
Fluss{Diagramm mit allen relevanten Einheiten

Mathematische Modellbildung auf der Grundlage gewisserGrundgesetze
(z.B. Gleichgewidits{ und Erhaltungssatze)

Modell{Gleichungen: Lineare und nichtlineare Gleichungen,
gewshnliche und partielle Di erentialgleichungen,. ..

Stochastik: Zeitreihen, Marko {Prozesse, ...

Mathematische Diskussion:Aufgabe sahigema gestellt/gut gestellt
Lesungder Modell{Gleichungen

E zien te numeriste Algorithmen

Visualisierungder Ergebnisse

Software

Hardware

Teamwork: Ingenieurwesen,Mathematik, Informatik

Anwendungen
Computer—Tomographie

Aus indirekter Beobaditung wird ein Schnittbild desKerperserstellt
I InversesProblem

Karosserie-Design

Sidherheit, Belastungen,Verformungskmfte, Dummy{V erhalten, . ..
Windsahlupfrigkeit (c,{W ert), Fahrgemuste, Temperatur, ...

Mathematisches Modell mit Methaden der Finiten Elemente(FEM)

Darausresultierengro e, dennbesetzte,lineare Gleichungssysteme;
sthnelle Leserbemstigen auf leistungsstarlen Redinern wenigeMinuten!

Finite Elemente
Unterteilung desDe nitionsb ereides
in Teilintervalle bzw. Dreieke:
einfache Ansatzfunktionen, z.B.
\H utcher{F unktion
1, furk=j

i mit iy (i) = { 0, furk6 j
Approximation einer komplizierten Funktion f durch ¢ = ;¢

Beredinung der «; wuber linearesGleichungssystem,
Koe zien ten desLGS, Matrix mit Bandstruktur.
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Computer—Tomographie

Anmerkung: Es wird ein einfadhes mathematistesModell behandelt.
Rontgenstrahl

Quelle C O —= —— ] Detektor
ON

Die Quelle sendetRentgenstrahlenmit einer Intensitat /, und der Detektor
misst die Intensitat /; nach Durchlaufen desKerpers auf dem Weg L.

Gesuchtist die Absorption f(x) desRentgenstahlsim Punkt z.
Darausresultiert das gewinschteBild an der Stelle = desuntersuchtenKerpers.
Absorptionsfunktion f:IR*! IR, f 2 L2

Fundamentale Beziehung (Radon—Transformation)

L= Iexp /L F2)dr) bzw. /L f)dr=b bzw.Rf=b

Rekonstruktion des Bildes durch Losen des inversen Problems
Gemesserwird der Intensitatsverlust durch Absorption im Kerper, d.h. bekannt
ist dasIntegral J, f(z)dx und gesubt wird der Wert f(x).

Dazu reicht die Messungfeir einenWeg L naterlich nicht aus.

Umkehrformeln f = R*b sind bekannt. Die neuerenMethoden neitzen solde
Bezielungengestickt ausund ermeglichenhoheAu esung.Hier wird einealtere
Methode eber Integralgleidungen erlautert, da sie einfacer zu verstehenist.

Approximation durch Diskretisierung

Eine endiche Anzahl von WegenL; ergibt ein Integralgleichungssystem
f(x) wird durch eine geeigneteAnsatzfunktion f(x) in einem
endich{dimensionalen Teilraum appraximiert.

Diesfuhrt auf ein wberkestimmteslineares Gleichungssystem.

Quelle
Erstellung eines Schnittbildes

Auf einemKreisbogensind N Detektorenangeordnet

\
mit gegemiber liegenderQuelle; damit sind N Wege /’
durch den Kerper festgelegt. ‘ \
Die Apparatur wird M mal um den Winkel 27 /M ~ N )
gedrelt, d.h. insgesarh ergeten sih m = M N v

verstiedeneWegebzw. Messungenn einer Scicht.

Detektoren



EINLEITUNG

IGL-System / F@)yde=b,i=1....m
Li
Endlichdimensionaler Teilraum desL22

S=ffi. f2g =Y 2 f
=1

J_
Einteilung des Quadrates, das den gewnsditen

Scnitt desKerperserthalt, in n? Pixel: fj(z) = 1

M1l/
// \/1

auf genaueinemPixel, sonst= 0, d.h. f(xz) ist durch MTTIA

einenKoe zien ten z; bestimnt.

Die Approximation von f(z) an f(x) ist um sobes- AN Z

ser,je gre er die Anzahl der Pixel, d.h. je gre er n.

Grenze der Auflosbarkeit
Durchmesser51.2 cm, 1 Pixel = 1 mm 1 mm,
insgesarh 512 512 Pixel.

Einsetzen von f(z) in das IGL-System

/ Nx)dz = ixj/ fixde = b, i=1,....m
Li i=1 Li

Lineares Gleichungssystem

Az=0b mit A= (), A2R™, a5 = [ f(2)dz,
2= (21, ., 202)T 2 IRY, b= (by,...,bm)T 2 R™, b Messverte,

aj ist die LangedesWeges L; im j ten Pixel (Geratekonstarten).

Aufgabe: Lesungeinesuberbestimmtenund denn besetztenLGS
in meglichst kurzer Zeit (wahrend der Kerper noch im Tomographenist)

Losung x d.h. jjb  Azjj = Minimum beziglich vorgegelenenNorm jj jj

Ausstattung iiblicher Gerite

Anzahlder Detektoren N = 700
Anzahlder Pixel n? = 512 512= 262144
Anzahlder Positionen M = 720 1400

(Drehung um %1 % Grad bedeutet 1{2 mm auf dem Kreisbogen!)
Anzahlder Messungenm = M N

Fiir jedes Schnittbild ergeben sich

m = > bis 1 Million Daten b; fir

2 =

n Million Lésungskomponenten z;.

AR NP

WSQLI
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EINLEITUNG

Numerische Mathematik fur die Fachrichtung Inf orma tik
und fer Ingenieur wesen (2+1 st)

. Einleitung

Problemstellungin der Numerischen Mathematik; e zien ter Algorithmus:
mathematiste Modellbildung, wissenshaftliches Retnen; naterliche Sta-
bilit at/n umeriste Stabilitat; Computer{T omographie;Inhaltsangale.

. Nichtlineare Gleichungen

Problem f(z) = 0, Fixpunktgleichung = = ¢(x), Banadsder Fixpunkt-
satz, Iteration; Heron{Verfahren, Newton{Verfahren (auch im IR"), lokale
Konvergenz;Konvergenzordming, Konvergenzlesdleunigung nach Aitk en,
Bisektions\erfahren.

. Lineare Gleichungssysteme

LGS Az = b, x = Tx + g, Iteration , Spektralradius; Vektor{/Matrixnorm;
Einzel{ und Gesantschrittv erfahren, Konvergenzkriterien,Relaxation;
direkte Verfahren, Gau {Elimination, Pivotsude; LR{ und Cholesky{
Zerlegung;Ausgleidisproblem, Prinzip der kleinsten Fehlerquadrate.

. Polynome und Splines

Auswertung, Hornersdiema, Lokalisierung von Nullstellen, Sturmsde
Kette, Gersdigorin{Kreise, Tschebyste {P olynome, Spline{Funktionen,
Raum der kubischen Splines.

. Fehleranalyse (Stabilitét)

Naterliche Stabilitat, gut konditionierte Probleme, Fehlerfortp anzung;
numeriste Stabilitat, Ein uss der Rundungsfehler;Gleitkomma{
Arithmetik, Auslestiung, Reckwartsanalyse;Beispiele.

. Algebraische Interpolation

Polynom{IP, Polynom in Normalgestalt, nach Lagrangeund nac
Newton, Vandermonde{Matrix; dividierte Di erenzen, Sdhema, Fehler;
kubische Spline{lP, Randworgaben, Fehler, gleichma ige Konvergenz.

. Quadraturverfahren

Elemertare Quadraturformeln (Trapez, Mittelpunkt, Kepler), zusammen-
gesetzteFormeln, interpolatoristhe Formeln, Fehler nach Peano,Romberg{
Verfahrenund {Schema,uneigerliche Integrale, Gau {Quadraturformeln.

. Trigonometrische Interpolation

Trigon. Polynom, Fourier{Ko e zien ten, Minimaleigens&att, diskrete
Fourier{Ko ef zienten, Trapez{>", trigon. IP{P olynom, Ausgleidisproblem,
komplexesalgebraisbesIP{Problem mit Knoten auf Einheitskreis.

. Schnelle Fourier—Transformation (FFT)

Auswertung der Fourier{Ko e . bzw.dertrigon. Summen komplexeSdireib-
weise;Faltung, lineare Transformation, Faktorisierung der Matrix, FFT.
Bernsteinpolynome und Bézier-Darstellung
Grundpolynome,Eigenstaften, Bezier-Darstellung konvexeHellle der Bezier-
Punkte, Rekursion, Di erentiationsformel, Algorithm us von de Casteljau.



2 Nichtlineare Gleichungen

Der Banachsche Fixpunktsatz

YA
Gegeten: Abbildung f: 1! IR, I = [a,l] y="f(x)
Gesucht z* 2 I mit f(«*) = 0 (Nullstelle)
Fixpunktproblem x = ¢(z) aquivalentzu f(x) = 0O, ? b -
d.h. z* Fixpunkt von ¢ , z* Nullstelle von f; X" X
geeigneteUmformung, Konstruktion desFixpunktes. y

Kontrahierende Abbildung(Kontr aktion) ¢ : I'! IR,
fallsO L < 1 (L Kontraktionszahl) existiert mit

jo(x) ()i Lijx yj furallez,y?2 I.

Satz 2.1 Seip: 1! I, I= [a,b] (Abbildungin sich) und
kontrahierend mit KontraktionszahlL. Dann gilt:

1. ¢ besitzt genaueinen Fixpunkt z* 2 1.

2. Die Folgef z,0,>0, rekursivde niert durch
xo:=a2l, xy:= o(rn_1), N=1,2,3,. ..
konvegiert fur jeden Startwert a gegenz*.

3. Es geltendie Fehlerschanken:

jrn ¥ Ljzn_1 ¥ (monotone Abnahme),

jrn i e jzn wn-a  (afposteriori Schranke),

jzn 2 frjr @) (afpriori Schianke).

Anmerkungen

VoraussetzungenAbbildung in sich” und \k ontrahierend” nachprefen!
Abbildung ¢ ist nicht immer auf ganzIR de niert und nur auf einemTeil
desDe nitionsb ereits eine Abbildung in sich und kontrahierend.
Konvergenzgedwindigkeit gunstig, falls L = 5 (Halbierung desFehlers).
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Beweisskizze: Zu 1.und 2.:
1) fxnOn>o ist Caudiyfolge; Abschatzung eber geometrisbe Reihe;
i) dasGrenzelemen z* liegt in I und ist Fixpunkt von ¢;
iii) =* ist der einzigeFixpunkt.

ZU 3 jajn x*] = jgp(l‘n_l) SO(ZL'*)J le‘n—l l‘*j7

jra 27 jTn  Tmj+ jm 27 (n <m),
—_——
jxn xmj jxn xn+1j + + jxmfl xmj

jrn  anejfl+ L+ + menflg

JZn ZTn+1),

1 L

jTn  Tn+1] Ljrn_1 nj L"jzg 4.

Grenzbergangm ! 1 :

1 . . L . . "
1 Lan xn+lJ 1 Lan_l l‘nJ 1 L

o

jxn T

Jzo  xq]. O

Lokale Variante des Fixpunktsatzes lautet:
Es existiert Intervall D in einer UmgebunglU(z*), wo die Voraussetzungen
desFixpunktsatzeserfullt sind, aker D lasstsich nicht konkret angelen.

Beispiel
p x 7! e kontrahierend fer x > 0;

gesubt Intervall 7, auf dem ¢ kontrahierend
und () [ gilt; wahlez.B. I := [0.1, 1].

Differenzierbare Kontraktionen
p:I! IR stetig di erenzierbar:
kontrahierend, j¢'(x)j L <1 furallex?2 I (Mittelw ertsatz).

Satz 2.2 Sei Abbildungy : I = [a,b] ! IR stetig di er enzierlar mit o(I) [
und jo'(x)] L <1 fur alle =z 2 I. Dann besitzt ¢ genaueinen Fixpunkt z*
in | und die lteration x, = p(x,_1), n = 1,2,... konvegiert fur jedeszq 2 |
geenx*.
Spezialllle: 0 ¢'(z) L < 1: monotoneKonvergenz,

1< L ¢(x) 0: alternierendeKonvergenz(Einschlie ung).

y
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Das Heron—Verfahren

Heron von Alexandria (um 75 n. Chr.), Babylonier (um 1000v. Chr.),
Spezialfall desNewton{Verfahrens(l. Newton 1643{1727%.

Nichtlineare Gleichung f(z) = 22 a= 0(a > 0) ! Quadratwurzelp a.

Parabelbogenwird durch Tangerte im Punkt x, appraximiert, Sdnjtt{
punkt dieserTangene mit der z{Achseist neueNaherungz,.; fer = a.

Iteration y y=x?—a
Betrachtung der Tangerensteigung '

2 _
2e0 = Shr) e = glan +50)

Vorschrift: Wahle x> 0 beliebig,
bilde .1 1= F(an + =)
furn=10,12,.... _al—"

Beispiel: P 5= 141421356. . , Fehlerej = g P3
x0=2,71= 15 z,= 14166..., z3= 1414215... z,= 141421356....
e1=0085..., e=00024..<¢e? e3=2 10°<es

Rashe Konvergenz:Fehler nimrBt_quadratism ab;

fur jeden Startwert o > 0 gilt ~ 2 < w3 < T2 < x1 (Monoton).
Satz 2.3 (Konvergenz) Fur dasHeron{Verfahren gilt
a Tnya  xn, n=12 ... und nIiLnooxn=p5.
y —
Beweis: 1. Elemertar [¥]. 1 =X/ y=1x+2)

2. Fixpunktsatz (Satz 2.1): il c S
f(x)=22 a=0, :—f :

= p(@) = Lo+ 2)

p_ Xo x*X2 X1 Xo X
wahIBI = [IO a,l):

g(mg)n;tona }) Abbildung in sic.

PY)=30 5.0 @ 3
d.h. kontrahierende Abbildung
mit L = 5 und monotoneKonvergenz. O

Satz 2.4 (Fehler) Fur die Heron{Folgef z,gn>; gilt:

a/xn P xn  (Pinschlie ung),
— 1 —
Tn P a —p— (rn_1 P a)®> (quadratische Konvergenz).
a

2
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Praktische Durchfiihrung des

2 NICHTLINEARE GLEICHUNGEN

Heron—Verfahrens

Wurzelfunktion auf Tashenretiner/Computer beredinen?

Heron: Bei gutem Startwert gereigenwe
Anfangsappoximation feir den Startwert

nigelterationssdritte.
xo-

Approximation der Wurzelfunktion durch einfadhe Funktion:

Einschrankung auf Intervall [155, 1) (
Z,

dh.a=¢ 1™, ¢2 [ﬁ),l), m 2

Lineare Approximation:
Kurvenstick \b estmeglich”
durch eine Geradeersetzen,
ergibt daslineare Polynom
161

880
PKoo

pla) = fz+

Fehler: kP - 0.09205=: 4.

Heron{V erfahren fur P £ €2 [ﬁ),

Startwert x := p(¢),

xn+1 .

Pe

Heron zn, yn ==

Einschlie ung yn

Iterationsfehler

e Peienn

Tn
beadthte

0% 107 = {

aber K, wadst an
z.B. K3 125 K,

10°8
1016
1032

£= 166
625 Ks

\Mittelparallele™;

xn (n

ezimalsys
a= 10"

gezmalsysig)

1);

Xn+VYn

2 1

1),

Maximaler FehIerdesStartwertesjpE p(&)] 9,

1 .
(F7) 10067
= Knp

n
jro &7
= 2"

———

TRRTIT
SN

S 33

p

€= 1,

3125.

Kn

(%)

Fazit: Esgeregen4 { 5 Iterationssdiritte, um eine Genauigleit
von 10710 bis 1018 zu erreichen.

Beispiel: Eere(hnu
17=10 017,
2o = p(0.17)= 0.337. ... 4, = 0.421..

gon " 1

0.17= 0412310563...
L xp= 0412392... 23 = 04123105/0...
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Newton—Verfahren und Regula falsi

Gayelen: f:1=1[a,b]! IR (zweimal) stetig di erenzierbar
Problem Au esungder Gleichung f(z) = O (Nullstellen)

y
A/\/\ /\/\y:f(x)

L

X

Fixpunktproblem (aquivalert): x = o(x)
Fixpunktsatz ausretzen (vgl. Satze 2.1 und 2.2)
Iterationsvorsdrift + Fehlerstiranken + Stabilit at;
Aufwand hangt von der Kontraktionszahl L ab.

Voraussetzungy 2 CY(I)

Prefe o(I) Tundj¢'(x)j L<1 farallex?2 I,

ewertuell 7 verkleinern! UmgebungU(z*) ! lokale Konvergenz
Newton—Verfahren

o(r) = ff,(&)), f'(x) 80 Y
Geometrische Interpretation (Tangene in z,)
f(x) durch linearesTaylor{P olynom approximieren

2
f@) = flan) + (x @) /() + 552 L 1(9).

=p(x)
Lesungvon p(x) = 0 ist die neueNaherungxp+; .

VY= f(x)

\

Newton—Iteration zp+1 = zj ff,(();’;)), n=0,12 ..., Startwert xq

Lokale Konvergenz

Voraussetzungz* Nullstelle von f(z), f'(x) 6 0in UmgebungU(z*),
d.h. f monotonund f besitzt einfadie Nullstelle z*.

Behauptung Dann gibt esein Intervall D U(x*), wo das Newton{Verfahren

konvergiert.

£ (x)f "/(x) .
F700)2 L <1 furallex 2 D;

¢'(x*) =0 ) ¢ kontrahierend in U(z*) und (D) D.

Kontraktionsbedingung: j¢©'(z)j =

Satz 2.5 (Lokale Konvergenz) Die Funktion f : I ! IR sei zweimal stetig
di er enzierlar und z* sei einfache Nullstelle von f(x). Das Newton{Verfahren
konvegiert gagenz*, falls der Startwert o nahe genugbei z* liegt.

Quadratische Konvergenz: Fehlerje,j cjen_1j®> (n 1)
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Varianten

Primitives Newton—Verfahren Yi
Ableitung nicht in jedem Sdritt auswerten:
T+l 1= Tn :,(();”O)), P'(x) =1 ff,/((xxo)).
Konvergenz:j¢'(x)j L <1,

z.B. f streng monoton wachsend. 23222120 X

Sekantenverfahren (Zweisdrittv erfahren)

Idee: Kurve durch Selante approximieren,
(Di erenzenquotient statt Ableitung):

f/(xn) — f(l'n) f(xn—l) + gf”(ﬁ)

Tn  Tn-1

Startwerte xg, 1
Vorsdrift xpe1 = o(xn, 2n-1) (n=1,2,..))

Xn—Xn-1

= In f(xn)f(xn)ff Xn 1)

1 Funktionsausvertung; lokale Konvergenz;
etwas langsamerals das Newton{Verfahren;

Fehler znyy  2* = 3(a*  p)(a* xn,l)ffl/l((:))

jen+1]  Kjenjien—1) ) Konvergenzordmng 1.6 (sieheunten).

Bisektionsverfahren

Intervallschadchtelung, keine Fixpunktiteration

Vorschrift: Interval{F olge f [ax, bk]g,~, bzw. Folgef {Gk>o:
flax) f(b) <0, dannwahle & := 3(ax + by);

falls f(&) =0 (jf(&)] ¢), dannfertig, y = f(x)
falls f(ak) f(&k) <O, setzeax+1 = ak ,bk+1 = &k,
f&)f(b) <0, setzeaxsr = &k ,bker = bk /
(evtl. beide Meglichkeiten: Verzweigung). K
Fehlerabsbatzung (Halbierung desFehlers): y ' B =

i 2 Ak ak) = mer(bo  ao),
globale Konvergenz!
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Praktische Durchfiihrung des Newton—Verfahrens

Aufgabe: Gegelenseif 2 C?[a,b], f(a)f(b) < O.
Beredine eine Nullstelle z* (bzw. alle reellenNullstellen, die
betragsgm te, {kleinste, gre te Nullstelle) von f in [a, b]
mit einer Genauigleit jz, 2*j ¢ (z.B.e=10"* 1079).

Mehrstufiges Verfahren: Lokalisierung! Startwert ! Newton{Verfahren

Lokalisierung
Auswertung der Funktion in Gitterpunkten,

Teilintervalle [z, zj+1] mit f(z;) f(zj+1) <O,
Kriterien fur Polynome.

Startwert: Bisektionsverfahen

Beredine Folge f &c0k>o;
wahle zo = &, M festvorgegelenoderjby amj 9.

Newton—Verfahren

Startwert: o = &u (& \nahe gerug” bei z*)
Newton{Folge: frnOnso ! quadratishe Konvergenz
Konvergenz{Abfragen: =z, 2 [am,bm] und jz, n_1 <]on_1 Tn_2j
ggf. zureck zum Bisektions\werfahren
Abbrechkriterien: n = N Zahl der Iterationen vorgeken

|Xn —1—Xn \
[Xn —2—Xn |

*

jrn ¥ ﬁjxn Tn_1) mMit L
jen  wn—a)  Ex oder jf(xn)] Ej

Mittelwertsatz: jon 2= ‘% Loe jf@i C
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Die Konvergenzgeschwindigkeit
Vergleid vershiedenerlterationsverfahren . = ¢(z,), n=0,1,2,...
Fehler jxnyy 2% Ljxzn 2% (L <1) ! lineare Konvergenz
Allgemein  jzpa 2% cp(jzn 27))® ! Konvergenzordming p
Definition: Ein Iterationsverfahrenz,.; = o(x,) besitzt mindestensdie
Konvergenzodnung p (p 2 IR), falls fur den Fehlere, := jz, z*] gilt:
e+l _ it c<1l fur p=1,

n—oo (e,)P c<1l fur p>1
Bisektionsverfahren (keine Fixpunktiteration) ! lineare Konvergenz
Intervall{F olge f [ax, b]g, 5o Mit b1 @i (b ).

Satz 2.6 Die Iterationsfunktion ¢ : I'! IR sei2{mal stetig di er enziertar und
es gelte o(z*) = z* und ¢'(«*) = 0, dann besitzt das Iterationsverfahen die
Konvergenzodnung 2.

Beweis: Taylor xp: = o(zn) = o(z*) +(xn %) gp’(x*)+%(xn *)20" (&)
—— ——

=X =0
liefert  zpi 2" = I(zn  2)29"(&0). =
—_——— ~——
€n+1 =é€n
Zusammenfassung

p=1 lineare Konvergenz(Wunsdt L = %)

(alle Fixpunktiterationen sind mindestenslinear konvergert)
p= 2 quadratisthe Konvergenzz. B. Newton (aber nur lokal konvergen)
p= 16 Selantenverfahren

Konvergenzbeschleunigung

Relaxation: Entspannung, Milderung, Erleichterung!

Iterationsverfahren z,.1 = ¢(z,) liefert konvergene Folgef z,0,>0;
bilde neueFolgef y,0,>0 durch Transformation (ohne zusatzliche
Funktionsausvertungen) mit rascerer Konvergenz.

Aitken—Transformierte: x,,xn+1,Tne2 ! vn

2
_ (zn) _
Un = Tn T n=07212...,
Tn
mit Di er enzen
Tn = Tp+1 Tn,
2 2 2
( 2n)® = ZTher  2nTpa + oy,
2 — —
Tn .= Tn+1 Tn = Tn+2 2rn41 T T

Idee: In ersterNaherung:xn+1 "= Lz, %), xpse2 2" = Lxnsr %)
Au esungdieserGleichungenfur die Unbekannten z* und L nac z* liefert
die Aitk en{Vorsdrift (unabhangigvon der Iterationsvorsarift).
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A°—Prozess von Aitken: Durchfiihrung fiir Fixpunktiteration

Startwert 9o := yo.0 = o,

beretine die Folge f#,9, 0 mit der Vorsdrift

Yo = Dny YUnit = @(Yno),  Uniz 1= @(Ynia),
Ry
Dn+1 = Ynoo ( %/;no()) )
Yn:0 = Yn;1  Yn:0, 2?/n;0 = Un Un; 0,

Dn+1 ISt \b esser"als y,.o, daher 9,.; neuerStartwert der Iteration.

Beispielblatt: Konvergenzbeschleunigung mit Aitken
as 1

° j;,cosr(j)

Bestleunigungder Folgeder Partialsummenf z,0,>0

n Tn UYn Zn

1.0000000 2.0986844 2.0711234

1.6480543 2.072 4491 2.0711213

1.9138565 2.0711872

2.0131844 2.0711246

2.0498034 2.0711215

2.0632787 2.0711213

2.068 2362

2.070 0600

Unendliche Reihe

- NO Ok WDN PP O

16 2.0711213
Fixpunktiteration x4 (=™, n=0,12 ...

Besthleunigung der Folgeder Iterierten f z,0n>0

n

Tn

Un

fh

~No ok~ WNEO

8

0.5500000
0.576 9498
0.56l1 6087
0.570 2908
0.56 3609
0.56 1550
0.5 5697
0.5674686

0.5671737
0.5671531
0.5671464
0.5671443
0.567143%
0.567143#

0.56714329

0.5671737
0.567143744
0.56714329(0
0.5671432904

(Die unterstrichenenZi ern sind korrekt.)
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Nichtlineares Gleichungssystem

fl(.iCl, e ,.I‘n)
F(x) = : =0
fn(xl, “ .. ,xn)
F: D! IR",D IR", Jacobi{Matrix .J.
Gesutit: Lesungbzw. Nullstelle z* = (z3,...,z})7

Fixpunktgleichung z = ¢(z), o: D! R", D IR"

Banachscher Fixpunktsatz im IR"

Satz 2.1 gilt entsprechend im IR" versehenmit Norm jj jj unter der Voraus{
setzung,dassD IR" abgeshlossen,p(D) D und ¢ kontrahierend.

Daxz = (x1,...,2,)", wird die lteration in der Form z({ * := »(2()) gesbrieben.
Die Fehlerwerdenin der Norm e() := jjz{ )  z*jj gemessen.

N() seieinevertragliche Matrix{Norm zujj jj (vgl. x3).
Seip stetig di erenzierbar, J bzw. J= bezeitine die Jacobi{Matrix

@ @1
@(1 @(n
J = P, und Jg ertsprechend
@n @n
@l @n

Dann ist ¢ kontrahierend, falls N(J- (x)) L <1furallez?2 D.
Newton—Verfahren

Startwert z©@: (D = 2O f (2 )g ' F@E)), v=0,1,2,...
Beredinung der Folgefz( )g o uber linearesGleichungssystem

A = 04 0 Oy = R,

Satz 2.7 Sei F' 2{mal stetig di er enzierlar und det Jg (z*) 6 0.
Dann konvegiert das Newton{Verfahren lokal gegen x*.

Beweisidee: Banathsder Fixpunktsatz fur IR",jj jj in lokaler Variante:
Wahle kompakte UmgebungU (z*), in der Jg (x) invertierbar ist; erste
und zweite partielle Ableitungen von F' sind bestirankt in U(x*); also
o(x) = = JzX(x)F(z); esexistiert kompakte Kugel K, (z*)  U(x*),
sadassdort ¢ Abbildung in sich und kontrahierend ist. O



