Aufgabe 1: Gegeben sei die Funktion g(z) = § — 122 + 423

(a) Zeigen Sie, dass g(z) im Intervall [0,1] genau einen Fixpunkt z* besitzt und dass die
Fixpunktiteration z,+1 = g(z,) fiir jeden Startwert zo € [0, 1] gegen z* konvergiert.

(b) Ausgehend vom Startwert xg = 0 liefert das Iterationsverfahren x,+; = g(x,) die Nahe-
rungen xo = 0.4427 und x3 = 0.4546. Schétzen Sie den Abstand von zs zum Fixpunkt z*
sowohl mit der a-priori als auch mit der a-posteriori Formel ab.

(c) Formulieren Sie das Newton-Verfahren zur Berechnung von = = g(z) und berechnen Sie
ausgehend vom Startwert xg = 0 einen Newtonschritt.

Aufgabe 2: Gegeben sei

6 —2 1 2
A= -3 4 0 und b = —1
0 -1 2 13

(a) Zeigen Sie, dass das Gesamtschrittverfahren zur Losung des linearen Gleichungssystems
Az = b fiir einen beliebigen Startvektor (9 € R3 konvergiert.

(b) Berechnen Sie ausgehend vom Startvektor z(%) = (0,1,—2)7 einen Schritt des Gesamt-
schrittverfahrens zur Losung des linearen Gleichungssystems Az = b.

(c) Zeigen Sie die Abschétzung

k—1
|2®) — z)|o < 27 (i) :

Aufgabe 3:

(a) Gegeben seien die Matrix A und der Vektor b aus Aufgabe 2. Berechnen Sie die LR~
Zerlegung der Matrix A und I6sen Sie damit das lineare Gleichungssystem Ax = b.

(b) Wie wirkt sich bei der Losung eines linearen Gleichungssystems Ax = b eine Stérung Ab
der rechten Seite b auf den relativen Fehler der Losung x aus?

Aufgabe 4: Gegeben sei das Polynom p(z) = 223 + 22 — 4.

(a) Bestimmen Sie mit Hilfe des Satzes von Gerschgorin einen Kreis um 0, in dem alle Null-
stellen von p(x) liegen.

(b) Verwenden Sie den Satz von Sturm, um die Anzahl der Nullstellen von p(z) in den Inter-
vallen [—2,—1/2], [-1/2,1/2] und [1/2,2] zu bestimmen.



Aufgabe 5:

(a) Gegeben sei die Funktion f(z) = z — cos?(mz).

Berechnen Sie das Interpolationspolynom ps zu f beziiglich zg = —1, 21 = —1, 29 = % und

27
x3 = 1 in Newton-Gestalt. Zeigen Sie, dass gilt

1 4
- < —7xt
e [f(@) = (@)l < T

Hinweis: cos?(z) — sin?(z) = cos(2z).

(b) Geben Sie die Definition eines kubischen Splines an. Welche Arten von Randvorgaben
kénnen sinnvoll vorgegeben werden? Welche der Funktionen s; : [0,2] — R (i = 1,2,3)
sind kubische Splines beziiglich des Gitters A := {0,1,2}? Begriinden Sie Ihre Antwort.

(z) = —6z+32z2 0<z<1
SIWIZY —1-382+42% 1<2<2

so(z) =2t —z

s3(@) = [z — 1

Aufgabe 6:
(a) Von einer Funktion f € C([0,4]) seien folgende Funktionswerte gegeben:

FO) =5 () =17 @) =5, f(3) =5 f(4) =5

Berechnen Sie mit Hilfe dieser Funktionswerte das Romberg-Schema fiir das Integral
4
I= / f(z)dx.
0

(b) Bestimmen Sie eine Quadraturformel mit den Knoten z; = 0,29 = %, 3 =1 und x4 = 2
und dem Exaktheitsgrad 3 zur ndherungsweisen Berechnung von I = f02 f(z)dz.

Aufgabe 7:

(a) Bestimmen Sie die Fourierreihe zu der 2m-periodischen Funktion f, welche auf [0,27)

gegeben ist durch
1 0<z<m
f(x)_{() T <x<2m

(b) Gegeben seien die Bézier-Punkte (0,0), (%,1) , (%,2),(1,1). Bestimmen Sie die Bézier-
Darstellung des Polynoms p(x) zu den Bézier-Punkten und geben Sie die Definition der
zugehorigen Bernstein-Grundpolynome an. Berechnen Sie p (%) mit dem Algorithmus von
de Casteljau und skizzieren Sie den Graph des Polynoms sowie das Bézier-Polygon fiir
x € [0,1] in einem Schaubild.



Losung zur Klausur vom 21. Juli 2005

1.3

Aufgabe 1: Gegeben sei die Funktion g(z) = % — ixQ + 5777

[\

(a) Zeigen Sie, dass g(x) im Intervall [0, 1] genau einen Fixpunkt «* besitzt und dass die Fixpunktiteration x,, 41 =
g(xy,) fiir jeden Startwert xy € [0, 1] gegen x* konvergiert.

(b) Ausgehend vom Startwert xg = 0 liefert das Iterationsverfahren x,11 = g(z,) die Ndherungen zo = 0.4427
und z3 = 0.4546. Schitzen Sie den Abstan d von x3 zum Fixpunkt x* sowohl mit der a-priori als auch mit der
a-posteriori Formel ab.

(¢) Formulieren Sie das Newton-Verfahren zur Berechnung von 2 = g(x) und berechnen Sie ausgehend vom Startwert
zo = 0 einen Newtonschritt.

Losung:
(a) Zu zeigen: Voraussetzunge des BFPS 1/2

(1) I =10,1] abgeschlossen
(2) g Abb. in sich: g(I) C I: Bestimme Maxima/Minima von g:

1 1 | 1 1 |
"2)=—=a+ -2 = —z|-14=z| = = =
g'(z) = 2:c+8:c 0¢2z[ 1+4x} O=z=0o0derx=4¢1
1 1 1 1 12—-6+1 7
90) =5, 9\ =5 -1+ = 55 = m;
7 1
0<5;=91)<g(0)=5=<1=g(I)CI 1/2
(3) g Kontraktion, d.h. [g(z) — g(y)| < L|x —yl|, L € (0,1): Da g diffbar gilt L = max,¢o,1) |¢' ()]
max |¢'(z)] = max —lac—i— 1302 _1 max_|2? — 4z
z€0,1] zel0,1]| 2 8 8 z€0,1]
2? — 4z = (x — 2)? — 4 ist eine nach oben offene Parabel mit Scheitelpunkt (2, —4),
1 3
‘@)=l =<1*-4-1===1L 1
= max |g'(@)] = lg'(1)] = 5] =3

= Bed. des BFPS sind erfiillt, x,,11 = g(x,,) konv. fiir jeden Startwert z¢ € I gegen Fixpunkt z* € [0, 1].

(b) a-priori Fehlerabschitzung: |z, — 2*| < &7 |z — 2ol: 1/2].

3)% 11 27
S P R

3
1-3%
a-posteriori Fehlerabschéitzung: |z, — 2| < £ |z, — 2,1 1/2

1
Mit 1 = g(z0) = 5 folgt |xg — x| <

3
5 3

= |zz —2*| < 1% |0.4546 — 0.4427| = £ - 0.0119 1/2
-3

(¢) Umformung des Fixpunktproblems g(z) = 2 in ein Nullstellenproblem f(x) = 0:

1 1 1 !
x=g(x)= f(x) ::g(x)fx:57x71x2+24x3:0
1_ 1,24 1.3
Tn41 Tn fl(xn) = dn — - n 14xn—’—124éxn 1/2
f (In) -1 2$n+ 3Tn
(o) ; 1
=10 — =0- 2% == 1/2
m=m- G =03 /



Aufgabe 2: Gegeben sei

6 —2 1 2
A= -3 4 0 und b = -1
0o -1 2 13

(a) Zeigen Sie, dass das Gesamtschrittverfahren zur Losung des linearen Gleichungssystems Az = b fiir einen belie-
bigen Startvektor z(?) € R? konvergiert.

(b) Berechnen Sie ausgehend vom Startvektor z(®) = (0,1,-2)T einen Schritt des Gesamtschrittverfahrens zur
Losung des linearen Gleichungssystems Az = b.

3 k—1
2 — 2] < 27 <Z) .

(c) Zeigen Sie die Abschitzung

Lésung:

(a) GSV konvergiert nach Satz 3.3, falls das Zeilen- oder Spaltensummenkriterium erfiillt ist. Oder auch, falls die
Matrixnorm der Iterationsmatrix < 1 ist.
Zeilensummenkriterium:

6] =6 >3=]—2|+|1]

4| =4>3=]|—- 3|+ 0|

2| =2>1=10]+|—1]
Matrixnorm

1 131 3
Nz(Tesv) = L
z(Tasv) max{?) 6’4’2} 1°

GSV i 2" = Toeya™ + gasy 1/2
: 0 -2 1 0 5 —¢
—1 1 3
Tesv =-D (L+U) =~ 1 =3 0 0 f={7§ 0 0 1/2
1 0 -1 0 01 0
: 2\ [
_plp— 1 _ i
gGgsv = Db = 7 L —1 = *1§ 1/2
3 13 Bl
0 &+ —¢ 0 % 1
2V =Toova® +gasv = 2 0 0 L]+ 4T i 1/2
0 5 0 -2 L 7
(c) a-priori-Fehlerabschéitzung: [|[2*) — 2o < 7|z — 20| 1/2
mit L = Nz(Tgsy) (Nz zu || - || vertrigliche Matrixnorm)
: 1 3] |11 _ 3
- - B -
3\ K 1 0 k 1 k—1
g 3% -4 3
= ||m(k) — 2] < 1(4)3 7% _ 1 =T *% = (Z) 27 1/2
i 7 -2 /| 9 /.



Aufgabe 3:

(a) Gegeben seien die Matrix A und der Vektor b aus Aufgabe 2. Berechnen Sie die LR-Zerlegung der Matrix A und
16sen Sie damit das lineare Gleichungssystem Ax = b.

(b) Wie wirkt sich bei der Losung eines linearen Gleichungssystems Az = b eine Stérung Ab der rechten Seite b auf

den relativen Fehler der Losung x aus?
Losung:

(a) LR-Zerlegung mit Gauf-Algorithmus:

6 -2 1 6 -2 1 6 -2 1
-3 4 0 2Z=2Z+1/2-1Z = -1 3 1 = -3 3 3
_ _ _ . — 1y 13
0 -1 2 0| -1 2 3.2.=37.+1/3-2.7. 0o -1 B
1 00 6 —2 1
L= - 10 12 R={0 3 y 1/2
0 -3 1 0o o0 ¥
Axr =b< LRx =bund y := Rx
(1) Lose Ly =
1 00| 2 y=2
-3 1 0j-1 3=0 1/2
0 —% 1|13 y3=13
(2) Lose Rz =y
6 —2 1 =1
0 3 é 0 2p=-1 1/2

Alx + Ax) = (b+ Ab), Az =b= AAx =b
= || Azl = AT Ab] < N(ATH||Ab]

[[ol]
[bl] = [[Az|| < N(A)|]| = NOE |z
Insgesamt folgt: M < N(A)N(A_l)—|||Ab|b” = Cond(A)_”|Ab|b”
T



Aufgabe 4: Gegeben sei das Polynom p(z) = 223 + 22 — 4.

(a) Bestimmen Sie mit Hilfe des Satzes von Gerschgorin einen Kreis um 0, in dem alle Nullstellen von p(x) liegen.

(b) Verwenden Sie den Satz von Sturm, um die Anzahl der Nullstellen von p(z) in den Intervallen [—-2,—1/2],
[—-1/2,1/2] und [1/2,2] zu bestimmen.

Lésung:
(a) Gerschgorin: Nullstellen z1, ..., z, von p(z) = 2™ + a,_12" 1 + -+ 4 ag liegen im Kreis K(0,7) mit
n—1
r < max{ 1, Z ;]
7=0
r <max{|ag|, 1+ |a1],..., 1+ |an-1]}
= Normiere Polynom p : 2% + z — 2 1/2
r <max{l,[1|+]|—2|} =3 1/2
r <max{| —2[,1+[1],14+ 0]} =2 1/2
Alle Nullstellen von p(x) liegen in K(0,2). 1/2
(b) p(z) = 22% + 22 — 4 =: po(x) und p'(x) = 622 + 2 = py(z) := 32% + 1 1/2

Bilde Sturmsche Kette mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus:

po(@) : pr(x) : <2w3+2x—4):(3x2+1):§x

2
—(2303—1—530)
4 4
5174:>p2(x) ::f§x+4 1/2
4 9 27
pi(x) :pa(z) . (322 +1): (_5 +4):_Zx_Z
—(32% — 92)
9z + 1
— (92 — 27)
28 = ps(x) :== —28 1/2
x | po(x) | p1(x) | p2(x) | ps3(x) | VZW
2 — | + | + | - 2
-3 - + + - 2 1/2
3| - + + — 2
2 + | + | + | - 1

= Keine Nullstellen in [-2, —1] und [—3, 1] und eine Nullstelle in [$,2] |1/2].



Aufgabe 5:

(a) Gegeben sei die Funktion f(z) = x — cos?(rx).
Berechnen Sie das Interpolationspolynom ps zu f beziiglich xp = —1,z; = —%, To = % und xz = 1 in Newton-

Gestalt. Zeigen Sie, dass gilt

- <
Jax [F(@) = ps(@)] <

Hinweis: cos?(z) — sin®(x) = cos(2x).
(b) Geben Sie die Definition eines kubischen Splines an. Welche Arten von Randvorgaben kénnen sinnvoll vorgegeben

werden? Welche der Funktionen s; : [0,2] — R (i = 1,2,3) sind kubische Splines beziiglich des Gitters A :=
{0,1,2}? Begriinden Sie Thre Antwort.

B —6zx+322 0<z<l1
)= 1 Zgptad 1<a<2
32(x)=x4—x

s3(2) = |z — 1
Losung:

(a) Berechnung der dividierten Differenzen fiir die Newton-Darstellung:

z f(x)
o =—1 | [vg] = =1 —cos?(—7) = -2 =qp
\ _%+2 *3*041
22 3=
_ 1 1o (x) — 1 S Tt No1-3 _ 4 _
Ty = —3 [1'1] - 2 COS ( 2) ) \ 141 / %4‘1 = -3 = Q2 \ ays
o =l N o1 =0=
1 1 202 —1-1 4
zo =1 | [z —5—(:052 (g) =1 ol ) =3
e I
r3=1 |[r3] =1—cos?(7) =0

2) = Zakwk(x) =2 1+3w(z) - %WQ(JJ) +0-ws(x) =—-2+3(x+1)— %(er 1) <x+ %) 1/2

42+ +1
=—-a"+x+
3 3

Nach der Restgliedformel von Cauchy folgt:

1
£+
xg[l}fl]lf(x) p3(z)] < R 11]I (2 )ng[l_affl] |w ()]

Bestimmung des Maximums von f*)(z):

fl(z
f(
(
(

1+ 27 cos(mz) sin(mz)

or[—msin?(mz) + 7 cos? (mx)] = 2m% cos(2m)

) =
) =

r) = —4m3sin(27)
) = =87 cos(2mx)
| =

L

T

f(3)

4)1,

= max [f®(z)

Bestimmung des Maximums von w(z):

w(z) = (z +1) (w%) (z%) (@ —1)= (% —1) (ﬁ%)ﬁ%xui



Bestimme Ableitung von w(x) und setze diese Null, um Maxima/Minima zu finden:

. 1 5 9

damit w(—1) = w(l) = 0,w(0) = Z’w <;|: =l BT

max (@) = max |of - 2?4 1| = [w(0) = © 1/2
ze[—1,1] ze[—1,1] 4 4

Damit folgt insgesamt:

11,
- 1/2
112" /

(b) Definition: s : [a,b] — R heifit kubischer Spline beziiglich des Gitters A = {a = o,

1 4
e |f(z) = ps(a)| < 77 - 87

ey In = b}, faHS gllt
(1) 5|[Ij717$]‘] € Ps, j=1...,n
(2)  s€C%([wo,an]) 1/2

Sinnvolle Randvorgaben sind:

@ o) s o=t
(b) S”(xo) _ s”(:cn) -0 1/2
o si(z) @ s1fj,1) und s[j,9) € Ps

51(1)“071] =—6 + 3=-3

—1-3+1=s1(1)|j1 9
si(D)|p=-6+6-1=0=-3+3-1>=5\(1)|1

sT(Dljo,) =6 = s7(1)]2
sa(x) : ¢ Ps = kein kubischer Spline 1/2

o s3(x):

nicht differenzierbar fiir x = 1, deshalb kein kubischer Spline 1/2



Aufgabe 6:

(a) Von einer Funktion f € C([0,4]) seien folgende Funktionswerte gegeben:

FO) =5 () =1.f ()= 2,/ (3) =~ f(4) =5

Berechnen Sie mit Hilfe dieser Funktionswerte das Romberg-Schema fiir das Integ ral
4
I= / f(x)dz.
0

(b) Bestimmen Sie eine Quadraturformel mit den Knoten 21 = 0, 25 = %, rs = 1 und x4 = 2 und dem Exaktheitsgrad

3 zur niherungsweisen Berechnung von I = f02 f(z)dx.
Losung:

(a) Romberg-Schema:

on
. 4me7 n - Tmf n
71(),71 = hnz f(a +]hn); Tm,n = 14’m+1_ 1 L
7=0

Es sind 5 Funktionswerte gegeben: a =0, b =4, h,, = b2—na n=20,1,2.

To,oho<%f(0)+%f(4)>4<%~5%-5)O

Tor = by <1f(0)+f(2)+%f(4)) 2(%5%%.5) ~ 3

2
1 1 1 3 11 1
To2=ha| =f(0 1 2 3 -f4))=1{--5+1-=-————- 5| =—-6
e = (G104 £+ £2)+16)+ 31@) =1 (55 +1-5 -5 - 55)
To,i e Ty, = S
—1/3
To0 = AN
4/3
To1 = —3 ey Tio=—4 115
N N
4/3 16/15
Ty = —6 45, Ty =—7 S/ Too=15 T8 =15(1-28)= -4 =-%
(b) Eine QF besitzt Exaktheitsgrad 3 <= ffp(:c)d:c = Z?zl wip(xj) VpePs 1/2
pEP: plx) =a+br+ ca? + da?
2 3 LA
= / p(x)dx = 2a + 2b+ §C+ 4d = ijp(xj)
0 =
1 1 1
=wia+ wo a+§b+1c+§d +ws(a+b+c+d) +ws(a+2b+4c+ 8d) 1/2
Lose LGS fiir die w}s:
1 1 1 112 1 1 1 1|2 1 11 1] 2 1 1 1 1] 2
pol2lz 41202 12 404 1244
g 14 8 é 3 % 1 6| 1 6|
i4 1
11 8|4 I 110 & 4] %
1 4 1
:w4:§7w3:§7w2_07w1_§



Aufgabe 7:
(a) Bestimmen Sie die Fourierreihe zu der 2m-periodischen Funktion f, welche auf [0, 27) gegeben ist durch
1 0<z<n
f(ac)—{ 0 m<ux<2m.

(b) Gegeben seien die Bézier-Punkte (0, 0), (%, 1) , (%, 2) ,(1,1). Bestimmen Sie die Bézier-Darstellung des Polynoms
p(x) zu den Bézier-Punkten und geben Sie die Definition der zugehérigen Bernstein-Grundpolynome an. Be-
rechnen Sie p (%) mit dem Algorithmus von de Casteljau und skizzieren Sie den Graph des Polynoms sowie das
Bézier-Polygon fiir = € [0, 1] in einem Schaubild.

Losung:

(a) Y AL -
kang;alcosl:chﬂlSlnlfC 1/2

1 2
d() = —/ f(I)dCE =1
T Jo

™

27 T .
&l:l f(:c)cosla:da::l/ cosl:::d::::l sin L =0 1/2
T Jo T Jo T 1,
N 1 /% 1 /7 1 coslx|™ 1
=— i =— i == = ——[(-1) =1 1/2
G = f(z) sinlzdx WA sin lzdx T, lw[( ) ] /
b1
. 0
Fk~1+;E[1—(—1)]smlm 1/2
(b) 2
p(ac) = Zﬁlbﬁ;(.ﬁ) 1/2
i=0
mit Bp =0,81 =1,02=2,083 =1 1/2

und b3 (z) = ( Z:’ ) (1 —2)3 1/2

Schema von de Casteljau zur Berechnung von p (%)

Bo=0
PIEEN
_ — 2
2] s =1 PR RN 5 _ (0
] 6a" °o° 62 _ 2 / 3 \ E / 27 3
1,5: >°°° \\ % / 9
] By =1 /

0,51

Abbildung 1: Polynom p liegt in der konvexen Hiille der Bezier-Punkte



