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Hinweise:

1. Zugelassen zur Klausur sind alle Studierenden, die im Ubungsbetrieb des SS 04
mindestens 20 Punkte erreicht haben.

2. Hilfsmittel wie Skripten, Vorlesungsmitschriften, Biicher, Taschenrechner, etc. sind
nicht erlaubt.

3. Verwenden Sie bitte fiir jede Aufgabe ein neues Blatt, und versehen Sie es mit
Ihrem Namen und Threr Matrikelnummer.

4. Bitte legen Sie Ihren Studierendenausweis bereit.
5. Die Bearbeitungszeit betragt 120 Minuten.

6. Zum Bestehen der Klausur sind 14 Punkte hinreichend.



Aufgabe 1:
L : _ 1,12 1.3
Gegeben sei die Funktion g(x) = 5 + §2° + 52°.
(a) Zeigen Sie, dass g(z) im Intervall [0,1] genau einen Fixpunkt z* besitzt und dass die
Fixpunktiteration x,41 = g(z,) fiir jeden Startwert z¢ € [0, 1] gegen x* konvergiert.

(b) Ausgehend vom Startwert xg = 0 liefert das Iterationsverfahren z,; = g(x,) die Nihe-
rungen z4 = 0.5619 und x5 = 0.5625.
Schitzen Sie den Abstand von x5 zum Fixpunkt z* sowohl mit der a-priori als auch mit
der a-posteriori Formel ab.

(c) Formulieren Sie das Newton-Verfahren zur Berechnung einer Nullstelle von g.

Aufgabe 2:
Gegeben sei
4 0 2 4
A=12 2 1 und b= | 4
1 1 4 6

(a) Zeigen Sie, dass das Einzelschrittverfahren zur Losung des linearen Gleichungssystems
Az = b fiir einen beliebigen Startvektor z(9) € R? konvergiert.

(b) Ausgehend vom Startvektor z(®) = (0,1,2)7 soll das Einzelschrittverfahren zur Lésung
des LGS Ax = b eingesetzt werden.

Zeigen Sie, dass gilt: [l2) — o0 < -

(c) Berechnen Sie die LR-Zerlegung der Matrix A und 16sen Sie damit das LGS Az = b.

Aufgabe 3:

2
(a) Zur Berechnung des Integrals I = / g(z) dx soll eine Quadraturformel mit den Knoten

x1 =0, 29 = 1 und x3 = 2 verwendet werden.
Bestimmen Sie die Gewichte w1, wo und wg, sodass die Quadraturformel den Exaktheits-
grad m = 2 besitzt.

(b) Von einer Funktion f € C?([—1,1]) seien folgende Funktionswerte gegeben:

FD =2 f5)=-1, [0)=2 [(;)=1 wd f(1)=2

1

Néhern Sie das Integral I = / f(x)dx mit der zusammengesetzten Trapezregel unter
-1

Verwendung aller gegebenen Funktionswerte an.

Schiitzen Sie unter der Voraussetzung |f”(z)| < 12 (x € [—1,1]) den Fehler ab.



Aufgabe 4:
Gegeben sei das Polynom p(z) = 22% — 622 — 122 + 12.

(a) Entwickeln Sie p(z) nach Potenzen von (z — 2) mit Hilfe des vollstéindigen Hornerschemas
und lesen Sie aus dem Schema p”’(2) ab.

(b) Zeigen Sie, dass die Nullstellen von p(x) betragsméBig kleiner gleich 7 sind.

(c) Verwenden Sie den Satz von Sturm, um die Anzahl der Nullstellen von p(z) in den Inter-
vallen [—1,0] und [0, 1] zu bestimmen.

Aufgabe 5:

(a) Zeigen Sie mit Hilfe der Lagrange-Grundpolynome die Existenz eines Interpolationspoly-

noms p, € P, zu einer Funktion f beziiglich der Knoten xg, ..., z,.
(b) Berechnen Sie das Interpolationspolynom p3 zur Funktion f = sin(wz) beziiglich xg = —%,
1 =0, z9 = %, x3 = 1 in Newton-Gestalt und zeigen Sie, dass gilt

3
3&611[1_&?1] |f(z) —p3(z)] < 337

(¢) Geben Sie die Definition der Tschebyscheff-Polynome an und beweisen Sie die dreigliedrige
Rekursionsformel.
(Hinweis: cos(x &+ y) = cosx cosy F sinx siny)

Aufgabe 6:

(a) Welche der folgenden Funktionen s; : [-1,1] — R (i = 1,2,3) sind kubische Splines
beziiglich des Gitters A = {—1,0,1}7 Begriinden Sie Thre Antwort.
s1(z) = 2% — 23,
sa(z) = 2% + ]2,
5a(z) = w3 +2% xe-1,0]
BTN 2t a2, e (0,1).
(b) Gegeben sei das Polynom p(z) = 1 + 3z — 322 — 9z3.
Bestimmen Sie die Bézier-Darstellung fiir p(x).

Berechnen Sie p(%) mit dem Algorithmus von de Casteljau.

Skizzieren Sie den Graph des Polynoms sowie das Bézier-Polygon fiir = € [0,1] in einem

Schaubild.
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