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1. Klausur

Aufgab e 1 (Gau�-Zerlegung) 10 Punkte
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a) L• osen Sie das lineare Gleic h ungssystem Ax = b , indem Sie eine Dreiec kszerlegung

P � A = L � R mit Spaltenpiv otisierung durc hf • uhren. Geb en Sie dab ei explizit die

F aktoren P , L und R an.

b) Berec hnen Sie die Determinan te v on A un ter V erw endung der Ergebnisse v on a).

c) W elc he V oraussetzungen m u� allgemein eine Matrix M erf • ullen, w enn man das

System M � x = b mit Hilfe einer Gau�-Zerlegung mit Spaltenpiv otisierung l• osen

will? Gilt dies auc h f • ur die Zerlegung ohne Piv otsuc he?

Aufgab e 2 (CG-V erfahren) 7 Punkte

a) F • ur w elc he Arten v on quadratisc hen Matrizen ist das CG-V erfahren de�niert?

b) Wieviele Sc hritte sind b ei exakter Arithmetik maximal n• otig, um die exakte L• osung

zu erhalten?

c) Das CG-V erfahren k ann man als direktes V erfahren b ezeic hnen. Wieso wird es

denno c h meist als Iterationsv erfahren b ezeic hnet?

d) Sei A eine p ositiv de�nite Matrix mit Eigen v ektoren f v

i
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. Der V ektor b 2 R

n

sei eine Lineark om bination v on k dieser Eigen v ektoren v
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; : : : v
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Zeigen Sie: Das cg-V erfahren zur L• osung v on Ax = b liefert mit x

0

= 0 die exakte

L• osung nac h k Sc hritten.
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Aufgab e 3 (Lineares Ausgleic hsproblem) 5 Punkte

F • ur die F unktion f : R ! R sei folgende W ertetab elle gegeb en:

x
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f ( x
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Appro ximieren Sie f mit einer Lineark om bination der P olynome

P

0

( x ) = 1 ;

P

1

( x ) = x � 2 ;

P

2

( x ) = x

2

� 4 x + 2

nac h der Metho de der kleinsten F ehlerquadrate.

Aufgab e 4 (Newton-V erfahren) 4 Punkte

a) Stellen Sie das Newton-V erfahren zur n umerisc hen Berec hn ung v on x

�

=

3

p

2 auf.

b) Rec hnen Sie zw ei Sc hritte, ausgehend v om Start w ert x

0

= 1.

Aufgab e 5 (Fixpunktiteration) 8 Punkte

a) Es sei eine k on v ergen te Iteration der F orm x

k +1

= � ( x

k

) mit einer stetigen F unktion

� gegeb en. Zeigen Sie mit elemen taren Mitteln, da� der Grenzw ert dieser Iteration

gerade ein Fixpunkt der F unktion � ist.

b) Seien A; B 2 R

n � n

regul• are Matrizen. Sei b 2 R

n

. Wir b etrac h ten die Iteration

x

m +1

= ( I � B A ) x

m

+ B b; m = 0 ; 1 ; : : : ;

mit x

0

2 R

n

. ( I 2 R

n � n

ist die Einheitsmatrix). Des w eiteren sei jj I � B A jj < 1 f • ur

eine zugeordnete Matrixnorm. Zeigen Sie:

i) Die F olge f x

m

g

m 2 N

k on v ergiert in R

n

f • ur jedes x

0

2 R

n

.

ii) Sie � der Grenzw ert v on f x

m

g

m 2 N

. W as hat � mit dem linearen Gleic h ungssys-

tem Ax = b zu tun?
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Aufgab e 6 (Splines) 13 Punkte

a) W as wird b eim kubisc hen in terp olierenden Spline n• aherungsw eise minimiert?

b) W elc he der folgenden F unktionen sind kubisc he Splines in S

4 ; �

mit � = f� 1 ; 0 ; 1 g ?

Begr • unden Sie Ihre An t w ort!

i) S
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= j x j

ii) S

2

= j x j

3

iii) S

3

= j x j
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iv) S

4

= max(0 ; x

3

) + 5

v) S
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= 24 x + 3 x
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+ x
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vi) S

6

= 25 x � x
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c) Nennen Sie einen Nac h teil der P olynom- gegen • ub er der Splinein terp olation.

d) Nennen Sie einen Nac h teil der Spline- gegen • ub er der P olynomin terp olation.

e) Gegeb en seien die St • utzpunkte (2 ; 0), (3 ; 0), (5 ; 0) und (7 ; 0). In terp olieren Sie diese

Punkte durc h einen nat • urlic hen, kubisc hen Spline.

Aufgab e 7 (FFT) 3 Punkte

Die diskrete F ourier-T ransformation l• a�t sic h zur • uc kf • uhren auf eine Matrix-V ektor Multi-

plik ation mit v oll b esetzter n � n -(V andermonde-)Matrix; zu einer solc hen Multiplik ation

b edarf es gew• ohnlic herw eise O ( n

2

) Op erationen.

Die sc hnelle F ourier-T ranformation (FFT) b en• otigt ab er n ur O ( n log n ) Op erationen.

W o durc h ist dies zu erkl• aren?
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