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Aufgabe 1
Gegeben sei die Funktion
©:[0,3] = R, p(x):=Va+8.
(a) Man zeige, dass ¢ im Intervall [0, 3] genau einen Fixpunkt besitzt. 2 Punkte
(b) Wie viele Schritte des Iterationsverfahrens
Tnt1 = @(xy), n=0,1,2 ...

sind erforderlich, um ausgehend von zo = 0 den Fixpunkt mit einer Genauigkeit von 10~* zu bestimmen?
Hinweis: 12 = 1728, 12* = 20736. 2 Punkte

Aufgabe 2

(a) Man erldutere das Einzelschrittverfahren zur Losung eines linearen Gleichungssystems Az = b und gebe
ein Konvergenzkriterium an, welches notwendig und hinreichend ist. 2 Punkte

(b) Man zeige, dass das Einzelschrittverfahren zur Losung des linearen Gleichungssystems Az = b mit
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fiir jede Wahl des Startvektors z(®) konvergiert. Ausgehend von z(®) = (0,0,0)” filhre man zwei Iterati-

onsschritte durch. 3 Punkte
(c) Man lose das Gleichungssystem Az = b aus (b) mittels CHOLESKY-Zerlegung. 2 Punkte
Aufgabe 3

Gegeben sei das Polynom
p(x) := 223 — 32% — 11z + 6.

(a) Mit Hilfe des vollstindigen HORNER-Schemas entwickle man p nach Potenzen von (x + 3) und gebe
sdmtliche Ableitungen von p an der Stelle g = —3 an. 2 Punkte

(b) Mit Hilfe des Satzes von STURM bestimme man die Anzahl der Nullstellen von p im Intervall [0, 4]. 2 Punkte

Aufgabe 4
Gegeben seien
1 11 1
_ Yy 0 0 4%3 . _ 0
A= 0 4 0 € R*? mit y #0 und ¢ = 0
0 0 v 0
(a) Man beweise, dass das Gleichungssystem Az = ¢ nicht 16sbar ist. 1 Punkt



(b) Man bestimme mit Hilfe der Normalgleichungen ein & € R?, so dass die EUKLIDsche Norm von r(Z) =
¢ — AZ minimal wird. 2 Punkte

(c) Sei v = 0.1. Die rechte Seite der Normalgleichungen sei mit einem relativen Fehler (beziiglich der Maxi-
mumnorm) von < 0.01 bekannt. Man berechne fiir diesen Fall eine obere Schranke des relativen Fehlers
der Losung & der Normalgleichungen. 3 Punkte

Aufgabe 5
(a) Man berechne auf dem Intervall —2 < & < 2 das Interpolationspolynom p zu f(x) = 53 beziiglich der
Knoten zog = =2, 21 = -1, 22 = 1, 23 = 2. 2 Punkte

an zeige fiir das Interpolationspolynom aus (a), dass auf dem Intervall —2 < z < ie Fehlerabschétzung
b) M ige fiir das I lati | d fdem I 1l -2 2 die Fehlerabsch
[lp — flloo < 8 giiltig ist. 2 Punkte

(c) Die Funktion s :[—2,1] — R sei gegeben durch

% - (a® 4+ 62® + 52+ 6) fiir v € [-2,-1)
s(x) = - (—a® —z +4) fir z € [-1,0)
s (—z+4) fir x € [0,1]
Man zeige, dass s(x) ein kubischer Spline ist, dass s(z) die Funktion f(z) an den Kunoten & = -2,
& = -1, & =0, & = 1 interpoliert und dass die zweite Ableitung von s(z) in ¢ = —2 und =z = 1
verschwindet. 2 Punkte

Aufgabe 6

Gegeben sei das Integral

5
I::/ 1 dr = In3.
(1+z)
1

(a) Wieviele Funktionsauswertungen des Integranden sind erforderlich, um mit der iterierten Trapez-Regel
einen Niherungswert Ty mit |I — Ty| < 1072 zu erreichen? 2 Punkte

(b) Fiir das gegebene Integral bestimme man Niherungen durch Berechnung der ersten drei Zeilen des RoM-
BERG-Schemas fiir die Trapezregel. 2 Punkte

(c) Man gebe die allgemeine Rechenvorschrift und die Fehlerformel der KEpLERschen Fafiregel an. 1 Punkt



Losung zu Aufgabe 6

(a) Fehlerformel fiir die iterierte Trapezregel (n=Anzahl der Intervalle):

(b—a)® 1
[ =In < 5 11l
Hier: b—a =4, f"(x) L = [|f"]lc = 1
' ’ (1+2) Ty
41 1 4 111
D tI_T < — ' — - = = — -
amit: [[=Tn| < 357575372 < 100
! _ 2_
= n? > 1333 (12:§44) mindestens 12 Intervalle, und somit mindestens 12+1=13 Funktionsauswertun-
gen.
(b) e 1. Spalte:
1 1 1\ 8 4
Too = 4-=(f(1 5)=2(-+=)=—-=~-
0 = 4 5U0HIe)=2(5+5) =5 =3
1 1 1 1 7
T = 250 +20@+0) = (53+5+5) =5
1 1/1 2 2 1 67
T = FUW+2@+20@) 2@ +fN =5 (3+5+5+5+5) = g0
e 2. Spalte:
7, — Mo—To _4-7-8_20_10
H 3 3.6 18 9
r _ ATw-Tw _4-67-70 198 11
2 3 3-60 180 ~ 10
e 3. Spalte
7, 16T Ty 1655 — % _ 16-99—100 _ 1600 — 16 — 100 _ 1484 _ 742
S 15 - 15 15-90 1350 T 1350 675




Losungen

Aufgabe 1

(a) Zu zeigen: p(z) geniigt auf I := [0, 3] den Voraussetzungen des BANACHschen Fixpunktsatzes. Dann folgen
Existenz und Eindeutigkeit des Fixpunktes.
e [ ist abgeschlossenes Intervall
e Selbstabbildung:

1
o'(z) = g(az + 8)7% >0, d.h. ¢ ist streng monoton wachsend

0(0)=V8=2¢€10,3], ¢B)=V11<V27=3
= p(I) C I, alsoist ¢ Selbstabbildung
e Kontraktion:

1 1 111

0<@(@)=c ——=< - ——==—=<1 fircel0,3
¥l@) =3 JeTor =3 Vel 12 [0, 3]

MWS

1
— ¢ Kontraktion, Kontraktionskonstante L = 12

Somit existiert nach dem BANACHschen Fixpunktsatz ein eindeutiger Fixpunkt von ¢ in [0, 3].

(b) Nach dem BanacHschen Fixpunktsatz konvergiert z,, gegen z* und es gilt

n

1-L

|z, — "] < |z — x|

Ausm0=0f01gtm1=\3/§=2

1,\n n—1 «
(13) _2:<1) 2@

= |z, — 27| < -5 12 11

1
1 n—1
= (E) < 5.5-107* = 0.00055

Beweis fiir (x): 122 =144, 123 =1728, 12* =20736 => n—1 > 4 <= n > 5. Nach 5 Iterationsschrit-
ten ist der Fehler kleiner als 10~%.

Aufgabe 2
(a) (i) Seien L der linke untere Dreiecksanteil der Matrix A, U der rechte obere Anteil sowie D der diagonale
Anteil:

Uu -« .. U

L

A=L+D+U= D

U
L L D

(i) Az=b <= (D+L)z=-Uzx+b
Einzelschrittverfahren: z(Ft1) = —(

D+ L)' z® + (D + L)
—_— —
TE g

Konvergenzkriterium: das Verfahren konvergiert genau dann, wenn o(Tg) = o (—(D + L)™'U) < 1.
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Aufgabe 3

(a) Vollstindiges HORNER-Schema:
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2 -3 —11 6
To = —3 —6 27 —48
2 -9 16 -—42
zo = —3 -6 45
2 —15 61
To = —3 -6
2 =21

Damit gilt: p(z) = 2(z + 3)% — 21(z + 3)2 + 61(x + 3) — 42

P-3)=—12, P(-3)=6L pl/(-3)=-21
(b) e Aufbau einer STURMschen Kette:
po(z) = p(z) = 22% — 32° — 11z + 6
p1(z) = p'(z) = 622 — 62 — 11
e Euklidscher Algorithmus:

nie) = (3o § ) mio) - (Fo- %)
ALY

=:p2(z)

18 9 25

pi(z) = 2—590 95 p2(z) — 2
~—

=:p3(x)

21 = —42,

p(=3)=2-31=12
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e Vorzeichenverhalten:
| po | Py | p2 | ps | VIW
z=0|+|—-|—-|+ 2
r=4 |+ |+ |+ ]|+ 0

Nach dem Satz von STURM besitzt p in [0, 4] 2 Nullstellen.

Aufgabe 4
(a) Zu zeigen: c liegt nicht in Bild(A)
1 1 11
. . v 0 0 0 | _
Rang(A4) =3, Rang(A|c) = Rang 0 v 0 0 =4
00 v 0

= c ¢ Bild(A) = (Az = c¢) nicht losbar.
(b) Normalgleichungen: AT Az = AT¢

1++2 1 1 1
ATA = 1 1+ 2 1 , Ale=1| 1
1 1 1+ 2 1

Die Gestalt von AT A und A% ¢ legt folgenden Ansatz nahe:

a 1 1 1
if=| a |, a€cR <= 3a+7’a=1 <= a——:, dh -1 1
o 2+92 3+72 1

(c) Sei e € R? der relative Fehler der rechten Seite A''c. Dann gilt nach Vorlesung:

=
I

[lelloo
AT elloo

Formel nach Vorlesung:

[l lloo
14T elloo

A7 ]]oc < condy (AT A) -

[1Z{]o0

Konditionszahl:

condz(ATA) = Nz (ATA)™) - Nz (AT A)

b b
a b |, abeRr
b a
1
= (ATA)"t4Ta) = ( 1 )
1

al+9%)+2b b2+9*)+a b2+ +a
b2+9%)+a a(l+9*)+2b b2+9°) +a
b2+ +a b2+9*)+a a(l+~*)+2b

Berechnung von (AT A)~1:

Withle Ansatz: (ATA)™1 = (
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Aufgabe 5

(a) LAGRANGE:

(x4 1)(z—1)(z—2)

(=1 (=3)- (=4
(x+2)(x — 1)(z — 2)

lo(z)
[ (z)
I2(x)
I3(z)

NEWTON:

T f(@:)

_9 >

-1 1 >

> -

L
20

——1—12 (az3—2a:2—a:+2)
—%(az3—az2—4az+4)
1

— p(x):2—(x-|-2)+i(w+2)(z+1)—i(x+2)(x+1)(x—1)

(b) Fehlerformel:

P = Flloo
[El (TR £
= i
|lwnt1[oo : wa(x)
w) (x)

— T =

— T =

20

1/ o

(-D)* k-2 (z+3)t

48
(x +3)°

(z+2)(x+D)(z—-1)(z+1)= (2> —4)(2® = 1) =2* —52° +4

473 — 10z =0
422 —10=0
5

=44/2
o 2

max {|w4(:|:2)|,

9
0,-,4,=4
s (0.9,

= 1/

()

—k

=48

aw4(0)}




