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Aufgabe 1Gegeben sei die Funktion ' : [0; 3℄! R; '(x) := 3px+ 8:(a) Man zeige, dass ' im Intervall [0; 3℄ genau einen Fixpunkt besitzt. 2 Punkte(b) Wie viele S
hritte des Iterationsverfahrensxn+1 = '(xn); n = 0; 1; 2; : : :sind erforderli
h, um ausgehend von x0 = 0 den Fixpunkt mit einer Genauigkeit von 10�4 zu bestimmen?Hinweis: 123 = 1728; 124 = 20736. 2 PunkteAufgabe 2(a) Man erl�autere das Einzels
hrittverfahren zur L�osung eines linearen Glei
hungssystems Ax = b und gebeein Konvergenzkriterium an, wel
hes notwendig und hinrei
hend ist. 2 Punkte(b) Man zeige, dass das Einzels
hrittverfahren zur L�osung des linearen Glei
hungssystems Ax = b mitA = 24 4 3 03 4 �10 �1 1 35 ; b = 24 110 35f�ur jede Wahl des Startvektors x(0) konvergiert. Ausgehend von x(0) = (0; 0; 0)T f�uhre man zwei Iterati-onss
hritte dur
h. 3 Punkte(
) Man l�ose das Glei
hungssystem Ax = b aus (b) mittels Cholesky-Zerlegung. 2 PunkteAufgabe 3Gegeben sei das Polynom p(x) := 2x3 � 3x2 � 11x+ 6:(a) Mit Hilfe des vollst�andigen Horner-S
hemas entwi
kle man p na
h Potenzen von (x + 3) und gebes�amtli
he Ableitungen von p an der Stelle x0 = �3 an. 2 Punkte(b) Mit Hilfe des Satzes von Sturm bestimme man die Anzahl der Nullstellen von p im Intervall [0; 4℄. 2 PunkteAufgabe 4Gegeben seien A = 0BB� 1 1 1
 0 00 
 00 0 
 1CCA 2 R4�3 mit 
 6= 0 und 
 = 0BB� 1000 1CCA :(a) Man beweise, dass das Glei
hungssystem Ax = 
 ni
ht l�osbar ist. 1 Punkt2



(b) Man bestimme mit Hilfe der Normalglei
hungen ein ~x 2 R3, so dass die Euklids
he Norm von r(~x) =
�A~x minimal wird. 2 Punkte(
) Sei 
 = 0:1. Die re
hte Seite der Normalglei
hungen sei mit einem relativen Fehler (bez�ugli
h der Maxi-mumnorm) von � 0:01 bekannt. Man bere
hne f�ur diesen Fall eine obere S
hranke des relativen Fehlersder L�osung ~x der Normalglei
hungen. 3 PunkteAufgabe 5(a) Man bere
hne auf dem Intervall �2 � x � 2 das Interpolationspolynom p zu f(x) = 23+x bez�ugli
h derKnoten x0 = �2, x1 = �1, x2 = 1, x3 = 2. 2 Punkte(b) Man zeige f�ur das Interpolationspolynom aus (a), dass auf dem Intervall �2 � x � 2 die Fehlerabs
h�atzungjjp� f jj1 � 8 g�ultig ist. 2 Punkte(
) Die Funktion s : [�2; 1℄! R sei gegeben dur
hs(x) := 8<: 16 � �x3 + 6x2 + 5x+ 6� f�ur x 2 [�2;�1)16 � ��x3 � x+ 4� f�ur x 2 [�1; 0)16 � (�x+ 4) f�ur x 2 [0; 1℄ :Man zeige, dass s(x) ein kubis
her Spline ist, dass s(x) die Funktion f(x) an den Knoten �0 = �2,�1 = �1, �2 = 0, �3 = 1 interpoliert und dass die zweite Ableitung von s(x) in x = �2 und x = 1vers
hwindet. 2 PunkteAufgabe 6Gegeben sei das Integral I := 5Z1 1(1 + x)dx = ln 3:(a) Wieviele Funktionsauswertungen des Integranden sind erforderli
h, um mit der iterierten Trapez-Regeleinen N�aherungswert TN mit jI � TN j � 10�2 zu errei
hen? 2 Punkte(b) F�ur das gegebene Integral bestimme man N�aherungen dur
h Bere
hnung der ersten drei Zeilen des Rom-berg-S
hemas f�ur die Trapezregel. 2 Punkte(
) Man gebe die allgemeine Re
henvors
hrift und die Fehlerformel der Keplers
hen Fa�regel an. 1 Punkt
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L�osung zu Aufgabe 6(a) Fehlerformel f�ur die iterierte Trapezregel (n=Anzahl der Intervalle):jI � TN j � (b� a)312 � 1n2 � jjf 00jj1Hier: b� a = 4; f 00(x) = 2(1 + x)3 =) jjf 00jj1 = 14Damit: jI � TN j � 4312 � 1n2 � 14 = 43 � 1n2 !< 1100=) n2 !> 133:3 (122=144)=) mindestens 12 Intervalle, und somit mindestens 12+1=13 Funktionsauswertun-gen.(b) � 1. Spalte:T00 = 4 � 12(f(1) + f(5)) = 2�12 + 16� = 86 = 43T10 = 2 � 12(f(1) + 2f(3) + f(5)) = �12 + 12 + 16� = 76T20 = 12(f(1) + 2f(2) + 2f(3) + 2f(4) + f(5)) = 12 �12 + 23 + 24 + 25 + 16� = 6760� 2. Spalte: T11 = 4T10 � T003 = 4 � 7� 83 � 6 = 2018 = 109T21 = 4T20 � T103 = 4 � 67� 703 � 60 = 198180 = 1110� 3. SpalteT22 = 16T11 � T2115 = 16 1110 � 10915 = 16 � 99� 10015 � 90 = 1600� 16� 1001350 = 14841350 = 742675
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L�osungenAufgabe 1(a) Zu zeigen: '(x) gen�ugt auf I := [0; 3℄ den Voraussetzungen des Bana
hs
hen Fixpunktsatzes. Dann folgenExistenz und Eindeutigkeit des Fixpunktes.� I ist abges
hlossenes Intervall� Selbstabbildung:'0(x) = 13(x + 8)� 23 > 0; d.h. ' ist streng monoton wa
hsend'(0) = 3p8 = 2 2 [0; 3℄; '(3) = 3p11 < 3p27 = 3=) '(I) � I; also ist ' Selbstabbildung� Kontraktion:0 < '0(x) = 13 � 13p(x+ 8)2 � 13 � 13p64 = 112 < 1 f�ur x 2 [0; 3℄MWS=) ' Kontraktion, Kontraktionskonstante L = 112.Somit existiert na
h dem Bana
hs
hen Fixpunktsatz ein eindeutiger Fixpunkt von ' in [0; 3℄.(b) Na
h dem Bana
hs
hen Fixpunktsatz konvergiert xn gegen x� und es giltjxn � x�j � Ln1� L jx� x0jAus x0 = 0 folgt x1 = 3p8 = 2=) jxn � x�j � � 112�n1112 � 2 = � 112�n�1 � 211 (?)< 10�4() � 112�n�1 < 5:5 � 10�4 = 0:00055Beweis f�ur (?): 122 = 144; 123 = 1728; 124 = 20736 =) n� 1 � 4() n � 5. Na
h 5 Iterationss
hrit-ten ist der Fehler kleiner als 10�4.Aufgabe 2(a) (i) Seien L der linke untere Dreie
ksanteil der Matrix A, U der re
hte obere Anteil sowie D der diagonaleAnteil: A := L+D + U = 0BBBBBBB� D U � � � � � � UL . . . ...... D ...... . . . UL � � � � � � L D
1CCCCCCCA(ii) Ax = b () (D + L)x = �Ux+ bEinzels
hrittverfahren: x(k+1) = �(D + L)�1U| {z }TE x(k) + (D + L)�1b| {z }gKonvergenzkriterium: das Verfahren konvergiert genau dann, wenn %(TE) = % ��(D + L)�1U� < 1.1



(b) L+D = 0� 4 0 03 4 00 �1 1 1A0� 4 0 0 13 4 0 10 �1 1 1 1A; 0� 1 0 0 14 0 00 1 0 � 316 14 00 �1 1 0 0 1 1A; 0� 1 14 0 01 � 316 14 01 � 316 14 1 1A=) TE = 0� � 14 0 0316 � 14 0316 � 14 �1 1A �0� 0 3 00 0 �10 0 0 1A = 0� 0 � 34 00 916 140 916 14 1Ag = 0� � 14 0 0316 � 14 0316 � 14 �1 1A0� �1�10 1A = 0� 14116116 1Ax(0) = 0; x(1) = TE �~0 + g = g = �14 ; 116 ; 116�Tx(2) = TE � x(1) + g = (TE + I)g = 0� 1 � 34 00 2516 140 916 54 1A0� 14116116 1A = 0� 13642925629256 1AAufgabe 3(a) Vollst�andiges Horner-S
hema: 2 �3 �11 6x0 = �3 �6 27 �482 �9 16 �42x0 = �3 �6 452 �15 61x0 = �3 �62 �21Damit gilt: p(x) = 2(x+ 3)3 � 21(x+ 3)2 + 61(x+ 3)� 42p(�3) = �42; p0(�3) = 61; p00(�3) = �21 � 2! = �42; p000(�3) = 2 � 3! = 12(b) � Aufbau einer Sturms
hen Kette:p0(x) = p(x) = 2x3 � 3x2 � 11x+ 6p1(x) = p0(x) = 6x2 � 6x� 11� Euklids
her Algorithmus:p0(x) = �13x� 16� p1(x) ��253 x� 256 �| {z }=:p2(x)p1(x) = �1825x� 925� p2(x) � 252|{z}=:p3(x) 2



� Vorzei
henverhalten:p0 p1 p2 p3 VZWx = 0 + � � + 2x = 4 + + + + 0Na
h dem Satz von Sturm besitzt p in [0; 4℄ 2 Nullstellen.Aufgabe 4(a) Zu zeigen: 
 liegt ni
ht in Bild(A)Rang(A) = 3; Rang(Aj
) = Rang0BB� 1 1 1 1
 0 0 00 
 0 00 0 
 0 1CCA = 4=) 
 62 Bild(A) =) (Ax = 
) ni
ht l�osbar.(b) Normalglei
hungen: ATA~x = AT 
ATA = 0� 1 + 
2 1 11 1 + 
2 11 1 1 + 
2 1A ; AT 
 = 0� 111 1ADie Gestalt von ATA und AT 
 legt folgenden Ansatz nahe:~x := 0� ��� 1A ; � 2 R () 3�+ 
2� = 1 () � 12 + 
2 ; d.h. ~x = 13 + 
2 �0� 111 1A(
) Sei " 2 R3 der relative Fehler der re
hten Seite AT 
. Dann gilt na
h Vorlesung:jj"jj1jjAT 
jj1Formel na
h Vorlesung: jj�~xjj1jj~xjj1 � 
ondZ(ATA) � jj"jj1jjAT 
jj1Konditionszahl: 
ondZ(ATA) = NZ �(ATA)�1� �NZ(ATA)Bere
hnung von (ATA)�1:W�ahle Ansatz: (ATA)�1 = 0� a b bb a bb b a 1A ; a; b 2 R=) (ATA)�1(ATA) = 0� 1 1 1 1A= 0� a(1 + 
2) + 2b b(2 + 
2) + a b(2 + 
2) + ab(2 + 
2) + a a(1 + 
2) + 2b b(2 + 
2) + ab(2 + 
2) + a b(2 + 
2) + a a(1 + 
2) + 2b 1A() � a(1 + 
2) + 2b = 1 (1)b(2 + 
2) + a = 0 (2)3



Aufgabe 5(a) Lagrange: l0(x) = (x+ 1)(x� 1)(x� 2)(�1) � (�3) � (�4) = � 112 �x3 � 2x2 � x+ 2�l1(x) = (x+ 2)(x� 1)(x� 2)1 � (�2) � (�3) = 16 �x3 � x2 � 4x+ 4�l2(x) = (x+ 2)(x+ 1)(x� 2)3 � 2 � (�1) = �16 �x3 + x2 � 4x� 4�l3(x) = (x+ 2)(x+ 1)(x� 1)4 � 3 � 1 = 112 �x3 + 2x2 � x� 2�Newton:������������ ������������
xi f(xi)�2�112

211225
�1� 14� 110 14120 � 120

=) p(x) = 2� (x+ 2) + 14(x+ 2)(x+ 1)� 120(x+ 2)(x+ 1)(x� 1)(b) Fehlerformel: jjp� f jj1 � jjf (n+1)jj1(n+ 1)! jjwn+1jj1jjf (n+1)jj1 : f (k)(x) = (�1)k � k! � 2 � (x+ 3)�1�k=) f (4)(x) = 48(x + 3)5 =) jjf (4)jj1 = 48jjwn+1jj1 : w4(x) = (x + 2)(x+ 1)(x� 1)(x+ 1) = (x2 � 4)(x2 � 1) = x4 � 5x2 + 4w04(x) = 4x3 � 10x != 0=) x = 0 _ 4x2 � 10 = 0() x = 0 _ x = �r52=) jjwn+1jj1 = max(jw4(�2)j; �����w4 �r52!����� ; w4(0))= max�0; 94 ; 4� = 4
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