. Aufgaben Herbst 96
Aufgabe 1: :

Gesucht ist die Lésung z* der Gleichung z = cosz im Intervall I := [0,1].
(a) Zeigen Sie, daB die Fixpunktiteration zx4; = coszy fiir alle o € I konvergiert.

(b) Zeigen Sie, dafi auch die Iteration z441 = %xk + 1—75Cos zy fiir alle zo € I gegen z*
konvergiert. Welche der beiden Iterationen konvergiert schneller?

(c) Formulieren Sie die Vorschrift des Newton-Verfahrens zur Berechnung von z*.

Aufgabe 2:

Gegeben sei

A=

n O N
— N O
) = ™

,  EER\{xV3}=:X

(a) Zeigen Sie, daB A fiir kein ¢ mit |e| > \/§ eine Cholesky-Zerlegung besitzt.

(b) Zeigen Sie, dafi A fiir alle ¢ € X eine LR-Zerlegung besitzt.

Aufgabe 3:
Gegeben seien die Matrizen

0 v2 0 " 10 0
1 _ ,_i(ll),sz 0 23

, U=—=| 1 0 -1][,V= .
V2l o1 g -1 va\-11 0 0

4=

ot ov
|
or o N

(2) Zeigen Sie, daB 10 und 2v/2 die Singuldrwerte von A sind und da USV T die Singularwert-
zerlegung von A ist. e

(b) Berechnen Sie mit Hilfe der Singuldrwertzerlegung ||A||z und ||A||f.

Aufsabe 4:

Gegeben seien

(a) Berechnen Sie die QR~Zerlegung von A.
(b) Bestimmen Sie mit Hilfe der QR~Zerlegung

min [|b - Az||2
min b~ Azl

und geben- Sie den Vektor z € R? an, fiir den das Minimum angenommen wird.
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Aufgabe 5:
Gegeben sei das LGS Az = b mit

2 -1 1 2
A=| -1 20],6=]1
1 04 5

(a) Zeigen Sie, daB sowohl das Einzelschrittverfahren als auch das cg-Verfahren zur Losung
von Az = b konvergieren.

(b) Fiihren Sie zwei Schritte des Verfahren des steilsten Abstiegs zur Lésung vomr Az =

durch, der Startvektor sei zo = (%, —%,% T,

Aufgabe 6:

Gesucht seien die Eigenwerte der Matrix

5 4
-(11)
(a) Beschreiben Sie die Vorschrift des QR-Verfahrens. Fithren Sie einen Schritt des QR-

Verfahrens zur Berechnung der Eigenwerte von A durch.

(b) Fiihren Sie mit dem Startvektor. ((1)) zwei Schritte der Vektoriteration zur Berechnung de
groften Eigenwerte von A durch. Bestimmen Sie den Fehler der Néherung.

Aufgabe 7:

Gegeben seien

2 01 1
A=}]0 2 1 und zo=1] 0
11 2 0

(a) Konstruieren Sie mit Hilfe des Lanczos-Algorithmus eine Orthonormalbasis des Krylov:

Raumes
Va(zo) := span{zo, Azo, A%z0}.

(b) Transformieren Sie mit Hilfe von (a) die Matrix A auf Tridiagonalgestalt.

Aufgabe 8:

Gegeben sei f(z) = 3.
(a) Geben Sie ein Polynom p; vom Grad 2 an, welches f an den Stiitzstellen zg = —1, 17 :
0,z, = 1 interpoliert. . '

(b) Zeigen Sie, dafl

2
:é?ffﬁ]lf(z) -p2(2) € §~/§-
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Aufgabe 1

!
a) (2P) Banachscher Fixpunktsatz f(x) = cosx=x

i) I= [0,1] abgeschlossen
ii) O<cosl<cosx<cosO=1 Vx e, dacos streng monoton fallend in
0.)20)= f(Hc!
iiii) ’ ‘ f ’(x)l =|sinx| <sinl< sinf=1 Vx e, dasin streng monoton wachsend
n|(0,5) 2 (0.1 = |f (1) - f()| < sinl - |x - I vxyel
-L<l
i) —iiil) —2=> Beh.
b) (2P) wieder Banach g(x) =3 x+%cosx
i) I abg,
if) Esist x e[O 1] = 5x €[0,3], Lcosx e[O, %1= g(x) €[0,1]= g(N)c I
iii) g'(x) =3 —%sinx
g"(x)=—75c0sx <0 Vx el
=g ﬂillt monoton
© = maxg'(x)| = & —Jsinlly =L
<l <1, dalsin 1l<1
i) = iii) —2—> Beh.
¢) (1P) Umformulierung als Nullstellenproblem
ges. x* mit 0=cos x*-x*=:h(x*)
Vorschrift:
f(xp) COSXp =X CoSXy —X
Xpa) = X — f'(x,;) =X — —sin,;,‘ —,i =X sin:,, +lk
Aufgabe 2
~ a) (2P) Cholesky-Zerlegung ex. Fiir symmetrisch pos. def. Matrizen
A symmetrischv’
A pos. def. ?
det(2)=2>0
det(; 2) =4>0
2 0 ¢ v‘ !
detfo 2 1|=8-2e~2=6-2¢">0
e 1 2 :
6-2e’>03>c? olgl<3
= firr |€| > \/5 ist A nicht pos. def. = Cholesky—Zerlegung existiert nicht
2.Weg :

20|y 1 0 O [n1 N2 A3
A=10 2 1|={n 1 0[:| 0 ryp m
e 1 2 1 0 0 3
2=l =4,=2
0=1,0, =2, =1, =0
e =Ll = 2131:>l31=§/£_§

' 2=‘l;1 +lz22 =1222 =1, =‘/§

-11-
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1 =121131 + 122132 = \/—2_ 332 = 132 = %

2
2=+ + = i+l =1G-) 1, =1(3-¢)
fiir I&" > \/3 ist die Zahl unter der Wurzel negativ, das Verfahren
bricht zusammen, die Cholesky-Zerlegung existiert nicht.

b) 2P
20eltf 1 0 O] {n1 n2 A3
2=r,, 0=n,, € =n,
0=bLn, =2, =1,=0 V‘
2=y 47 =1 .
t=0r,+r,=r Py | |l 8
2113 T3 | 23 ] ‘. “ll v R4 .ﬂ"\ ,i%i:;;r"u!k
e=hyn =2, =>1L,3 i, Gt § qliw s
l=Lyn, + 1y, =2, =1, =3
2=l + 1y, + 1 ='ezi+%+r33 == 3_282 20 VeelX
d.h. fiir € € X existiert die LR-Zerlegung und es gilt
1 00 20 €
L=}o 1oy, R=|o0 2 L
E —
271 0 o -
Aufgabe 3
a) (2P) Es ist ‘,

\ o V2 o0 o) _;
i) USV =31 o 1]l o 242 (1 1)
0 .
0o v2 o) 10 -1 4 4 2 2
=11 1|22 22 |=2 10 -w0|=|s -s|=4
1o - lo o ~10 10 -5 5

0

0

o 2 oo 1 -
ii) UU7'=%(1 0 -1}[5 0 0}

-1 0 -Y\o -1 -1

(54-1)? —46” =2916—108A + > —2116 = A> —108A + 800=0
Ay =54 £/2916 800 = 54 + 46
A, =100, A,=8
5,=100=10, o,=8=22
i)-iv) = Beh.

b) l4l, =|usv7l, = Ish, = o, =10
|4l =|usv], = Il =100+8 = V108
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Aufgabe 4
a) 2P)

b) (2P)

Losungen Herbst "96

OUAK

\

[ quaxr, \\ELG'

Uw“' y
\u- o _.’mlﬁf!fl"'

N, - =
5 1 0 %)(3 1) (53 il i
A=0,4= o, 1 oflo5|=los
-5 0 $/\4 1 0 %

1

5
O3 % ={a)

7

Z 0
A=t/5+2 =42, zB.a=+2 = c= E S=35

1 1
=~ ~ 1 (7) ? >3
A=0,d4=|0 55 35 o tl=|o V2|=R
0o .= Lo I 00
s 52 3
R= QzaA = Q23Q13A
; 3 4 3 4
1 0 0 s 0 3 5 0 2;
T _ 2 T L 7 ] 28 1 21
Q —Q23Q13— 0 37 2 0 1 0f= T25Y2 52 252
S T | (A R O 4 1 3
0 -37 &2 ] 5 255 T 52 2542
3 28 4
5 2f»/5 255
— 1 _1_
=0=0 55 -34
4 21 3
5 25y2 25\2

I~ axl; =[lo - ORx] = 0" 6 - QR)[} =[5 - ] =

&)

- ||b1 - Rx"z + Hb2“2
3 o [ o 0 0
0'b=| 2 2 |5 || 1 =6=("). b=

-6 5 w0 e

18se b~ Rx =0 b, = Rx
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ii)

Aufgabe S
a) 2p)

b) (2P) Verfahren des steilsten Abstiegs
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(0 B)-00= )-8 0)-=(0)-(5)
;=9

' -1
Das heift: das Minimum 49 wird fir x = ﬁ( ) 5) angenommen

T=-(D+L)y"'U
. Pl
2 00 2 00100 100z 00
D+L=|-120|=|-120i010/2{020 % 10
1 04 1 04001 00 4:i-3 01
1 1 1 1
3 00 2 0 0|fo -1 1 0 72 -2
=>D+LDY 1 +o|=>T=-1 4 ollo o o[=|0 + -}
1 i 1 1 1 1
, -3 0 % 5 0 WA 000 R0 -y g

det(T-A 1) = M3 -M)E-1) - %)= A0 =32) = (r - 3)

=i, =0, A=1% p(T)=3<1 = ESV konvergiert
A symmetrisch
2l=2>0, |> |=4-1=3>0, det(4)=16-2-4=10>0

Hurwig-Kriterium = A pos. def.
A s.p.d. = cg-Verfahren konvergiert

r,=b-Ax,
rr,
We="7
r,Ar,

X1 =X TWI

¢

w|jotnp—
]
/N
(T ¥
N— S
|
N
(Y
N—
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Aufgabe 6
a) (2P) gegeben: A;:=A
fir R=1,2,... berechne die QR-Zerlegung A,=QyRy
setze Ay =RyQy
dann gilt QI
Ry —diag(Ay,...,Ay)

]
5 4)°
(4 §)=QR-
=+J25+16, zB.a =+/41

—_ 3 — -4
C=Ta > =74

S

~Ja1 Va1
54 Ju 0
R_T_\/H,\/‘T]S“_, “Jﬁ
=0 4=\ T 5 |\, )= Yy
~ TR 0 Ta

v41und -J% sind die Ngherungen an die Eigenwerte

» ae()

b) 2P

_ 1 S 4\ 5 _1[4 4
uz“Ax1—5(4 5)(4)—5(40 L=

ii) Bestimmung der exakten EWe: .
[4-AL|=(5-2%)-16=47-104+9

Ayp=52V25-9=5+4=4 =9

A e — 71| = 4
, "1 max T2| = %
Aufgabe 7
a) (2P)
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HE ! PASS AUF, WO

(v

’ ”/h‘,
1|
v slwl\llll

WAS MACHST'D(—IgENN
MIT DEM HASEN ¢
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oder_
DR. ZDOK-KBNNEN SIE
~ %o B]( 0 210 ggg“%m'
A= B, o B =121 : «
0 B, o/ \0 12
Aufgabe 8 '
a) (2P) Lagrange-Grundpolynome

Ly(x)= H”' =55 =3(x"-x)

1 1,2 SEIN .
Lz(x)z%-f=7(x +x) FEUERSPEIER FUNK

v - TIONIERT NICHT MEHR
f( 1) —1+2— f(O)—za f(1)=;
:pz(x)—l-Lo(x)+le(x)+3lq(x)

b) (2P) Es ist

)= p 0| s Fwa)- £
w,(x)=(x+Dx(x-)=x"-x

- w,(x) =3x ——1;0 =X, = i-\/;
W, punktsymmetrisch => in -1,1] it Iw, ()| < ’wz (\E)i = |%\/%_ —\/%_i =29
[ =—Gy [®=5F ["®=-g5
|f"'(x)|<6 in [-1,1]

=) -0 334362343 Vxe[-1]]
= rgg{g]|f(x)—p2(x)| <343

Zum Bestehen der Klausur waren 14 Punkte ntig
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