Lineare Algebra
und
Analytische Geometrie |

Satze und Definitionen

aus dem Skript von Kunle/Aumann/Schober - Uni KA



| Grundbegriffe

1 Mengen

1.1 Uber den Mengenbegriff
1.2 Mengenoperationen

Sl  M;=M; genau dann, wenn M; c M, und M,c M,

2. Abbildungen und Relationen
2.1 Abbildungen

Defl: geg: zwei Mengen A und B, jedem Element von A ist genau ein Element von B
zugeordnet: Abbildung von A in B; geschrieben:
A— B

f: A>B;a— f(a) oderauch f:
a— f(a)

A: Definitionsmenge, B: Zielmenge, f(A) = Bild f: Bild oder Wertemenge
{a, f(a)) |ae A}: Graph der Abb. f

Def2: surjektiv: f(A) =B

Def3: injektiv: ¥V X1, Xo€ A Xp# X2 = f(X1) # f(X2)

Def4:  bijektiv: surjektiv und injektiv

Permutation: bijektive Selbstabbildung

Def5: zwei Abbildungen f: A — B und f: A" — B” heil3en gleich, wenn A=A"und B=B"
und f(x)=f"(x) fir jedesx € A

Def6: g heifdt Restriktion von f auf A” (Schreibw.: g=f|a): Abb.f: A —>Bundg:A"—> B
mitA" c A
(fist die Fortsetzung von g auf A)
_ A—D
Def7: Verkettung: Abbildung h:{ (f: A—B, g: C—D; f(A)cC)
X h(x):= g(f (x))
Schreibweises h=g°f (gnachf)



AxA— A

(X, y) = f(x,y) =xy

Menge A mit VerknUpfung: Verknipfungsgebilde (A,*)  (statt * auch oft +,-,- usw.)
innere Verkntipfung (wie oben)

auRere Verknupfung: f: Sx A — A (S: bel. Menge [Skalarbereich])

Def8: Verknupfung: f:{

2.2 Relationen

Def: Relation: Teilmanege R c A x B des karth. Produkts
geschrieben: statt (X,y) € R: xRy

2.3 Ordnungsrelationen

Defl: Ordnungsrelation (= Halbordnung = partielle O.): reflexiv, antisymmetrisch, transitiv
Bsp.: <ist Ordnungrelation inund (A, <) ist (partiell) geordnete Menge

Def2: Totalordnung (=lin. Ordnung): alternative Halbordnung (Vergleichberkeit)
strenge (Halb-)Ordnung: irreflexiv, transitiv
Def3: (A, <) einegeordnete Menge; g e A heilX groftes Element von A, wennx<g V x e A

Def4: essei U c A; se A heil obere Schrankevon U, wennu<s Yue U
(mufi3 nicht inU liegen!)

Def5:  hat die Menge S der oberen Schranken von U eln kleinstes Element s, so heildt s
obere Grenze oder Supremum von U

Auswahlfunktion: wahlt in einer Menge von Mengen aus jeder Menge ein Element aus

Sl:  essa f: A — B (A, B =) enesurjektive Abbildung, dann gibt eseine
.Rechtsnverse® g:B —> A, f°g=ids

Def6: ae A heildt maximales Element der geordneten Menge (A, <), wenneskeinx e A
gibt mita< x und a# X.
eine Tellmenge K c A heifdt Kettein (A, <), wenn K beziglich < total geordnet ist.
analog: minimale Elemente (spéter)
Achtung: maximales Element ist nicht das grofdte Element!

S2: ZORNschesLemma: essa (A, <) eine geordnete Menge, A # . Ferner besitzt jede
Kettein (A, <) eine obere Schranke. Dann hat A ein maximales Element



2.4 Aquivalenzrelationen

Defl: Aquivalenzrelation: reflexiv, symmetrisch, transitiv

wenn ~ eine Aquivalenzrelation: K, ={x € A | x ~ a} ist (Aquivalenz-)Klasse

Def2: istinener Menge A en System von Teilmengen (,, Klassen®) gegeben fir die gelten:
1. keine Klasseist leer
2. der Durchschnitt von je zweil versch. Klassen ist leer

3. dieVereinigung aler Klassen ist A
so spricht man von einer Klasseneintellung in A

Menge der Klassen einer Klaseneinteilung = Faktormenge A von A bezgl. ~

A— A

zugehorige natirliche (oder kanonische) Abbildung: v _
abv@=K,=a

(ordnet jedem ac A sdineKlasseK,= 3 € A zU)

Restklasse mod k: &, bestehend aus dllen x e 7Z, die bei division durch k den Rest r lassen
(r ist Repréasentant)
7c={01,.. k—-1} (Faktormenge z~)

3. Grupppen, Ringe, Korper

3.1 Verknipfungsgebilde

Verknipfungsgebilde (A, H) kdnnen assoziativ und/oder kommutativ sein
a istinversesElementvona, wenn: a Ha=n=aH a

Bewels, esgibt nur ein Inverses*: S.22

Defl: Eine Abbildung h: A — B mit der Eigenschaft (h) heil3t Homomor phismus von
(A, H)in (B, ). Ist h auRerdem bijektiv, so heilét h | somorphismus.

fur A = B ist der Homomorphismus ein Endomor phismus und der Isomorphismus ein
Automor phismus.

3.2 Gruppen

Defl:  Eine Gruppeist ein Verknipfungsgebilde (A, H) mit fogenden Eigenschaften:
assozativ, neutrales Element, Inverses

abelsche Gruppe: zusétzlich gilt Kommutativgesetz

Beml.: Inverses und neutrales Element sind eindeutig



S1: Ineiner Gruppe (A, H) sind die Gleichungen aHx=b und x Hc=d eindeutig
|Osbar (Losungfir aHx=b: x=aHb)

(Swm, °) ist eine Gruppe (Aufg.!) wobei S, die Menge der bijektiven Selsbstabbildungen von M
ist, man nennt sie symmetrische Gruppe.

Bem: Esgibt m! viele Permutationen der Menge{1, 2, ..., m}

1 2 ...
Notation der Permutationen: T = m
() 72 --- w(m)

Transposition: Permutation aus S, bel der nur zwei bestimmte Zahlen i und k vertauscht
werden — Notation: (i k)

S2: Jede Permutation Tt € Sm(m > 2) |&3 sich as Verkettung von Transpositionen
darstellen.
(Bewels durch vollstandige Induktion)

Die Darstellung einer Permutation wt durch Transpositionen ist aber nicht eindeutig bestimmt.
(es kann mehrere Mdglichkeiten geben, elne Permutation durch Transpositionen darzustellen)
esgilt jedoch:

S3:  DieAnzahl der Transpositionenin allen Darstellungen von Tt € S, (m > 2) ist entweder
stets gerade oder stets ungerade. (gerade bzw. ungerade Permutation)

Fehlstande: Félle, wo (i) > w(k) furi <kist. (S.26)
wenn Fehlstandszahl gerade: gerade Permutation; wenn ungerade: ungerade Permutation.

alternierende Gruppe: Gruppe (A, °©), die von den geraden Permutationen von S, (m> 2)
bezlglich ° gebildet wird (S. 27)

Bem: Die Tealmenge B, der ungeraden Permutationen von S, ist bzgl. © keine Gruppe, da °
keine Verknipfung in By, ist.

Anzahl der geraden und ungeraden Permutationen von S, (m > 2): jeweils ¥2m!, dadie
Abbildung |: Am — Bm: mg > 1, = (12) ° ng bijektivist, Ay, und By, Sind gleichméchtig.

Def2: Gegeben sai eine Gruppe (A, H) und eine Teilmenge U — A, die bzgl. der von A
induzierten Verkniipfung H eine Gruppeist.
Dann heif¥ (U, H) Untergruppe von (A, H)

Bem: Das neutrale Element der Untergruppe stimmt mit dem der Gruppe Uberein (da
eindeutig!)

SA: Untergruppenkriterien: eine Teilmenge U — A ist Untergruppe der Gruppe (A, H)
bzgl. H, wenn gilt:
1. Uzd
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2. VabeU:aHbeU

Bem: dashomomorphe Bild einer Gruppe ist wieder eine Gruppe.

3.3 Ringe

Defl: einRingist ein VerknUpfungsgebilde (R, +, -) mit zwei Verkniipfungen + und - und mit
folgenden Eigenschaften:
1. (R, +) ist abelsche Gruppe
2. (R, -) ist assoziativ
3. die Distributivgesetze gelten
wenn der Ring kommutativ (d.h. (R,-) ist kommutativ), so folg das zweite
Distributivgesetz aus dem ersten [eins reicht dann]

neutrales Element in (R, +): Nullelement
zu ainverses Element: -a
neutrales Element bzgl. - : Einselement

Def2: ein Elemnt a# 0 einesRingesR heil linker Nullteiler, wenneswinb e R, b= 0 gibt
mit ab=0. Analog ist ein rechter Nullteiler definiert.
(z. B. in enem Restklassenring)

3.4 Korper
Defl: EinRing (R, +, ), fur den (R\ {0}, ) eine abelsche Gruppe ist, heil3t Korper.
Bem: enRing mit Nulltellernist kein Korper

Def2: Ist (K, +, -) ein Korper und gibt es eine nattrliche Zahl m, sodal3 1+1+---+1=0,
|

m ma

so heildt die kleinste solche Zahl p die Charakteristik (char K) von K. Gibt esein
solches m nicht, so ordnet man K die Charakteistik O zu.

Bem: Ist die Charakteristik p# 0, so ist die p-fache Summe atatat...+a=0flr dleae K
und p ist eine Primzahl. (S.30)

Bem: esgibt zu jeder Primzahl p und jeder natiirlichen Zahl k einen Korper K mit p*
Elementen und char K = p; man bezeichnet ihn mit GF (p*) [GF = Gaulois-Feld]
umgekehrt ist jeder Korper zu so einem GF(p") isomorph.

Monotoniegesetze: V a, b, c e K gilt:
(my) as<b = a+tc<b+c
(myy) as<b A 0<c = ac<hc

Def3: Ein Korper (K, + ), der bzgl. < totalgeordnet ist und fir den die Monotoniegesetzte
(my) und (M) gelten, heilét angeordneter Korper.



Der Korper C der komplexen Zahlen

C = R xR Mengealler geordneten Paare (o, B) redller Zahlen.

Addition: (o, B) + (o', B) = (e + ', B+P)
Multiplikation: (o, B) - (0, B") = (o - BB, o + o B)

Einsdlement: (1, 0)

multiplikative | nverse von (o, B) # (0, 0): (O{Zi[)’z ’az_fﬁz)

Schreibweise: z=a +if

konjugiert komplexe Zahl (zuz=a +iB): z=(a-B)=a—-ip

(Absolut-)Betragvonz: |z |=+/a?+ B2 =Jz

Addition und Multiplikation in neuer Schreibweise:

21+2= o, +if to, +if, =O¢l+062+i(,[)’1+,32)

212 = (al +i,31)(062 +i:B2) =0,0, = B, +i(061,32 +,31062)

Bem: wiegewohnt: i*=-1



Il Vektorraume

4. Definition und Beispiele von Vektorrdumen
4.1 Vektoren im Anschauungsraum

Menge V der Vektoren bildet mit + ein Verkntpfungsgebilde (V, +), (V, +) ist eine abelsche
Gruppe

S-Multiplikation: oa; . € R, ae V; oca=ofdlsa=0 Vae R
(oist der Nullvektor)

Satz:  Die Mittelpunkte P, Q, R, S der Seiten eines (raumlichen) Vierecks ABCD bilden ein

Parallelogramm
Parameterdarstellung einer Geraden: x=a+&v, Le R
Parameterdarstellung einer Ebene: Xx=a+&v; +&EVvp

Parameterdarstellung des Anschauungsraumes: X = E;v; + &V, + Eava

4.2 Definition des Vektorraums, Beispiele

Defl: EssainenV eine Menge und S ein Korper. Gegeben sal eine innere Verknupfung
(,Addition*) V xV — V mit (a, b) > a+b, soda3 (V,+) eine abelsche Gruppe ist.
Gegeben sei weiter eine Verknlpfung (, S-Multiplikation*) SxV — V mit (o, a)
- oa, sodal3firalea, e Sqilt

(ml) la=a

(m2)  ofpa) = (aP)a

(m3) (x+B)a=aa+Pa

(m4) o(a+b)=oca+ab
Dann heilt V ein S-Vektorraum. Die Elemente von V heif3en Vektoren, dievon S
Skalare.
(Vektorraum = linearer Raum)

R" mit entspr. Addition und S-Multiplikation: Standard-Vektorraum tiber R (S. 40/41)

Vektorraum Polynome tber R: (S. 41)
wenn zusétzlich ein Produkt a e b eingeftihrt wird: Polynomring R[X] (vergl. 41)

Vertraglichkeitsbedingung (v): (AL-a)eb=ae(A-b)=A-(aeh)
Def2: Esseinen A eine Meng und S ein Korper. Ferner seien auf A zwei innere

Verknupfungen +, o: A x A — A und eine aul3ere Verknupfung -: Sx A - A so
erklart, dal3 (A, +, -) ein S-Vektorraum, (A, +, ) ein Ring mit Einselement ist und die



Vertréglichkeitsbedingung (v) fur dleX € Sund a, b e A gilt. Dann heif}t (A, +, -, o)
eine S-Algebra.

4.3 Erste Eigenschaften von Vektorraumen

S1:  Ineinem S-Vektorraum V gilt fur alle oo.e Sunddleae V:
0a=0 & o0=0vV a=o

S2: Ineinem S-Vektorraum V gilt fir alle oo e Sund alleae V:
(-oa= -(aa)

4.4 Der Vektorraum der (p, n)-Matrizen
Summe von Matrizen: einzelne Elemente paarweise addieren.

Sl:  DieMenge SP dler (p, n)-Matrizen tber Sist bzgl. der Summe und der S-
Multiplikation ein S-Vektorraum

Matrizenmultiplikation: ,Zeilen mal Spalten*

ZuU guadratischen M atrizen:

Sl: Esseine N und SeinKorper. Bezeichnet +, - o der Rethe nach die Addition, die S

Multiplikation bzw. die Multiplikation von Matrizen, soist (S(n,n), +, -, ®) eine S
Algebra.

allgem. gelten: Assoziativgesetz, Distributivgesetz und
Vertréglichkeitsgesetz: (A2)B = A(AB) = AAB
(gelten auch fir nichtquadratische Matrizen, falls sich die jewells auftretenden Operationen +,
-, ® Uberhaupt bilden lassen.)
Rechenregeln fur transponierte Matrizen:

firalea, B e S A e Syilt: (a+B) =aT+B"; Aa) =AA"; AT =A

und fir allea e SP", B e S"¥gilt; (aB)' =B"AT



5 Untervektorraume

5.1 Definition

Def1:

S1:

Def2:

Eine Teilmenge U eines S-Vektorraums V heif3t Untervektorraum (UVR) von V, wenn
U bzgl. der inV erklarten Addition und S-Multiplikation ein S-Vektorraum ist.

(Inverse und Nullvektoren sind die gleichen)
UVR-Kriterium: U ist Untervektorraum von V, wenn (U1) und (U2) erflllt sind:
Ul Uz0
(U2) VabeU VAeS atbeU A rae U
(Abgeschlossenheit!!)

Linearkombination (s. S. 52)

5.2 Lineare Hille

Def1:

Def2:

S1:

Def3:

Dielineare Hulle oder Spann [ay, ..., &) der Vektoren a, ..., 8, einesVRV ist die
Menge aler Vektoren von V, die sich als Linearkombination der &, ..., 8, darstellen
lassen.

Dielineare Hille [M] einer nichleeren Teilmenge M einesVR 'V ist die Menge dler
Vektoren von V, die sich as Linearkombination von Vektoren aus M darstellen |assen.
Fir M = @ setzen wir [M] ={o}.

Fir jede Teilmenge M eines VektorraunsV ist die lineare Hille[M] ein UVR von V.
Gegeben sei en UVR U einesVR V. EineMenge M < U mit [M] = U heif3t

erzeugende Menge von U. Eine erzeugende Menge M von U heil3 minimal, wenn es
keine echte Teilmenge M” von M gibt, fur die[M"] = U.

5.3 Durchschnitt und Summe von Untervektorraumen

S1:
enes

S2:

Def1:

Essa U ene nichtleere (endliche oder unendliche) Menge von Untervektorraumen

VR V. Dannist der Durchschnitt D= () U en Untervektorraum von V.

Ueu

Essa UdieMengeadler UVR einesVR V, die eine gegebene Menge M c V enthalten.
Dann gilt [M]:Uﬂ U
€U

Unter der Summe der UVRe U4, U, desVR V verstehen wir den UVR
U1+U2 = [U1 () U2]

Die Summe U;+U, der UVRe U;, U, desVR V ist die Menge aller Vektoren

W:U1+U2mitU1€ Ui, we U,
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Def2:

Die Summe U;+U, zweler UVRe U,, U, einesVR V helifdt direkte Summe U;DU,,
wenn U;nU; = {0}

. Die Summe U;+U, zweier UVRe U,, U, einesVR V ist genau dann direkt, wenn es zu
jedemw e U;+U, genau einen Vektor u; € U; und genau einen Vektor u, € U, gibt
mit w = U +U,.

Beml+2: analog bei mehr als zwel Untervektorraumen — auch unendlich viele.

5.4 Lineare Abhangikeit

Def1:

ene

S1:

S2:

Def2:

Diep Vektoren &, ..., &, eines S-Vektorraumes V heif3en linear abhangig, wenn es
nichtriviale Darstellung des Nullvektors als Linearkombinatin der &,..., &, gibt. Die
Vektoren &, ...,a, Sind aso genau dann linear abhangig, wenn es oy, ...,0, € Sgibt, die

p
nicht alle Null sind, sodaB ) ;& =o.

i=1
anlog: linear unabhangig: wenn Summe o ist, dann zwingend o3 = ...= 0, = 0

Diep Vektoren &, ..., a (p>1) eines Vektorraumes V sind genau dagnn lin. abhangig,
wenn es einen Vektor gibt, der sich als Linearkombination der Gbrigen darstellen 1&03.

Sind &, ..., &, 81, -.., & (>p) Vektoren einesVR V und sind &, ..., & lin. abh., dann
sind auch &, ..., &, linear abhangig.

Sind &, ..., & linear unabhangige Vektoren eines VektorraumsV, dann sind auch
a,..., & linear unabhangig fur jedesr e {1, ...,p}

p+1 Linearkombinationen von p Vektoren eines Vektorraums 'V sind stets linear
abhangig.

Eine nichleere Tellmenge M eines Vektorraums V heifdt linear abhangig, wenn es
(mindestens) eine endliche Teilmenge von M gibt, deren Vektoren linear abhangig sind.
M heil3 linear unabhangig, wenn die Vektoren jeder endlichen Teilmenge von M
linaer unabhéngig sind. Die leere Menge heifdt linear unabhéngig.

6 Basis und Dimension

6.1 Basis eines Vektorraums

Def1:

S1:

Eine minimale erzeugende Menge B eines Vektorraums V heild Basisvon V.

Eine Basisdes VektorraumsV ist linear abhéngig.
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S2:

Eine linear unabhéngige und erzeugende Menge eines Vektorraums 'V ist Basisvin V.

6.2 Dimension eines Vektorraums

S1:

S2:

Def:

S7:

S10:

S11:

Essal V ein S-Vektorraum, V # {0}. Ferner sel E c V ein Erzeugendensystem von V
und R c E einelinear unabhangige Menge, R # &. Dann gibt eseine Basis B von V mit
RcBcE.

Jeder VR hat eine Basis.

Basiserganzungssatz. Jede Menge R von linear unabhangigen V ektoren eines
Vektorraums V |&3t sich zu einer Basisvon V erganzen.
(nicht eindeutig bestimmt)

Zu jedem Untervektorraum U; einesVRs 'V gibt es ein Komplement U,, d.h. einen
Untervektorraum U, von V mit V = U;®U,.

Ist V ein endlich erzeugbarer VR, V # {0}, so hat V eine endliche Basis.

Hat ein VR V eine endliche Basis B mit n Elementen (ne IN), so hat jede BasisB” von
V ebenfalls n Elemente.

Eien Vektorraum mit einer endlichen Basis heil endlichdimensional. Dieflr ale
Basen von V Ubereinstimmende Anzahl n der Elemente heif3t Dimension von V. Wir
bezeichnen V dann auch mit V" und schreiben dim V = n. Fir V = {0}, B = & setzen
wirdim{o} =0.

Ein VR, der keine endliche Basis hat, heif3t unendlichdimensional.

Fur einen n-dimensionalen Vektorraum V" (n € N) gilt:

1. Jen+1 Vektoren aus V" sind linear abhangig
2. Jenlinear unabhangige Vektoren aus V" bilden eine Basisvon V".

Ist B={b, ...,b,} eine Basiseinesn-dimensionden VR V" (ne ), so besitzt jeder

Vektor ac V" beziiglich der Basis B eine eindeutige Basisdarstellung:  a= Zaib,
i=1

Sind ¢, .., ¢, (pe IN) Vektoren eines Vektorraums mit der Eigenschaft, dal3 sich jeder

Vektor ae V auf genau eine Weise as Linearkombination der ¢; darstellen |43, soist V
p-dimensional, und {c, ..., Cp} ist eineBasisvon V.

Ist U ein Untervektorraum eines n-dimensionalen Vektorraums V", soist U
endlichdimensional, und es gilt dim U < dim V". Das Gleichheitszeichen gilt genau
dann, wennU =V".

Dimensionssatz. Fir zwel Untervektorraume U1 und U2 e nes n-dimensionalen
Vektorraums V" gilt
dim U, + dim U, = dim UinU, + dim U, +U,
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(Beweisund Zeichnung S. 67)

Bem: Dimensionssatz fir UinU, = {0} : dmU; +dim U, =dim U,®U,

(Beispiele S. 69)

6.3 Basiswechsel

Summenschrelbwei se:

all alZ aln
. _ o, o o
Ubergangsmatrix a=| = 7 2

Oy Opp 0 Oy,

zum Basiswechsel von B nach B (analog zum Basiswechsel von B nach B , Ubergangsmatrix
heif3t dann C)

0 furi#k
Kronecker-Symbole: &y = .

1 furi=k
da CA=AC=E gilt: c=a™"

Transformation der Komponenten

Basisdarstellungvonx: x=Y&.b,, e S, andogfir eineandere Basis: x= Y &b,
=1

dann gilt: x = i(i o, & }j

=
esgiltdso: X=AX

und X = CX sieheauch S.72
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lll Lineare Abbildungen und lineare Gleichungssysteme

7 Lineares Gleichungssystem und zugehdrige lineare Abbildung

7.1 Lineares Gleichungssystem, Beispiele
Beispid: AX=a

wenn a ein Nullvektor, dann ist es ein homogenes LGS.

7.2 Die zu einem LGS gehdrige lineare Abbildung

siehe Kapitel 8.

8 Lineare Abbildungen

8.1 Definition und Beispiele

Defl: V und W seien S-Vektorraume. Eine Abbildung @ : V — W heifl3t linear, wenn fur
dlea, be Vundalel e Sqilt:

(L1) ®(at+b) = d(a) + B(b)
(L2) ®(1a) = LDO(a)

S1: ODER: (ZusammenfassungvonLlundL2) (L) &(Aa+ ub)=Ad(a) + ud(b)

Bem: ausL1folgt: ® ist Homomorphismus der abelschen Gruppe (V,+) in die abelsche
Gruppe (W,+).
aus L2 folgt dann: @ ist auch bzgl. der S-Multiplikation verkntpfungstreu, daher
Lineare Abbildung = Homomorphismus

M onomor phismus = injektiver Morphismus

Epimor phismus = surjektiver Morphismus

| somor phismus = bijektiver Morphismus

Endomor phismus = Morphismus h: A—A, der eine Algebra A in sich abbildet (fir W=V)
= lineare Selbstabbildung

Automor phismus = bijektiver Endomorphismus
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S2:  Bei ener linearen Abbildung @ : V — W geht der Nullvektor o € V in den Nullvektor
0 € W Uber.

S3.  Bei ener linearen Abbildung @ : V — W gehen linear abhéngige Vektoren &,...ac € V
in linear abhéngige Vektoren ®(ay),...,®(a) € W Uber.

4.  Bei @ner injektiven linearen Abbildung @ : V — W gehen linear unabhéngige
Vektoren &,...a € V inlinear unabhangige Vektoren ®(&),...,®(a) € W Uber.

S5.  {by,...,b)} sei eine Basiseines S-Vektorraums V" und b’s,...,b", seien beliebig
vorgegebene Vektoren eines S-Vektorraums W. Dann gibt es eine und nur eine lineare
Abbildung @ : V" — W mit

(I)(b|) = b,i i = 1,2,...n

8.2 Kern und Bildraum einer linearen Abbildung, Faktorraum

Def: @& :V — W sd einelineare Abbildung. AlsKern von @ bezeichnen wir die Menge der
Vektoren aus V, die durch die Abbildung ® auf den Nullvektor 0" € W abgebildet
werden, also

Kern® ={xe V |®(X) =0}

S1: Der Kern einer linearen Abbildung @ : V — W ist eéin Unterraumvon V.

S2.  Der Kern einer linearen Abbildung @ : V — W ist genau dann der Nullraum{o} c V,
wenn @ injektiv ist.

S3. Istd:V — W enelineare Abbildung, so ist die Bildmenge ®(V) ein Untervektorraum
desZielraumsW.
= Bildmenge ®(V) nennen wir auch Bildraum von ®.

Ke={xe V|®dXx)=a}, fira=0 istKy=Kend® (istUVRvonV)
fir 80" ist Ky kein Untervektorraum von V wegen o ¢ Ky.

Klasseneinteilung (Partition) moglich — definiert tber eine Aquivalenzrelation,
zB.: x~yeox-ye Kend (*)
allgemeiner kann man definieren x~y < x-ye U (**), wobe U ein Untervektorraum von

V ist (ebenfalls Aquivalebnzrelation) —in der zugehdrigen Faktormenge V , dso fir die
Aquivalenzklassen, kann man nun Addition und S-Multiplikation erklaren:

K+ V=x+y ox:= oxx
S4:  Zujedem Untervektorraum U eines S-Vektorraums V gehort eine Aquivalenzrelation

(*) und eine Menge (Faktormenge) V von Aquivalenzklassen. V oist bzgl. der oben
definierten Addition und S-Multiplikation ein S-Vektorraum
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V heift FaktorraumvonV nachU: V = V/U, die Elementevon V heiRen auch
Restklasse nach U (eine der Restklassen ist U selbst)

S5:  Zuener linearen Abbildung @ : V — W gehort eine Klasseneinteilung (Faktormenge)

V', wobei einer Klasse alle Elemente von V mit demselben Bil dvektor angehoren. Voist
bezliglich der oben definierten Addition und S-Multiplikation der Faktorraum von V

ach Kern @ (Schreibweise: V = V/Kern D).

Kanonische Abbildung: v :V - V/Kern®, x> X
bei gegebener linearer Abbildung® : V - W

S6: Homomorphiesatz fur Vektorrdume: essal @ : V — W einelineare Abbildung, dann
ist
@:V/IKen ® — D(V); X>dP(X) mtxe X
ein Isomor phismus. Folgendes Diagramm ist kommutativ, d.h. esist ® = ® o v, wobel
v die kanonische Abbildung (***) ist.

V/IKern @

8.3 Rang einer linearen Abbildung

Defl: Der Rang einer linearen abbildung @ : V" — W ist die Dimension des Bildraumes von
®, also Rang @ = dim ®(V")

esgilt: Rang® <dimV"=n
und nach 6.2, Satz 10: Rang ® <dimWP=p (wennder Zielraum die Dimension p hat)

S1:  Firenelineare Abbildung @ : V" — W gilt: Rang® +dimKern® =dim V"
(die Summe der Dimensionen des Kerns und des Bildraums von @ ist n)

S2:  Einelineare Abbildung @ : V" — W ist genau dann injektiv, wenn Rang @ = dim V"
S3:  Einelineare Abbildung @ : V" — WP ist genau dann surjektiv, wenn Rang ® = dim WP,

Def2: Zwel S-Vektorrdume V,W heif3en isomorph, wenn es einen | somorphismus
O :V —> W gibt.

S4:.  Zwei endlichdimensionale Vektorraume V", WP tiber S sind genau dann isomorph, wenn
sedie gleiche Dimension haben (n = p).
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9 Losungstheorie der linearen Gleichungssysteme

9.1 Existenz der L6ésung eines LGS
LGS: Yo & =, i=1..p wobeipne N, oy e S
k=1

S1:  (abgewandelt) ein LGS ist genau dann l6sbar, wenn fir die zugehdrige lineare
bbildung ® und den Vektor a gilt, dal3 a € ®(S").

S2: @ :Sn— Spsa diezum LGS gehdrige lineare Abbildung, und S ,..., S, seiendie
paltenvektoren der zum LGS gehdrenden einfachen Matrix. Dann gilt
©(S") =[8,,....5]

S3:  DasLGSist genau dann [6sbar, wenn dim[s,....5,] =dim[s,...,§,,d]

Defl; Ist
all alZ aln
aZl aZZ aZ
A= ) "
o pl o p2 o pn

eine Matrix mit Elementen oux € S, so heil3t die Maximalzahl linear unabhangiger
Spaltenvektoren von A der Rang der Matrix A (Spaltenrang)
(auf deutsch: Anzahl der von Null verschiedenen Zeilen in der Staffelform)

. Losbarkeitskriterium fur lineare Gleichungssysteme:
Das LGS st genau dann |6sbar, wenn der Rang der einfachen Matrix des LGS gleich
dem Rang der erweiterten Matrix des LGS ist.

9.2 Struktur der L6sungsmenge eines LGS

S1:  DielLo6sungsmange L einesltsbaren LGSist eine Restklasse nach dem Kern der
linearen Abbildung @. Ist X,e L eine beliebig gewahlte Lésung des Lgs, so gilt fir die

L 6sungsmenge:
L={XeS"|IVeKeand: X=X,+V}

homogenesLGS: > o, &, =0, i=1..p

k=1
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S2.  EsseienL die Losungsmenge einesldsbaren LGS, L, die Lésungsmenge des
zugehdrigen homogenen LGS und X, € L eine beliebig gewahlte Losung des LGS.
Dann gilt:
L={XeS"|IVel, : X=X,+V}
d.h. man erhdlt alle Lésungen eines LGS, wenn man zu einer bel. gewahiten Losung die
Ldsungen des homogenen LGS addiert: L = X,+ Lh= X,+ Kern ®.

S3.  Einlodsbares LGS besitzt genau dann nur eine L 6sung, wenn das zugehotrige homogene
LGS nur dietriviale L6sung besitzt.

Bem: Ein homogenes LGS hat stets dietriviale Lésung X,= 0 € S

. Ein homogenes LGS mit der Matrix A ist genau dann nichttrivial |6sbar, wenn
Rang A <nist. Ist d = n-Rang A > 0, dann gibt es d linear unabhéngige L dsungen
V,,...,V, € S"deshomogenen LGS, und die Lsungsmenge L, besteht aus allen

d
Linearkombinationen X = > AV, (A, €S) der V,,...,,.
i=1

10 Das GAUSSsche Eliminationsverfahren

10.1 Elementaroperationen fir ein LGS

Elementaroperationen fur ein LGS:
() Ersetzung der i-ten Gleichung durch ihr A-faches (A € S, A # 0)
(1) Ersetzung der i-ten Gleichung durch die Summe der i-ten und der j-ten
Gleichung

Bem: (aus wiederholter Anwendung von (1) und (11))
(1) Ersetzung der i-ten Gleichung durch die Summe der i-ten Gleichung und dem -
fachen der j-ten Gleichung (i #j, L e S)
(IV)  Vertauschung zweier Gleichungen

Si: Die Losungsmenge des LGS wird bei einer der Elementaroperationen nicht gedndert.

10.2 Das GAUSSsche Eliminationsverfahren

Zeilenin die Form bringen, dal3siemit 1 x x ... 01xx..001x X ... usw. beginnen
(Treppenform), dann L 6sung ablesen.
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10.3 Der Zeilenrang einer Matrix

S1:

Def:

S2:

Der Spaltenrang einer Matrix A bleibt bei Elementaroperationen der Zeilen von A
unverandert.

Der Zelenrang einer Matrix A ist die Maximalzahl linear unabhangiger Zeilenvektoren
von A.

Der Zeilenrang einer Matrix 2 ist gleich dem Spaltenrang von A.

10.4 Aquivalente Matrizen

Def:

S1:

S2:

Zwei Matrizen &, B € S heiflen &quivalent (Schreibweise A ~ B), wenn sie
denselben Rang haben.

Zwei Matrizen &, B € S sind genau dann &quivalent, wenn B asu A durch endlich
viele Elementaroperationen der Zeilen- oder Spaltenvektoren hervorgeht.

Zwei Matrizen &, B € S sind genau dann &quivalent, wenn es eine Matrix s € SP”
mit Rang S = p und eine Matrix T € S™ mit Rang T = ngibt, so daR gilt: B = SAT
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IV Lineare Abbildungen und Matrizen

11 Der Vektorraum der linearen Abbildung

11.1 Der Vektorraum L(V,W)

Def:

Def:

S1:

S2:

V und W seien Vektorrdume Uber demselben Korper S, und L(V, W) sei die Menge
aler linearen Abbildungen von 'V in W — eswird nun eine Addition und eine S
Multiplikation erklért:

Essden®, ¥ € L(V, W) und A € S. Dann heit die Abbildung:

V->W
o+ VY. - die Summe von @ und ¥, und die Abbildung:
X (@ + WY)(X):= D(x) + ¥(X)
V ->W
AD: das A-fache von @
X (AD)(X):= AD(X)

Esseien @, V¥ lineare Abbildungen von 'V in W. Dann sind auch ® + ¥ und A®
(fur A € S) lineare Abbildungen von'V nach W.

L(V,W) ist beziiglich der erklarten Addition und S-Multiplikation ein Vektorraum
Uber S.

EssadenV und W endlichdimensionae Vektorrédume tber S. Dannist auch L(V,W)
endlichdimensional und es gilt: dmL(V,W)=dmV -dmW

11.2 Der Dualraum eines Vektorraums

Daman den Skalarkérper S als einen eindimensionalen VR iber sich selbst S auffassen kann,
setzen wir nun W = S' = Sund erhalten den Vektorraum L(V,S) aller linearen Abbildungen
von 'V in den Skalarkérper S. Man nennt L(V, S) auch Dualraum V* von V. Seine Elemente,
namlich die linearen Abbildungen @ : V — S, heif3en auch Linearformen auf V.

weiter Stichworte:  Bildung der Dualbasis von V*; (sehe S. 116)

V** : Bidualraum von V

11.3 Die Abbildungsmatrix einer linearen Abbildung

Essei V" ein n-dimensionder, WP ein p-dimensonaler VR Uber demselben Korper S sowie
B={by,...,bn} und C={cy,...,c;} die dazugehotrigen geordneten Basen.
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p
Esse @(b,)= Zaikq ;k=1,..,n aixe S einelineare Abbildung von V" nach W?

i=1
(Basisdarstellung), dann ist die Abbildungsmatrix von @ bzgl. der geordneten Basen B, C
eine wie folgt definierte (p,n)-Matrix:

all aln
A= :
(o2 o o
(in der k-ten Spalte von A stehen die Komponenten von ®(by) bzgl. C gemal3
p
d(b) =D a,C ) (...S. 117)
i=1
S1:  Ineinem S-Vektorraum V" sai eine geordnete Basis B und in einem S-V ektorraum WP

sei eine geordnete Basis C gewéhlt, Dannist die Abbildung
O LV WP) =5 SPYV D5 A |

die jeder linearen Abbildung ®: V" — WP die Abbildungsmatrix 2 € S*” bzgl. B, C
p
gemal ®(b,) = > o, zugeordnet, bijektiv.

i=1
S2: Essda A eine Abbildungsmatrix einer linearen Abbildung @ : Vn — Whp.
Danngilt: Rang® = Rang A

(*)  Opc(® +¥) = Opc(P) + Opc(Y)
@Bc(kq)) = k@Bc((b)
S3:  DieAbbildung ®gc : L(V"WP) — SP" jst ein |somorphismus,

(mehr S. 120)

12 Die Algebra einer Selbstabbildung eines VR und der
(n,n)-Matrizen

12.1 Verkettung linearer Abbildungen und Matrixprodukte

EsseienV, W, Z drei Vektorraume tiber demselben Kérper Sund® :V - W, ¥ 1 W - Z
lineare Abbildungen.

Sl:  Snd®:V ->Wund¥ : W — Z lineare Abbildungen, so ist auch die Verkettung
O°VY:V - Zlinear.
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S2:  DieAbbildungmatrix der Verkettung IT =YW ° ® zweier linearer Abbildungen ® und ¥
ist das Produkt P = BA der Abbildungmatrix B von ¥ mit der Abbildungsmatrix A von
@ bzgl. der in den entsprechenden V ektorrdumen eingefiihrten Basen gemal3:

GBD((I) © \P) = @CD(\P)Gsc((D)

(siehe auch Aufgabe 1 auf Seite 123)

12.2 Die Algebra der linearen Selbstabbildung eines Vektorraums

Annahmejetzt: V =W =Z = Abbildungen sind lineare Selbstabbildungen
(Endomorphismen) von V; Verkettung mdglich und wieder Endomorphismus
L(V,V) ist die Menge der Endomorphismen® : V — V.

Der Vektorraum (L(V,V),+,) bildet mit einer weiteren inneren Verkntipfung ° einen
S-Vektorraum.

S1:  Firenen S-VektorraumV ist (L(V, V),+, -, °) eneS-Algebra[sie hall3t
Endomorphismenalgebra von V]

Beml: Der Endomorphismenring ist i.a. nicht kommutativ

Algebrai somor phismus:
Fur ale Endomorphismen ®, ¥ € L(V" V") und A € S (nach 11.3 (*) und 12.1 S2):

GBB((I) + \P) = GBB((I)) + GBB(\P)

GBBO\«(I)) = k@BB((I))

GBB((I) © \P) = GBB(\P) L4 GBB((I))
auBerdem:  Ogg(idy") = E

S2:  Sei V"einn-dimensionaler S-Vektoraum mit einer Basis B. Dannist Ogg €in
Algrbrai somorphismus zwischen den Endomorphismenalgebren (L(V", V"), +, -, ©) und
der Matrizenalgebra (S™ 7, +, -, o).

12.3 Die Gruppe der Automorphismen
eines Vektorraums und der reguléren (n,n)-Matrizen

Wir betrachten jetzt in der Menge L(V,V) der Endomorphismen des Vektorraums 'V Uber Sdie
Teilmenge der bijektiven linearen Selbstabbildungen, also der Automor phismen von V.
Bezeichnung dieser Menge: GL (V)

S1:  GL(V) ist beziiglich der Verkettung eine Gruppe [lineare Gruppe oder
Automor phismengruppe von V]

S2:  Einelineare Selbstabbildung ® von V" ist genau dann bijektiv, wenn die
Abbildungsmatrix von @ bzgl. der Basis{ bs,...,b,} den Rang n hat.
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Def:

Eine (n,n)-Matix A mit Rang A = n heil3 regulér. Ist Rang A < n, so heildt A singuléar.
Die Menge der reguldren (n,n) Matrizen bezeichnen wir mit GS™".
(Den Automorphismen von V" entsprechen also genau die reguléren Matrizen.)

GS(n,n) ist bzgl. der Matrizenmultiplikation eine Gruppe.
Nach S3 gibt esalso in der Gruppe GS(n,N) der reguléren (n,n)-Matrizen tber S zu

jeder Matrix A genau eineinverse Matrix A™* mit
AAT=E=2a"A

Berechnung der inversen Matrix:

|6sen der LGSe Axi = &, wobel X dann die Spaltenvektoren der Inversen sind.
(in elnem LGS moglich — Bsp. auf Seite 127)

12.4 Ahnliche Matrizen

Def1:

S1:

Def2:

S2:

S3:

Zwei Matrizena, & e S™ heiRen ghnlich, wenn sie Abbildungsmatrizen des
Endomorphismus ® : V" — V" eines S-Vektorraums V" sind.

Zwei Matrizena, A e S™ sind genau dann ghnlich, wenn es eine regulére (n,n)-
Matrix T Uber sgibt, so dal3 gilt:

A =TIAT

Ist A = (o) ene (n,n)-Matrix Uber S, so heilét die Summe der Hauptdiagonal el emente
die Spur von A, geschrieben:

n
Spura = > a
=1

Sind B, C zwei (n,n)-Matrizen Uber S, so gilt: Spur BC = Spur CB

Sinda, A ahnliche Matrizen, so gilt:  Spur A = Spur A

Nach Deinition 1 ist die Ahnlichkeit in S™ eine Aquivalenzrelation. Die Spur ist eine
Invariante der Anlichkeitsklasse (firr alle Elemente gleich).

Def3:

Unter der Spur eines Endomorphismus @ eines n-dimensionalen VR V" verstehen wir
die Spur irgendeiner Abbildungmatrix A von @; geschrieben: Spur ® = Spur A
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12.5 Das Minimalpolynom
12.5.1 Teilbarkeit in S[x]
Defl: Fir zwei Polynomef, ge S x] mit f # 0 sagt man f teilt g [bzw. f ist ein Teiler von g],

wenn esein Polynom h e §x] gibt mit g = hf. [Schreibweise: f|g]. Ferner hellét ein
Nichtnullpolynom normiert, wenn fir den K oeffizienten oy der hochsetn Potenz oy = 1

gilt.

12.5.2 Das Minimalpolynom eines Endomoprphismus

12.5.3 Das Minimalpolynom einer quadratischen Matrix

13 Eigenwerte und Eigenvektoren. Normalformen

13.1 Eigenwerte und Eigenvektoren von Endomorphismen und Matrizen

13.2 Diagonalisierbare Endomorphismen

13.3 Die Jordansche Normalform einer Matrix

13.3.1 Hauptraume

13.3.2 Die Jordansche Blockmatrix

13.3.3 Die Jordansche Normalform
13.3.4 Ein Beispiel
13.3.5 Jordansche Normalform einer Matrix

13.3.6 Eigenschaften der jordanschen Normalform
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V Determinanten

14 Deteminaantenformen

14.1 Multilinearformen

14.2 Determinantenformen

14.3 Die Entwicklungsformel

14.4 Existenz von Determinantenformen

15 Die Determinante eines Endomorphismus einer Matrix

15.1 Die Determinante eines Endomorphismus

15.2 Die Determinante einer (n,n)-Matrix

15.3 Satze Uber Determinanten von (n,n)-Matrizen

16 Anwendungen der Determinantentheorie

16.1 Anwendungen der Determinantentheorie auf lineare Gleichungssysteme

16.2 Das Charakhteristische Polynom eines Endom. einer Matrix

16.3 Orientierung eines Vektorraums tUber einen angeordneten Korper

LA 2
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VI Vektorraume mit Skalarprodukt
17 Euklidische Vektorraume

17.1 Das Skalarprodukt
17.1.1 Euklidische Vektorraume
17.1.2 Unitare Vektorraume
17.1.3 Metrische Vektorraume
17.1.4 Fumdamentalmatrix eines Skalarprodukts
17.2 Die Norm eines vektors. Normierte Vektorraume
17.3 Winkelmal3
17.4 Orthogonalitat
17.4.1 Gundlagen
17.4.2 Fundamentalmatrix bzgl. einer Orthogonalbasis
17.4.3 Orthogonales Komplement
17.4.4 Orthogonale Projektion
17.4.5 Abstand eins Vektors zu einem Untervektorraum
17.4.6 Satz von Riesz
17.4.7 Das HURWITZsche Definitionskriterium
17.5 Othogonale und unitare Matrizen
17.6 Unitare Erweiterung eines euklidischen Vektorraums

18 Orientierte euklidische Vektorrdume

18.1 Definition. Normierte Determinantenformen
18.2 Das Orientierte Winkelmal3 in (E2, A)
18.3 Das auliere produktinin (E3, A)

19 Normale Endomorphismen

19.1 Die adjungierte Abbildung
19.2 Normale Endomorphismen
19.2.1 Normale Endomorphismen von unitaren Vektorraumen
19.2.2 Normale Endomorphismen von euklidischen Vektorraumen
19.3 Selbstadjungierte Endomorphismen
19.4 Isometrien
19.5 Normalformen einer Isometrie. Klassifikation der Isometrien
19.5.1 Isometrien von unitaren Vektorrdumen Un
19.5.2 Isometrien eines euklidischen Vektorraums E"

VIl Affine Geometrie

20 Affine Raume

20.1 Definition eins affinen Raumes

20.2 Affine Uneterraume

20.3 Einige Satze der ebenen affinen Geometrie

20.4 Durchschnitt und Verbindungsraum affiner Unterrdume
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20.5 Affine Hulle von affin unabhangigen Punkten
20.6 Affine Unterraume als Losungsmenge linearer Gleichungssysteme

21 Affine Abbildungen

21.1 Affine Abbildungen und zugehdrige lineare Abbildungen
21.2 Geometrische Eigenschaten affiner Abbildungen
21.3 Affinitaten. Die affine Gruppe
21.4 Koordinatendarstellung affiner Abbildungen
21.5 Fixelemente affiner Selbstabbildungen
21.6 Klassifikation der affinen Abbildung
21.6.1 Klassifikation der affinen Selbstabbildungen
eines reellen 2-dimensionalen affinen Raumes
21.6.2Klassifikation der affinen Selbstabbildungen
eines komplexten n-dimensionalen affinen Raumes

22 angeordnete affine Raume

22.1 Konvexe Mengen
22.2 Simplexe, Spate, Halbrdume
22.3 Orientierte affine Raume. Volumen von n-Spalten

VIl Euklidische Raume
23 Euklidische Punktraume

23.1 Definition der euklidischen Raumes. Abstand zweier Punkte
23.2 Euklidische Unterraume
23.3 Orientierte euklidische Raume

24 Bewegungen

24.1 Definition einer Bewegung. Die Bewegungsgruppe des E"

24.2 Klassifikation der Bewegung
24.3 Ahnlichkeitsabbildung des E"

IX Quadriken

25 Quadrikenim A"

25.1 Definition einer Quiadrik

25.2 Normalformen von Quadrikgleichungen

25.3 Mittelpunkte bel Quadriken

25.4 Entartete Quadriken

25.5 Eigentlichen und nichteigentliche Quadriken

25.6 Klasssifikation der Quadriken im reellen und im komplexen A"
25.7 Schnitte eigentlicher Quadiken mit affinen Raumen

25.8 Weitere geometrische Eigenschaften eigentlicher Quadriken
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26 Quadrikenim IE"

26.1 Definition einer Quadrik im E"

26.2 Hauptachsentransformation einer symmetrischen Bilinearform
26.3 Quadrikenim E"

26.4 Weitere geometrische Eigenschaften
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