Notizen zu LA

Eigenschaften zweistelliger Relationen p c M2 X,y¥,Zze M
o reflexiv=Vx: xpx

o irreflexiv=flr keinx: xp x

e symmetrisch=V xX,y: Xpy = ypX

e antisymmetrisch=V x,y: xpy und ypx = X=y
e asymmetrisch =V x,y: xpygilt = yp xgilt nicht
e transitiv=Vxy,z. xpyundypz = Xpz

e antitransitiv=p"mnp#d Vn =2

e alternativ (vergleichbar) = V x,y: entweder x py oder y p x gilt

die Relation p heif3t:

e Aquivalenzrelation = reflexiv, symmetrisch und transitiv

e Halbordnung = Ordnungsrelation = partielle Ordnung = reflexiv, antisym., transitiv

e strenge Halbordnung = strenge Ordnung = irreflexiv und transitiv
e Quasiordnung = reflexiv und transitiv

¢ lineare Ordnung = totale Ordnung = aternative Halbordnung

e inverse Relation = transponierte Relation = p* c M2= xpyoyptx

Klasseneintellungin A : 1. keineKlasseist leer (,Klasse* ist Teilmenge von A)
2. der Durchschnitt von je zwei versch. Klassen ist leer
3. dieVereinigung aler Klassenist A
(A, H) und (B, ) selen Verknupfungsgebilde (V.geb. sind abgeschlossen!), h: A—B
Homomorphismus: V X,y e A: h(x Hy) =h(x) h(y)
(dh:ist xHy=zinA = h(x) h(y)=h(2)inB)
Gruppe: abgeschlossen
assoziativ
neutrales Element
Inverses
abelsche Gruppe: zusétzlich kommutativ
Untergruppenkriterien: U c A ist Untergruppe der Gr. (A, H) bzgl. H, wenn:
1. Uzd

2. VabeU:aHbeU
Bem: das homomorphe Bild einer Gruppe ist wieder eine Gruppe.

Ring (R, +, *): 1. (R, +) ist abelsche Gruppe

2. (R, -) ist assoziativ (und abgeschlossen (auch zeigen!))

3. die Distributivgesetze gelten (beide miissen bewiesen werden!)
wenn der Ring kommutativ (d.h. (R,-) ist komm.), so folg das zweite Distributivgesetz aus dem ersten [eins reicht dann)]
neutr, Element in (R, +): Nullelem.; zu ainv. Element: -a; neutr. Element bzgl. - : Einselem.
Korper: Ring (R, +, -), mit: (R\{0}, ) ist abelsche Gruppe Bem: Ring mit Nullteilern ist kein K.




Der Korper € der komplexen Zahlen
z+2,= a,+if,+a,+if,=a,+a,+i(B,+B,)  Bem:wiegewohnt:|i*=-1

412, :(O‘l +iﬁ1)(az + iﬁz) =00, _ﬁlﬁz +i(a1ﬁ2 + ﬁlaz)

Einsdlement: 1 multiplikative | nverse von (o + if3) # O: —1i
o

konjugiert komplexe Zahl (zuz=a +iB): Z=o—-if=(a,—p)

(Absolut-)Betragvonz: |z|=+o? + B2 =z

,\!\‘|J\'
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2+2,=0>2+2,=2+2,=0 Rez=1(z

NI

2,%£2,=2%7 2-2,=2-2
S-Vektorraum (V,+,)): 'V Menge, Sein Korper; @:VxV - V; e SxV >V
e (V,+) abelsche Gruppe
e abe V;o0,pe Sqilt
(m1) lea=a
(m2)  ae(Pea) = (af)ea (vergl. Assoziativges.)
(m3) (o +P)ea=ocea® Pea (vergl. 1. Distributivges.)
(m4) oae(a®b)=ocea® aeb (vergl. 2. Distributivges.)

Untervektorraum: Ul Uz0
(U2) VabeU VAeS atbeU A Aae U
bzw.Vabe U VAue S  Aa+ube U
(Abgeschlossenheit!!)

S-Algebra (A,+,-,9): (A, +, ) ist SVektorraum (jetzt: - SXA — A)
(A, +, ) ist Ring mit Einselement  ( +,0: AXA — A)
(L-d)eb=ae(A-b)=A-(aeb) Vabe A VAe S
(Vertraglichkeitsbedingung)

g

: Mengedler UVR einesVR V, die eine gegebene Menge M c V enthalten
D= Uﬂ U istUVRvonV. ( u:Mengealer UVR eines VR V, die e. gegebene Menge M c V
)

enth.)
[M]= N U gilt
Ueu

Summe der UVRe U, U: U;+U, = [Us U Uy] (ist wieder UVR)

=Mengealler Vektorenw = u; + u, mitu; € Uy, U, e U,
die Summe U;+U, heifdt direkte Summe U;@U,, wenn UinU, = {0}; esgilt: dim U;nU, =0
U;+U, direkt < zu jedemw e U;+U, gibt es genau z2wei Vektoren u; € Uy, U, € U, mit w = ug+uy.
analog bei mehr als zwel Untervektorrdumen — auch unendlich viele.

lineareHullevon M : [M]. (,alleLinearkombinationen*) —firM =&: [M] ={o}.

p
linear abhangig: esgibt oy, ...,0, € S: Zaiq =0:dmindeino; #0
i=1

p
linear unabhangig: > a3 =0 = o= ..=0p=0
i=1

Dimensionssatz dmU; +dmU;=dimU;nUs; + dimU; + U,
fur U1nU, = {o} (Summedirekt) :  dim U; +dim U, = dim U;®U,



Basisvon U;nU, und U; + U,:  (siehe Handgeschriebenes hinten)

Basiswechsel von B nach B: ausGleichungen b =Y ar;b; i=1,..n; o5e S
j=1
Oy O e Oy

O, O, - «
AT 2n | (. Zeilen-o:s werden zu Spalten!“)

bekommt man Ubergangsmatrix A=

Oy Opp o0 Oy,

n
| x=a%X | [ X=cx| wobei c=a" bzw.causb, =Y 7,b : Matrix mit % (wie oben)

i=1
c=a", da CA=AC=E gilt , kontragradiente Transformation*!!
Lineare Abbildung = Homomorphismus. (L1) ®(atb) = d(a) + O(b)

(L2) ®(La) = A D(a)
oder: (L) [ d(Aa+ ub) = AD(a) + ud(b) |

Monomor phismus = injektiver Homomorphismus Epimor phismus = surjektiver Homomorphismus
I somor phismus = bijektiver Homomorphismus v < det#0
Endomor phismus = lin. Selbstabb. = Morphismus h: A—A  Automor phismus = bijektiver Endomorphismus
bei Homomorphismus: lin. abhéngige Vektoren — lin. abhéngige Vektoren

bei Epimorphismus (& injektiv): lin. unabhéngige Vektoren —  lin. unabhéngige Vektoren
bei linearer Abb. @ : V" > W : [Rang @ + dimKern ® = dim V"
injektiv. & Rang® =dimV" (& dimKern® ={o0}) surjektiv < Rang® =dimW
V,Wisomorph < 3 lsomorphismus®:V - W < dmV=dmW
Homomorphiesatz fur Vektorrdume: essel @ : V — W lin. Abb.
= @:V/Kern® — D(V); X D(x) mitx € X ist Isomorphismus.
Rang der Matrix A (Spatenrang): Maximalzahl linear unabhéngiger Spaltenvektorenvon A
(auf deutsch: Anzahl der von Null verschiedenen Zeilen in der Staffelform)
= (Zellenrang): Maximalzahl linear unabhdngiger Zeilenvektoren von A

L6sung von LGS: Restklasse nach dem Kern (= eine Lsg.+Lsg. d. homogenen L SG) Lsg.+Kern
A% =b nichttrivial |6sbar < det A=0
Matrizen aquivalent: gleicher Rang — durch Elementarop. in Zeilen und Spalten ineinander tiberfiihren
reguldr: (n, n)- Matrix mit Rang = n (det # 0) = invertierbar !!!
L(V, W): Mengeadler lin. Abb. vonV in W (V und W endlichdim. = dim L(V,W) =dim V - dim W)
L(V,S) (lin. Abb. vonV in den Skalarkérper S): Dualraum V* von 'V —seine Elem. (die

linearen Abbildungen ® : V — S): Linearformen auf V.
zu {by,...,b} gehdrige Dualbasisvon V*: {®y,..., @} mit j(by) =6 ({by,....b)} Basisvon V)
Dualbasis von V* (sonst): zeigen: {by,...,by} Basisvon V und {®;(by)..., @n(by)} lin. unabh.
V** . Bidualraum von V (S. 116)
Minimalpolynom: 1. ma(A)=0 2. kleinstes Polynom mitf = 0 mitf(A) =0 3. normiert
charakteristisches Polynom: det(A-A€) =: pa(A) Pa(A) =0 [ ma teilt pa]
A ist Eigenwert < @©(x) = Ax (x = EigenVektor) © AX =AX & mMa(A) =0 pa(A) =0

< Rang(®-Aid) = Rang(A-A€) < n (bei Endomorphismus von V")
EWe verschieden = EVen lin. unabh.
Eigenraum: K, = Kern(A-A€) (= LGS (A-A€|0)) (bzw. Kern(®-Aid) = Raum, aus EVen U {0})
diagonalisierbarer Endomorphismus (von V") & 3 BasisausEVen
< Summe der Dimensionen von ERen =n
& 3 Diagond-Matrix A = S*ASmit;




in S stehen EVen spaltenweise!!

Hauptraume: H, = K, @ = Kern (P-Aid)? g=1....n bisk, @ konstant (n: Exponenten von ma!!)
Determinate:  (siehe Handgeschriebenes hinten)

JNF:

1. EWe bestimmen: mit Zeilen und Spaltenumf.: Rang(A-A€) <n < A ist EW oder

oder Nullstellen von char. Polynom (det(A-Ag)) (Minimalp.)
2. Hauptraume (Kern (®-Aid)%) zu EWen best. (jeweils g, bis K@ bzw. Rang K@ konst.)
3. Anzahl der Kastchen bestimmen (s, grofites)
s =dimK® - dim K@Y
S = dim K@D dim K@ - (s+...+5..1)
5= dimK®Y - (sp+...+5,1)

e Anzahl der Jordanbl6cke = Anz. der EW
e GroRe der Jordanbldcke = Exponenten im charakerist. Polynom = dim Kern(®-\id)°
= n-Rang(A-\g)1
e Gesamtzahl der Jordankastchen zu A = n-Rang(A-A€) = dim des Eigenraums zu A
e Anzahl der Jordankéastchen zu A mit Lange>k = dimH, ®- dimH, *?
= Rang(A-A€)“"- Rang(A-Lg)
e Grof3e des grofdten Jordankastchens = q = Exponent im Minimalpolynom

Jordanbasis.  (siehe Handgeschriebenes hinten)
Basiswechselmatrix Smit S’AS = INF : S=(S,,...,.S,) = Jordanbasisvektoren
Cayley-Hamilton: Polynom mit Matrizen teillen duch char. Polyn. = Rest ausrechnen
n-fache multilineare Abb.: injedem Argument lineare Abb.
alternierend: =0, wenn 2 Argumentstellen gleich ®(a,8)=0 und ®(a,b) =-d(b,a), ...
nichttrivial: #0 fUr ein X (nicht Nullabb.)
n-fache Multilinearform: in jedem Argument lineare Linearform
Determinantenform: nichttrivia, multilinear, aternierend
Skalarprodukt: positiv definite Hermite-Form (in R: pos. definite, symmetrische Bilinearform)
(pos. definit: Vae V: F(a,a >0 A F(a,a)=0< a=0)
Hermite-Form: e linear im ersten Argument

e H(b,a) = H(a,b) (Hermite-Eigenschaft) WICHTIG auch bei Skalarprod.

o H(a by + poby) = 11, H(a by) + 1, H(a, by)
Rechenregeln S. 203 beachten !!!  (auch: Hermite-Form)

Norm: Definitheit [[&]=0; |[a=0 < a=0
Homogenitat [Aal| = [A] - [lall
Dreiecksungleichung |[la+ bl| < [lal] + [|b]]
Fundamentalmatrix bzgl. ONB = €; sonst: Skalarprod. der Basisvekt.: gq = <by, bj> = g_Jk
Hermite-Matrix: wenngilt: G= G* (G*=G")
= Fundamentalmatrix ist Hermite-Matrix (in C) bzw. symmetrisch (in R)
Parrallelogrammidentitat:  ||la+ b|[* + |la- b||* = 2||al]* + 2||b|[*
S. 211 <ab>=1/2(|la+ blf* - ||all* - |[bl*)
Orthogonalsystem: M= &; o¢ M; a_l bfirje zwe versch. Vektoren von M

r

-b _2<br+1!ck>.c

+1 7 M k
k=1 <C,C >

Orthogonalisierung nach E.Schmidt: ¢ = bsi; ¢

T




Abstand d desVektors € zuUVRU: €=0+W U e U, W e U", W ist Orthgon.-
Projektion von ¢ auf U*, dann: d = [|w||
Matrix orthonormiert (= orthogonal, in R) bzw. unitér (in C) (2relhig: cog/sin - S.224)

< Zeilen bzw. Spaltenvektoren Zeilen und Spaltenvektoren
bilden ONB bilden ONB

o AT=A" A* =A"

& AT orthogonal A* unitér

o ATA=AAT=¢ A*A =AA* =¢

< Ubergangsmatrix zwischen zwei Orthonormalbasen
= |det A|=1 (Achtung: nur notwendig, nicht hinreichend!)
Matrix schiefsymmetrisch < AT =-A
Normierte Determinantenform A, = 1 fur positive ONB, = -1 fur negative ONB
| dentitat von Lagrange: Ao(X1,...,Xn) Ao(Y1,...,Yn) = det(<X;, yi>) (Matrix!!)
Kreuzprodukt: E* x E* — E>, def. durch Ao(a, b, x) = <ax b, x> (A)) bis (A,0) sieh Képping S.7

& & & azba - aabz
Berechnung: axb=det|a, a, a,|; bel Standardbasis:axb=| ab, —ab,
bl bz b3 albz — azbl

Adjungierte Abbildung @*: V xeV, Vye W: <®(x), y> = <x, ®*(y)> V endl.dim.= genau eine!
Abbildungsmatrix von ®*: A* bzw. AT (nur A bzgl. ONB!!) O VoW, W -V
(®+P)* =d* + P+ (AD)* = L * (®°W) =P* ° P* O** =P
normaler Endomorphismus < @ ° ®* = ®* °d bzw. AA* = A*A (normae Matrix)
< esgibt ONB aus Eigenvektoren = @ diagonalisierbar! (s.u)
& <O(X), D(y)> = <@*(x), *(y)>
& [P = [[D* (X)Il,
®, ®* haben gleichen EV, doch A EW von ® = A EW von &*
EV zu versch. EW stehen senkrecht aufeinander

Ay 0
n.E. ist diagonalisierbar: 3 T mit: Normalform D = T*AT = ; Ai: EWevon ©
0 A,
& T besteht aus normierten Eigenvektoren von A (alle ONBs der ERe)
& Tistunitar, dsoT' =T bzw. T* =T
selbstadjungierter Endomorphismus < @®* =®; inR < A =A" (symmetrisch)
ist normal, char. Polynom: n Linearfaktoren; imunitéren VR: selbstadj. © <®(x), x> e R
O selbstadj. > V=K;®..®K,, Ki=EigegnraumzuEW Aie R  K; LK;furi#]j
dlsometriec < Vxe V: ||©X)| =]x| (@ langeninvariant)
& VXYe V: <P(x), P(y)>=<x,y>
< Abbildungsmatrix bzgl. ONB. unitér (orthogonal)
& O* ° D =idy, A*A = ¢ ; Spaltenvekt. der Abb.matrix bilden ONB, etc. (s.0)
& bei Automorphismus; &* = @™
< bel normalem Endomorphismus: [A| =1V EWe (D = T*AT mit |A| = 1)
= @ injektiv (auch surjektiv bel endl. Dimension)
= ©(D(x), D(y)) = o(X,y) (Winkdinvarianz)
= |[detd|=1 = esgibt nur EW mit Betrag 1
= ©* ist Isometrie




= @ ist normaler Automorphismus

EWe von |somerien: +lund-1 < ngerade;, detd =-1
aus E" +1 & nungerade; det ® = +1
-1 < nungerade; det @ = -1
Drehung < det ® = +1; orientierungstreue |sometrie
| sometrienormalform:  Viefachheiten den EWe -1 (q); +1(p) = n-Rang(A £ A€)
oder Exponenten im char. Polynom (det(A-A€))
fUr alle anderen EW: A; = cos @y + i Sin @y , dann Drehkastchen (s.u.)
+1 0 p-mal
-1 g-ma
cosw; —Sno,

Nor malform:

0 SN,

COSm,

SpurA=p-q+ ZZCOSO)J- = z.B letztes unbek. cos (beachte: snw =+/1-cos” @ )

j=1

& wenn A + AT mehr Nullen (viele o = -0u): ® + @* (A + AT)betrachten:
¢ Viefachheiten von +2 statt +1

“ B
e bei EWen |u| < 2 Drehkéstchen (statt cos-sin-Kastchen):| 2 4

_ M 2
14 2

zugehdrige Orthonormalbasis. (A sal bzgl. der Basis{e,e,,63,64} gegeben)
ONB der Eigenraume zu A = 1 und A = -1 bestimmen

far ale |A| # 1: wéahlev,’ e Kern(A-Ag) mit |v,'|| =1

hier nur fiir A, gezeigt vi' = (0, P Y1, 8)7 setze: e = a6 + i + 7163 + 018y
Vo' = 5= (D(v1') - cos® - Vi') (o zu i aus Normalform von oben!)
V2 = (o, B2, Y2, &) Setze: €' = 00261 + B2y + Y263 + 028y

(d.h. esmul3 immer gelten:|®(v1l') =cosw - vy +sin® - Vo' [(v1',v2° ONB!) —kann auch
»geraten” und nachgepriift werden)

= ONB B ={e/, &, &, &'}
& fur T=(vi v, vi vo)giltt A’ =T'AT (A’ ist die Normalform)

%
Affiner Raum A: A0 f:AxA—-V: f(P,Q = PQ

— —
A={X|PX eV} eVPeAVxeV 31QeA: PQ =X
- o5 o
e VP,Q Re A: PO+ QR=PR

- - —
esgilt: QR=0 < Q=R; QR =-RQ Dimension=dimdesVR (V)

affiner Unterraum B: B={X |px € U},UistUVRvonV,Pe A
%
asofureinPeB: U={ PX|Xe B} zeigen: Uz O (z.B.0e U) roder einzeln (s.0)

Vabe U VAueS Aat+tube U
BinB, hat UVR: UnU, ; B1+B, hat UVR: Ui+U+[ _, ], PeBy, Qe B, (falls BynB, # 0) sonst: U;+U,
PQ




k -
Parameterdarstellung (1. Art): x= p+ Zlib, ; p= OP, PeB(=dargest. aff.UR) b; Basisv.

i=1

k - k
Parameterdarstellung (2. Art): x = Zli p; p=OPR, » A, =1 (auch negative 4; mdgl.)
i=1

i=1 i
Bsp.: Gerade: x = (1 - u)a+ ub ab zwel bel Pkte von Gerade
affines Koordinatensystem: ; by, ..., by) Ursprung O, Basisb; von

% n
jedes X darstellbar als OX = x=Y A;b, A sind Koordinaten
i=1
aff. UReB, B’ sind paralldl & Uc U’ oderU' c U

Spektralsatz, S.v. Desargues, S.v. Pappus, kleiner Satz v. Pappus, S.v. Menelaos
(siehe Handgeschriebenes hinten sowie Skript S. 271 ff)

affineHulle: [M] =(1),..B, wobei McA,C={B|McB}

Verbindungsraum: B, + B, =[B; U B,]
k+1 Punkte (von A) sind affin unabhangig (in allgemeiner L age)

< seliegen nicht in einem k-1-dimensionalen aff. UR von (3 nicht auf Gerade...usw.)
Losungsmengde (Rang r) eines|6sb. L GS kann als affiner UR B"" afgefal’t werden(und umgek.)

— — — —
affine Abbildung ¢: A" - B”: PQ =ART = ¢(P)o(Q) =1 ¢(R)e(T)
— —
J1lin Abb. ®: ®(PQ) = ¢(P)e(Q) (Bildund Urbild von ® geg. = 3, affine Abb. ¢)

Eigenschaften: aff. URe gehen in aff. URe Uber; geradentreu, parallelentreu, teilverh.-treu
Affinitat(= affine Selbstabb.), wennn A =B < & Automorphismus

allg. Formd. Affinitdt: X =a+ Ax; fur A =1 Trandation,

sonst Streckung mit Zentrum / Fixpunkt z= ;- a

Trandation z. P?(P) =V (v Trandationsvek.) Streckung o: ORP) = y&’ (y Str.-faktor)
Projektion: ®°® = @ (Idempotenz) V" =W @ Kern ® (W unverand.) Kern @: Proj.-richtung
Koordinatendarstellung: y=a+ AX; afest

bei Koordinatendarstellung ¢: y=a+ AX (LA Il Aufg. 39)

Fixpunkte LGS: (A-g|-a)losen
Fixrichtungen lineare Huille der Eigenvektoren z.B. [vi], [V2], [V3],...(Untervektorraum)
Fixgeraden 0: X=p+uv, Vv Fixrichtung; esmu3gelten: dn: (A-e) p =-a+nv

also LGS: (A-g | -a |V 1|V 2|V 3) herausfinden fur welche v und 1 |6sbar
= P (fur Geradengleichung, je eine Lsg. reicht)
Fixebenen wie Fixeraden, nur Gleichung X = p+yud+uv
Fixrdume allgemein Fixrichtungen (z.B. 2-dim.: [vy,V2], [Vv1,v3]...) und 3 Pe B: ¢(P)e B
konvexe Hillle: <M> = ﬂKEKK ,wobei M c A", K={K|K>M, K konvex}
Lot und Abstand LGS aus<l;-l, &> =0; <l;-l,, bi> = 0 = Koefizienten A, (einsetzen!)
= |y, |; (Lotful3punkte) und Abstand = ||l -I5|| &,b sind Richtungsvektorenv. I; bzw. I,
& oder:  LGS: Ax =0mit AT = (ay, &, by, by) (Vektoren in Zeilen!)

_ <c, A-B> mit d'i.ese Methqde
= mit Gaul3Lsg = ¢ =, Lotvektor* und d = | l erhélt man keine
llcll LotfuRpunkte

(A, B e U;, U, - Vektoren aus den Parameterdarst)
Bewegung: affine Abbildung mit: zugehérige lin. Abb. ist Isometrie

< Selbstabbildung, ¢ &3 die Abstande invariant
Ahnlichkeitsabbildung: Absténde werden um Faktor y gestreckt




ist in E" Affinitat und Streckung © Bewegun
Schlaues am Schluf3:
Eigenrdume von @ sind ®-invariant (Rep 2, 122)
a=a = aeR
Cramer-Regel: Cr.-System mit det = 0: 3; Lsg.: & :% , D=det A; Dy:k-te Sp. durch aers.
unklar:
ges T mit T'AT = B (vergl. auch Aufg. | 42)
(Kapitel 22 (Spate etc.)???

Tipp-Reste:

. 2
dann cosw =4 und snw =41-4% =
(wenndim U; =dim U,)



