Lineare Algebra I-Zusammenfassung

Lars Hoffmann
Alexander Sung

Dies ist der Versuch einer Zusammenfassung von den klausurrelevanten Themen des ersten Seme-
sters Lineare Algebra. Sie orientiert sich an der Struktur der Klausuren und ist nicht als Nach-
schlagewerk gedacht. An manchen Stellen wird von gewissen Vorkenntnissen ausgegangen.

Es sei auch darauf hingewiesen, dass dieses Dokument nur den allgemeinen Aufbau der Klausuren
widergibt. Einzelne Klausuren kénnen in den Teilaufgaben durchaus hiervon abweichen.

Die Literaturverweise beziehen sich auf:
e das Skript von Dr. V. Drumm, Prof. W. Weil (DW)

e das Skript von Prof. H. Kunle, Prof. G. Aumann, Dr. U. Schober
(fiir die Horer von Prof. Leuzinger bzw. Dr. Spitzmiiller) (LS)

e die Ubungsblitter vom WS99 und SS’00 (Ub)

Besonderer Dank fiir Hilfe rund um TeX geht an Manuel Kauers.



Aufgabe 1

Definitionen und Sitze

e Abbildungen Sei f: A — B eine Abbildung.
f heift injektiv, wenn aus x1,z2 € A, 1 # x5 folgt, daBl f(z1) # f(z2) ist. f ist genau dann
injektiv, wenn eine Abbildung ¢; : B - A mit g; o f = idy existiert.
[ heiit surjektiv, falls f(A) = B gilt. f ist genau dann surjektiv, wenn eine Abbildung
g2 : B — A mit fog, =idp existiert.
f heifit bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist. f ist genau dann bijektiv, wenn Abbil-
dungen g; und g- existieren.

Sei f : A — B eine Abbildung, C' C B. Dann bezeichnet f~'(C) das Urbild der Menge
C, das heifit f~1(C) C A. f~! hingegen bezeichnet die Umkehrabbildung von f, falls diese
existiert.

DW LS Ub
S.18 bis S.23 | S.11 bis S.14 | I-1

¢ Aquivalenzrelationen Eine Relation ~ heiBt Aquivalenzrelation auf einer Menge A, falls
gilt:
1. (Reflexivitit) Ve € A:z ~ x.
2. (Symmetrie) Ve,y€ A:x~y =y~ x.
3. (Transitivitit) Vr,y,z€ A:(z ~yAy~2z) = (x ~ 2).

[z] := {y € A|z ~ y} heiBt die Aquivalenzklasse von =.
[z] # 0 fiir alle z € A. ([z] # [y]) = ([z]N[y] =0). U,calr] = A. Man sagt auch {[z]|z € A}
bildet eine Partition von A.

DW LS Ub
S.26 bis S.28 | S.18 bis S.20 | I-2

e Gruppen Eine Gruppe ist ein Verkniipfungsgebilde (A, o) mit folgenden Eigenschaften:

1. (Assoziativitit) Va,b,c€ A: (aob)oc=ao(boc).

2. (Neutrales Element) Je€ A Va€ A:eca=aoce=a.
Es existiert genau ein neutrales Element.

3. (Inverses Element) Ya€ A Ja ' €V :aocal=aloa=e.
Das inverse Element ist eindeutig.

Gilt zusitzlich Ya,b € A:aob ="boa, so heifit die Gruppe kommutativ oder abelsch.

In einer multiplikativ geschriebenen Gruppe heifit das neutrale Element 1, in einer additiv
geschriebenen 0.

In einer Gruppe (4, o) sind die Gleichungen a o z = b bzw. x o a = b eindeutig lsbar. Das
bedeutet fiir endliche Gruppen, daf} in jeder Zeile bzw. Spalte der Gruppentafel jedes Element
genau einmal vorkommt.

Seien (A, o) und (B, *) Gruppen. Eine Abbildung f : A — B mit der Eigenschaft

Vai,as € A: f(a; oaz) = f(ay) * f(az)



heilt Gruppenhomomorphismus. Ist f bijektiv, so spricht man von einem Gruppenisomor-
phismus.

Sei (A, o) eine Gruppe. Eine Teilmenge U C A ist genau dann eine Untergruppe bzgl. o, falls

1. (Ul) U#0
2. (U2) Va,beU:aob ™t €U

gelten.

DW LS Ub
Kapitel 1, §2 | Kapitel 3 | -3, [-4

e Ringe, Kérper Ein Ring ist ein Verkniipfungsgebilde (R, +, -) mit folgenden Eigenschaften:

1. (R, +) ist eine abelsche Gruppe.

2. (R,-) ist assoziativ.

3. Va,b,ce R:a-(b+c)=a-b+a-cund (b+c¢)-a=0b-a+ c-a. (Distributivgesetze)
Ist - kommutativ, so heifit (R, +,-) kommutativer Ring. Besitzt - ein neutrales Element, so
heiit (R, +,-) Ring mit 1.

Ein Ring (R, +,-), fiir den (R \ {0}, -) eine abelsche Gruppe ist, heifit Kdrper.

DW LS Ub
Kapitel 1, §3 und §4 | Kapitel 3 | I-4

Hinweise

e Aquivalenzklassen konnen auch mit [z]. oder T bezeichnet werden.

e Sei (A4,0) eine Gruppe. Dann gilt: (a o b)™! = b1 o a™!. Niitzlich beim Nachweisen der
Kommutativitit.
Die symmetrische Gruppe Sj3 ist ein gutes Beispiel fiir eine nicht-abelsche Gruppe.
Man sollte sich immer klarmachen, wie im konkreten Fall das neutrale bzw. inverse Element
aussieht.

e Die Menge aller quadratischen n x n-Matrizen bildet einen Ring mit 1.

Die Polynome iiber einem Korper bilden einen kommutativen Ring mit 1.

e Korper werden auch mit S bezeichnet.

Aufgabe 2

Definitionen und Sitze
e Vektorrdume Sei K ein Korper. Ein Vektorraum iiber dem Korper K ist eine Menge V
mit zwei Verkniipfungen + : V xV — V und - : K x V — V, wobei folgende Gesetze gelten:
1. (V,+) ist eine abelsche Gruppe.
2. VaeK,z,yeV:a-(zx+y)=a-z+a-y
3.Va,beK,ze€V:(a+b)-z=a-z+b-x



4. Va,beK,zeV:a-(b-z)=(a-b) z
5. VzeV:l-z =12

Eine Teilmenge U eines Vektorraumes V' ist genau dann ein Untervektorraum (UVR) von V|
wenn

1. (U1) U#0
2. (U2) Ve,yeU,acK:z+yeUAa-z€U
gelten. Der Schnitt von Untervektorrdumen ist wieder ein Untervektorraum.

Sei A C V. Dann heifit

[4] == ﬂ U (U Untervektorraum von V, A C U)

die lineare Hiille von A. [A] ist die Menge alle Linearkombinationen von Vektoren aus A.

DW LS Ub
Kapitel 2, §1 | Kapitel 4, Kapitel 5 | I-5, I-6

Summe von Untervektorraiumen Unter der Summe von k Teilmengen Ay, ..., A eines
Vektorraumes V', k > 2, verstehen wie die Menge

A+ ...+ A 2:{1’1+...+1’k|1’iEAi,izl...k}.

k
Schreibweise: Y A;.
i=1

Sind Uy, ... Uy, k > 2, Untervektorrdume von V und gilt

k
Uiny Uj={o} (i=1...kj#i),

Jj=1

so heifit die Summe Uy + ... + U}, direkt. In diesem Fall schreibt man U; & ... ® Uy.

Die Summe U = Uy +. ..+ Uy, ist genau dann direkt, wenn jeder Vektor « € U eine eindeutige
Darstellung ¢ = x1 + ... + xp mit x; € U; (i = 1...k) besitzt.

Dimensionssatz Es seien V ein Vektorraum und U, W Untervektorrdume von V. Dann gilt:

dim(U + W) + dim(U N W) = dim U + dim W.

DW LS Ub

S.119f | S.54 bis S.56 | I-7, I-8
Lineare Abhingigkeit Die Vektoren zi,...,z, € V heilen linear abhdingig, wenn es
ai,...,a, € K gibt, die nicht alle Null sind, so daf} i a; - x; = o ist. Vektoren z1,...,zg
heiflen linear unabhingig, wenn sie nicht linear abhé‘,nfg:i;; sind.

DW LS Ub

Kapitel 2, §2 | S.56 bis S. 60 | I-8

Lineare Abbildungen V,W seien K-Vektorriume. Eine Abbildung ® : V' — W heifit
linear, wenn fiir alle z,y € V, a,b € K gilt:



1. ®(z+y) = ®(z) + 2(y)
2. ®(a-z)=a- P(x).

Beide Bedingungen lassen sich zu ®(a -z +b-y) = a- ®(z) + b ®(y) zusammenfassen.

Bei einer linearen Abbildungen ® : V' — W geht der Nullvektor o € V' in den Nullvektor
o' € W iiber. Linear abhiingige Vektoren bleiben linear abhiingig. ® ist genau dann injektiv,
wenn linear unabhéngige Vektoren linear unabhéngig bleiben.

Gilt zusétzlich dimV = dim W =n (!) , so sind

1. @ ist bijektiv

2. ® ist surjektiv

3. & ist injektiv
dquivalente Aussagen. Zwei endlich dimensionale Vektorrdume iiber demselben Korper sind
also genau dann isomorph, wenn sie dieselbe Dimension haben.
Sei @ : V — W linear, o € V,0' € W die Nullvektoren. Kern ® := {z € V| ®(x) = 0'}.
Kern @ ist ein Untervektorraum von V. Es gilt Kern ® = {0} genau dann, wenn @ injektiv
ist.
Die Bildmenge Bild ® := ®(V) ist ein Untervektorraum von W.

Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen Es seien V, W Vektorrdume und ® : V' — W linear.
Dann gilt:
dim(Kern @) + dim(Bild ) = dim V.

Eine lineare Abbildung IT : V' — V mit I1?(z) = II(z) heiit Projektion. Ist IT : V' — V eine
Projektion, so gilt V = KernII @ Bild II. Die Umkehrung ist im allgemeinen falsch.

DwW LS Ub
Kapitel 3, §1 und §3 | Kapitel 8 | I-9, I-10

Hinweise

e Beim Thema ,Lineare Abbildungen < Abbildungsmatrizen® sollte man auf jeden Fall ver-
standen haben, wie Abbildungsmatrizen und Basen zusammenhingen. (Ubungsblatt 13, Auf-
gabe 3)

e Die Definition der ,,Direkten Summe“ wird gerne abgefragt.

Aufgabe 3

Definitionen und Sitze

e Faktorraum Sei V ein K-Vektorraum und U C V ein beliebiger Untervektorraum. Dann
wird durch
r~y:o>r—yelU

fiir alle z,y € V eine Aquivalenzrelation auf V definiert. Definiert man fiir alle z,y € V,a € K
folgende Verkniipfungen:

L [z] + [y] == [z + y]

2. a-[z]:==[a-x],



so wird die Faktormenge zu einem Vektorraum, dem sogenannten Faktorraum, geschrieben
Viu.
Seien V ein K-Vektorraum, U ein Untervektorraum. Dann gilt:

dim(V/y7) + dim U = dim V.

Sei desweiteren B eine Basis von U, B U B’ eine Basis von V und BN B’ = (). Dann ist
{[lzllz € B'}

eine Basis von V/7.

Man bestimmt also eine Basis des Faktorraumes V/{7, indem man eine Basis von U zu
einer Basis von V ergénzt. Die Restklassen der ergénzten Vektoren bilden eine Basis des
Faktorraumes.

Gilt fiir zwei UVRe U, W von V: V = U & W, so nennt man U und W zu einander komple-
mentdr. [B'] (lineare Hiille) ist also der Komplementirraum zu U = [B].

Seien V,W Vektorrdume und ® : V — W linear. Dann ist V/Kern® = Bild ®. Seien

Z1,...,&p € V. Die Restklassen z; + Kern® := [z;] (¢ = 1,...,p) sind also genau dann
linear abhiingig, wenn die Vektoren ®(z1),. .., ®(z,) linear abhingig sind.
DW LS Ub

S.121 bis S.125 | S.87 bis S.89 | I-11

Untervektorraum — Lineares Gleichungssystem Aufgabe: Bestimme ein LGS, dessen
Losungsraum der Untervektorraum U := [z1,. .., xp] ist.

1. Lose das homogene Gleichungssystem

2. Die Losungsmenge sei [y1, .. -, Yq]-

3. U ist dann Losungsraum des homogenen Gleichungssystems

y{ | 0
y, | 0
4. Liegt ein affiner Untervektorraum der Form U’ = a + [x1,...,p], so ist U’ Losung des
inhomogenen LGS
yi | ™
y;— Tq
wobei r; ==y, -a (i=1,...,q) ist.
DW LS Ub

S.116 bis S.118 | Tutorium 11




¢ Beispiel (entnommen Tutorium 11)
Es seien V := R*, U := [(0,1,-2,-2),(1,-1,1,-1)], @ := (0,1,0,0) und [a] € V/U die
Klasse von a. Bestimmen Sie ein LGS, dessen Losungsmenge gleich [a] ist.

1. Lose das folgendes LGS:

1 -1 1 -11]0
0 1 -2 =210
1 0 -I =3[0
0 1 -2 =20
-1 0
0 -1
2.
1 3
2 2
L=l 7110/
0 1

3. U ist also Losungsraum des LGS
1210 0
3 201 0

4. Als inhomogenes LGS, dessen Losungsmenge [a] ist, ergibt sich daraus

1 2 10 2
3 2 01 2
e Summe und Schnitt von Untervektorrdumen Seien U := [z1,...,xp] und
W = [y1,...,Y,] Untervektorrdume von V. Eine Basis von U + W bzw. U N W bestimmt
man durch Losen des Gleichungssystems

(1 ...z oy oy | 0)

Bringt man diese Matrix auf Gauflsche Normalform, so stehen in den Spalten, in denen die ler
auftauchen, die Basisvektoren der Summe U + . Die Losungsmenge des LGS’ liefert die Ba-
sisvektoren des Schnittes, denn jeder Vektor z € UNW besitzt je eine eindeutige Darstellung
z=MT1+. ..+ A2y = piy1 + ...+ pqyq in U bzw. in W. Der Vektor (A1, ..., A\p, 1, .-, ltq)
gehort zum Losungsraum des LGS’.

WS ’99/°00: Ubungsblatt 9, 10

e Beispiel (entnommen Tutorium 8)
Im R* seien folgende UVR gegeben:

U:=]| L We=]

O = N
NN O =
NN N O
— W
= NN

Bestimmen Sie eine Basis von U + W und U N W.



1. Manchmal ist es aus rechentechnischen Griinden besser, die Basen der Untervektorriume

zu vereinfachen.

-2 -2 2 0 1 -1
2 -1

0

-1

0 0

2. Also ist

3. Jetzt 16st folgendes LGS.

OO OO

-1

1 00

-2 -1

-2
-1

0 01

1 00

-2 -1

-2
-1

0 01

1 00

™ HH N O N O v

AN AT - O

OO O -

SO —H O

o - O O

- O OO

4. Durch die GauBsche Normalform sieht man (Ubungsblatt 10, Aufgabe 4), daB die ersten
vier Spalten linear unabhéngig sind. Damit ist U + W = R%.



5. Die Losungsmenge des LGS ist

1 -1
—2 0
—2 —4
0+ (] -1 |
—2 0
0 —2

1 1 0
2 0 2
Ly +(-2) 5 +(-2) 5
0 2 2
1 0 2 1
1 1 2 -2
=1 3 +(-2) 1 +0- 4 | = o |
1 -1 1 -2
1 1 0
2 0 2
D 4 |0 ] 5 |+ (=4 5
0 2 2
1 0 2 -1
1 1 2 0
=(-1) 3 | +0 L TED L =] D
1 -1 1 —4

Hinweise

e Aufgabe 3 ist meistens eine Rechenaufgabe; die beste (und vielleicht auch einzige) Moglichkeit
hier Punkte zu sammeln, ist Uben, Uben, Uben. Vor allem beim Ausrechnen der Basen von
Schnitt/Summe/Faktorraum von zwei Untervektorrdumen kann man sich einiges an Arbeit

ersparen.

Aufgabe 4

Definitionen und Sitze

e Vektorraum Hom(V, W) Esseien V, W Vektorrdume {iber dem Koérper K, und Hom(V, W)

seil die Menge aller linearen Abbildungen von V in W.

Es seien ®, ¥ € Hom(V, W) und A € K. Mit der folgenden Addition und K-Multiplikation

Vv - W

O+ W {a: = (P4 9)(2) = ®(x) + ¥(x)

Vv - W
AR { v e (A®)(x) = \D(x)



ist Hom(V, W) ein K-Vektorraum.
Sind V und W endlichdimensional, dann gilt

dim Hom(V, W) = dim V' - dim W.

Der K-Vektorraum Hom (V, W) ist isomorph zum K-Vektorraum der (m, n)-Matrizen, wobei
m =dimW und n = dimV ist.
DW LS Ub
S.140 bis S.142 | S.113, S.114

e Dualraum Sei V ein Vektorraum iiber K.

Der Vektorraum Hom(V, K) aller linearen Abbildungen von V' in den Skalarkérper K heifit
Dualraum V* von V. Seine Elemente, ndmlich die linearen Abbildungen ® : V' — K, heiflen
Linearformen auf V.

Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum und (by, ..., b,) eine Basis von V. Die durch
‘I’i(bj):(sij, i,j:l,...,n

festgelegte Basis (®4,...,®,) von V* heiit die zur Basis (b1,...,by) gehorige Dualbasis von

V.

DW LS Ub
S.142ff | S.116 | I-12

Hinweise

e Es seien V n-dimensional und z € V und ® € V* beliebig. Sie haben die Darstellung
n n
q’:z a; ®;, :v:zgjbj, Oék,é.kEK’k‘:L___’n_
i=1 j=1

Daraus ergibt sich

n

d(x) = (Z a; ‘Pi) (zj: & bj) = 2": a; & Pi(b)

i=1 i,j=1
= G +ar o+t an G

Also 148t sich ®(z) auch durch die Multiplikation der Koordinatenvektoren von z und einem
geeignetem Vektor a € V' darstellen:

&

dz)=a i= (a1 - an)

&n

e Der Vektorraum Hom(V, W) aller linearen Abbildungen von V' in W wird auch mit L(V, W)
bezeichnet.

10



Beispiel
e Klausuraufgabe vom Herbst '93:

Gegeben seien die n Linearformen

]Rn
. : { (T1,.- s Tn)

R* —» R
b, :
(T1,. - Tn) > Ty

Zeige, dass B* = (®y,...,®,) eine Basis des Dualraumes (R™)* ist, und gib eine Basis
B = (by,...,b,) von R™ an, so dass B* die Dualbasis zu B ist.

Loésung:

Teil 1: Die Vektoren der Standardbasis (ef,...,e%) des (R™)* sehen so aus:

(k=1,...,n—1),

11
e

. R o R B ~
e {(m,---,wn) oz (k=1,...,n—1).

Beziiglich dieser Basis lassen sich daher die ®j durch & = e} — ey, fir k=1,...,n -1
und ®,, = e}, darstellen. Der Koordinatenvektor @k von &, ist somit

0
0 0
e 1 — k-te
B = -1 Zeile (k=1,...,n—1) bzw. @,= ;
! 1
0

Da die Koordinatenvektoren linear unabhingig sind, ist B* linear unabhéngig.

Wegen |B*| = dim(R")* ist B* Basis.

Teil 2: Gesucht ist nun eine Basis B = (b,...,b,) des R" mit ®;(b;) = d;;. Bezliglich der
Standardbasen heifit das &, Bj = o] bj = 0;;. Man beachte dabei, dass der Koordinaten-
vektor b eines Vektors b € R” beziiglich der Standardbasis stets gleich b ist.

In Matrizen geschrieben erhilt man

1 -1 0 - 0
1 0 0
0 1 -1
0 by bn:O
) : 0
ool 0 0 1
0 0 1

11



und durch Invertieren der linken Matrix

1 ) 1
0 ) 1
bl— ) b2— 0 ) ’ bn:
0 0 1

Ubrigens zeigt gemiB Definition Teil 2 auch Teil 1, denn zur Basis B = (by,...,by,) des R?
erfiillt B* = (®4,...,®,) die Bezichung ®;(b;) = J;;. Damit ist B* eine Basis des (R")*.

Oftmals ist die Klausuraufgabe zum Dualraum nicht mehr als eine Rechenaufgabe. Das Wich-
tigste dabei ist, sich nicht verwirren zu lassen und mit Hilfe der Definition einen Ansatz zu
finden.

Aufgabe 5

Definitionen und Sitze

e Allgemeine lineare Gruppe Die Menge der reguliren (n,n)-Matrizen ist beziiglich der
Matrizenmultiplikation eine Gruppe. Sie heifit allgemeine lineare Gruppe (iiber K).

Die Menge aller Automorphismen, also aller bijektiven linearen Selbstabbildungen, des n-
dimensionalen Vektorraums V iiber K ist beziiglich der Verkettung eine Gruppe, genannt
Automorphismengruppe.

Eine lineare Selbstabbildung ® von V ist genau dann bijektiv, wenn die Abbildungsmatrix
vollen Rang hat, d.h. Rang® = dim V.

DW LS | Ub
S.59, S.60 | S.125

e Spur Sei A = (ayj) eine (n,n)-Matrix.

Die Summe der Hauptdiagonalelemente heifit die Spur von A, geschrieben

Spur A = z”: QL.

k=1
Sind A, B zwei (n,n)-Matrizen, so gilt Spur AB = Spur BA.
Sind A und A dhnliche Matrizen, so gilt Spur A = Spur A.

Da die Abbildungsmatrizen einer Abbildung zu verschiedenen Basen #hnlich sind, verstehen
wir unter der Spur eines Endomorphismus ® eines endlichdimensionalen Vektorraums die
Spur irgend einer Abbildungsmatrix von ®.

DW LS Ub
(S.142) | S.129, S.130

e Eigenwert und Eigenvektor @ sei ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V.

Wenn es ein z € V,z # 0, und ein A € K gibt, so dass

dz)=Az

12



gilt, dann heifit A Figenwert (EW) von ®, und z heifit Eigenvektor (EV) von ® zum Eigenwert
A

Die Menge aller Eigenvektoren von ® zu einem festen Eigenwert A bildet zusammen mit dem
Nullvektor einen Untervektorraum E von V. Er heifit der zu A\ gehorige Eigenraum von ®.
Esist Ey = Kern (® — A -idy).

Die Menge aller Eigenwerte von ® heifit das Spektrum von @, geschrieben Spec ®.

A € K ist ein Eigenwert von ® genau dann, wenn A Nullstelle des charakteristischen Polynoms
von & ist, und genau dann, wenn \ Nullstelle des Minimalpolynoms von @ ist.

Sind A1, ..., A\ paarweise verschiedene Eigenwerte von ® mit den zugehorigen Eigenvektoren
T1,---,Tk, S0 sind 1, ...,z linear unabhingig.

® ist genau dann injektiv, wenn O nicht Eigenwert von @ ist.

® ist genau dann eine Projektion, wenn V' direkte Summe der Eigenrdume zu den Eigenwerten
0 und 1ist, also V = Ey & Ej.

DW LS Ub
S.175 bis S.179 | S.137 bis S.140 | I-15, II-1, I1-2

e Diagonalisierbarkeit Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum.

Ein Endomorphismus ® von V heif3t diagonalisierbar, wenn es eine Basis von V' gibt, beziiglich
der die Abbildungsmatrix von ® Diagonalgestalt hat.

Fiir einen Endomorphismus ® : V' — V sind folgende Aussagen dquivalent:

1. ® ist diagonalisierbar.
2. In V gibt es eine Basis aus Eigenvektoren von ®.
3. V ist die direkte Summe der Eigenrdume von ®.

4. Die Summe der Dimensionen der Eigenrdume von @ ist n.

DW LS Ub
S.179 bis S.182 | S.141 bis S.144 | II-1, II-2

Hinweise

e Die Schreibweisen sind zum Teil sehr unterschiedlich. Mit GL(n,K) bzw. GS™™ wird die
Menge der reguliren (n,n)-Matrizen bezeichnet. Fiir die Automorphismengruppe verwendet
man Aut(V) und GL(V).

Diese Gruppen sind fiir n > 2 nicht kommutativ.

e Da eine Matrix A € K"*™ die lineare Abbildung ® : K" — K",z — A - z, festlegt, kann
in analoger Weise iiber Eigenwerte, Eigenvektoren und Eigenrdumen quadratischer Matrizen
gesprochen werden.

e Die Definitionen von Eigenwert und Eigenvektor werden immer mal wieder abgefragt.

Beispiel
e Klausuraufgabe vom Friithjahr '98:

Es seien V' ein Vektorraum iiber dem Korper K und @, II Endomorphismen von V. Es gelte
1% = II. Weiter sei x ein Eigenvektor von II o ® zum Eigenwert \ # 0. Zeige:

13



(a) z € BildII
(b) ®(z) — Az € KernII
(c) Ist « auBerdem Eigenvektor von ® zu einem Eigenwert u, so gilt A = pu.

Loésung:

(a) z ist Eigenvektor von IT o & zum Eigenwert A #0 = Il o ®(z) = Az

=z = 1II(®(z)) = (5 ®(x)), also gilt = € BildIL.

(b) I(®(z) — Az) = I(P(x)) — [I(A\x) = Az — AlI(z).
Wegen A # 0 miisste nun II(z) = = sein. Nach (a) gilt: v € V : l(v) =z
= H(z) = H(II(v)) = I%(v) = (v) = z. (%)
Also ist II(®(z) — Ax) = o, d.h. &(z) — Az € KernII.

(c) Sei auBlerdem z Eigenvektor von ® zum Eigenwert u, somit also ®(x) = px.
= Az =l o ®(z) =I(®(z)) = [I(uz) = pll(z) = px (nach (x)).
Da z Eigenvektor ist, ist  # o. Somit ergibt sich A = p.

Aufgabe 6

Definitionen und Sitze

e Determinante Sei A € K™*" eine quadratische Matrix.

ay1 - Qln
det A := = Z (—1)F(ﬂ) Ar(1),1 " Ax(n),n

Gpnl cor Opn

heift Determinante der Matriz A.

Die Addition eines Vielfachen einer Zeile bzw. Spalte zu einer anderen dndert die Determi-
nante nicht.

Die Multiplikation einer Zeile oder Spalte mit A € K vervielfacht die Determinante um den
Faktor A.

Das Vertauschen von Zeilen bzw. Spalten dndert das Vorzeichen der Determinante.

A ist genau dann regulér, wenn det A von Null verschieden ist.
Transpositionssatz Fiir eine (n,n)-Matrix gilt det A = det AT,
Produktsatz Fiir zwei (n,n)-Matrizen A, B gilt det AB = det A - det B.
Ist die Matrix A reguliir, so gilt det (A7) = (det A)~1.

Ahnliche Matrizen besitzen dieselbe Determinante, denn sind A und /17 dhnlich, so existiert
eine regulidre Matrix 7' € K"*" mit A =T ! A T und damit gilt det A =det(T"! AT) =
det (1) -det A-det T = (det T)"!-det A-det T = det A.

Sind V' ein endlichdimensionaler Vektorraum und ® € End(V'), so haben alle Abbildungs-

matrizen von ® folglich dieselbe Determinante. Daher setzt man det ® := det Ag und nennt
dies die Determinante der linearen Abbildung ®.

DW LS Ub
S.164 bis S.173 | S.171 bis S.177 | I-14, I-15
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e Entwicklung Es sei A € K™"*". Fir ¢,j € {1,...,n} wird mit A4;; diejenige Matrix be-
zeichnet, die aus A durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte hervorgeht.
Sei nun i,j € {1,...,n}. Dann gilt:

Entwicklung nach der i-ten Zeile: det A = Z (—1)“"“ a;r, det A
k=1

n
Entwicklung nach der j-ten Spalte: det A = Z (=) qp; det Ay
k=1

DW LS Ub
S.169, S.170 | S.177, S.178

Hinweise

. 1 ... n
e Fehlstand Sei 7w = [ (1) - 7(n) ] €S,.

Jedes Paar (i,7) € {1,...,n} x{1,...,n} mit i < j und 7 (i) > 7(j) heilt ein Fehlstand von
7. Die Anzahl F(r) der Fehlstéinde von 7 heifit die Fehlstandszahl von .

e Determinanten sind nur fiir quadratische Matrizen erklart.

a11 a2
a1  a22

e Fiir n = 2 erhalten wir = a1 Q22 — A21 A12-

Fiir n = 3 ergibt sich die Regel von Sarrus :

air  a12 Qi3
Q21 Q22 Q23 | = @11 G22 G33 + G21 A32 Q13 + A31 A12 G23
aszr az2 as3
— as1 22 @13 — A11 A32 G23 — A21 G12 433

Ist A eine obere oder eine untere Dreiecksmatrix, so ist det A = a11 -+ ann.

e Vor der Entwicklung bietet es sich an, durch Zeilen- und Spaltenumformungen méglichst viele
Nullen in einer Zeile bzw. Spalte zu erzeugen. So ist z.B.

a1 e 0 - a1n
all .. a’lj DR aln
0 : : :
a1 R 77 B 2 1O 0 - 0 Qjj 0o --- 0 = (—].)l+J Qjj det Azg
0
) anl ... an . .. ann
Gpl 0 o Qpn J

e Kistchenmultiplikationssatz Ist A von der Form

B O B C
A_<CD> oder A_<OD>

und sind A, B und D quadratische Matrizen, so gilt
det A =det B -det D.
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e Man beachte, dass die Addition einer Zeile bzw. Spalte zum A-fachen einer anderen die
Determinante um den Faktor A vervielfacht.

e Das charakteristische Polynom p einer Matrix A ist definiert als
p(z) :=det (A —z - E).
Es ist stets von der Form p(z) = (—1)" 2" + ap_1 "' + -+ + ap mit ag,...,an_1 € K.
Hierbei gilt det A = ag und Spur A = a,,_;.

e Hiufig kommt als letzte Klausuraufgabe des ersten Teils die Berechnung der Determinanten
einer (n,n)-Matrix dran. Ziel ist es dann, durch geeignete Umformungen eine Dreiecksma-
trix zu erhalten oder eine Rekursionsformel zu finden, so dass man die Determinante in
Abhingigkeit von n angeben kann.

Beispiele
e Klausuraufgabe vom Herbst '96:

Berechne die Determinante der (n,n)-Matrix A = (a;;) mit

1 firi=j
—j firi=j+1

WY -1 firi=j-1
0 sonst
Loésung:

1 1 0 0
-1 1 2
0 -2 1 3

A= _3

1 n—2 0

: : —(n—2) 1 n—1
0 0 —(n—1) 1

Zuerst stelle man fest, dass die Spaltensumme aufler bei der letzten Spalte stets 0 ist. Das
nutzt man aus, indem man die erste Zeile zur zweiten addiert, dann die neue zweite Zeile zur
dritten, usw.. Auf diese Weise erreicht man durch die positiven Eintrige, dass die negativen
auf der unteren Nebendiagonalen verschwinden. Man erhilt also

1 1 0o --- 0
0 2 2
: . .on—1

Die Determinantenaufgaben sind zwar nicht immer so einfach zu 16sen, das Entscheidende
ist aber meist die Regelmifigkeit der Matrix zu erkennen und auszunutzen. Beispielsweise
fiihrt eine Entwicklung oft auf eine Rekursionsformel.
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o Klausuraufgabe vom Friihjahr '98:

Berechne mittels vollstéindiger Induktion fiir n € N,n > 1, die Determinante D, (z) der
reellen (n,n)-Matrix

14 22 T 0 - 0
x 1+22 =z
A= 0 T 0
0 0 z 1+22

Loésung:

Man rechne zuerst einfach mal los:

Di(z) = 1+2°
_ | 1+a? T | _ 22 _ 2 _ 2, 4
Dy(z) = - 14 22 =(142z°) —z*=14+2"+=z
1+ 22 x 0
D3(z) = x 1+ 22 r |=(04+2%)3 -222(1+2%) =1+ 2> +2* +2°
0 T 1+ 22
Behauptung:

Dn($)=1+---+m2”22 z2*
k=0

Beweis mittels vollstdndiger Induktion:
I.A.: siehe oben
LV.: Fiir festes n > 3 gelte

n—1 n—2
Dyoi(w) =Y a® und Dyos(x) =) z**
k=0 k=0
LS.
T T 0 0
0 14—%2 z . E durch
B ) ) ) Entwicklung
Dp(z) = (1427) Dyi(z) —2| x R 0 nach der
: . . _ . ersten Zeile
0 ... 0 €T 14—x2

durch Entwicklung
_ 2 2
= (1427 Dnoy(2) — 2" Dna(w) < nach der ersten Spalte )

n—1 n—2
= (1+2% Z 2k x? Z z*k (nach L.V.)
k=0 k=0
n—1 n—1 n—2 n—1 n
— Z1’2k+1'2z1’2k—1’22$2k221’2k+1’2n221’2k.
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
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Anhang

Definitionen und Bezeichnungen

Matrizen
1. Sei A eine (m,n)-Matrix.
e Die Maximalzahl linear unabhéingiger Spaltenvektoren von A ist gleich der Maximalzahl
linear unabhéngiger Zeilenvektoren von A und heif3t der Rang der Matriz A.

e A hat vollen Rang genau dann, wenn Rang A = min{m, n}.
2. Sei A eine (n,n)-Matrix iiber K.

e A heif3t regulir, wenn Rang A = n. Ist Rang A < n, so heifit A singuldir.

o A heiit invertierbar, wenn eine Matrix A~! existiert mit A A™! = F und A=™1A = E.
A~ heiBt dann die Inverse von A.
A ist invertierbar genau dann, wenn A regulir ist.

Gilt Az = X x mit o # z € K" fiir ein A € K, so heifit A\ Figenwert (EW) von A, und
x heiflit Eigenvektor (EV) von A zum Eigenwert .

Die Menge Spec A aller Eigenwerte von A heifit das Spektrum von A.

A heifit diagonalisierbar, wenn A zu einer Diagonalmatrix dhnlich ist.

Die Summe der Hauptdiagonalelemente heifit die Spur von A.

A heit symmetrisch, wenn A = AT gilt.

Genau dann ist A symmetrisch, wenn A zu einer Diagonalmatrix orthogonal dquivalent
ist.

o A heiflt schiefsymmetrisch, wenn A = —AT gilt.
3. Sei A eine (n,n)-Matrix iiber R.

e A heift orthogonal, wenn A AT = E = AT A gilt.
Dies ist gleichbedeutend mit A=1 = AT.

4. Sei A eine (n,n)-Matrix iiber C.

o A heiflt hermitesch, wenn A = AT gilt.
o A heiflt schiefhermitesch, wenn A = —AT gilt.
e A heifit normal, wenn A AT = AT A gilt.
o A heiflt unitir, wenn A AT = ATA = E gilt.
Dies ist gleichbedeutend mit A=1 = AT.
5. Sei A eine symmetrische (n,n)-Matrix iiber R.
o A heiflt positiv definit, wenn gilt: Ve e R*,z #o0: x"Az>0.
Folgende Aussagen sind dquivalent:
— A ist positiv definit.

— Alle Eigenwerte von A sind positiv.
— Alle Hauptunterdeterminanten von A sind positiv.
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— Es existiert eine regulire Matrix B € R**" mit A = B" B.
o A heiflt negativ definit, wenn gilt: Vr € R,z #0: z' Az <0.
e A heift indefinit, wenn gilt:

PeR: z2'Az>0 A JreR*: z"Az<O.

6. Seien A, A zwei (m,n)-Matrizen iiber K.
e Aund A heiflen dquivalent, wenn es regulire Matrizen S € K™% und T € K”*™ gibt
mit A=T"148.
Die Aquivalenz von Matrizen ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge K<™, =)

7. Seien A, A und A’ (n,n)-Matrizen iiber K.

o A und A heiBen dhnlich, wenn es eine regulire Matrix S € K™*<" gibt mit A = S~1A4 S.
Die Ahnlichkeit von Matrizen ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge K"*™.

e Aund A’ heiflen orthogonal dquivalent, wenn es eine orthogonale Matrix S € K"*" gibt
mit A’ =STAS.

Lineare Abbildungen
1. Es seien V, W K-Vektorrdume.

e Eine Abbildung ® : V — W heift linear oder ( Vektorraum-) Homomorphismus, wenn
Az + py) = A®(x) + p®(y)

fiir alle z,y € V und alle A\, u € K gilt.
e Fine bijektive lineare Abbildung heifit Isomorphismus.
Eine lineare Abbildung ® : V' — V heillt Endomorphismus.
Eine bijektive lineare Abbildung ® : V' — V heifit Automorphismus.

2. Sei & : V — W eine lineare Abbildung.

e Zu ® gehoren die Mengen Bild @ := (V) und Kern ® := &~ ({0}).
Stets gilt dim V' = dim Kern ® + dim Bild ®.
e Der Rang einer linearen Abbildung ist definiert als Rang ® := dim Bild ®.

3. Seien @ : V. — W und ¥ : W — V lineare Abbildungen iiber euklidischen oder unitiren
Vektorrdumen.

e & und ¥ heiflen zueinander adjungiert, wenn (®(z),y)w = (x, ¥(y))y fiir alle z € V
und alle y € W gilt.
In diesem Fall heifit ¥ die adjungierte Abbildung von ® und wird mit ®* bezeichnet.

o & heilt Isometrie, wenn (®(z), ®(y))w = (x,y)v fiir alle z,y € V gilt.
® ist genau dann Isometrie, wenn ®* existiert und ®* = &~ ! erfiillt.
Sind V' und W euklidische Vektorrdume, so heifit & auch orthogonale Abbildung, sind V'
und W unitdre Vektorriume, so heifit & auch unitire Abbildung.
Isometrien @ : R* — R™ heiflen auch Drehungen des R™. Ist dann det ® = 1, so spricht
man von eigentlichen Drehungen, bei det ® = —1 von uneigentlichen Drehungen oder
Drehspiegelungen.
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4. Sei & : V — V ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V.
e Gibteseinz € V,z # o0, und ein A € K, so dass ®(z) = A z gilt, dann heifit A Eigenwert
von ®, und z heifit Figenvektor von ® zum Eigenwert A.

e & heif3t diagonalisierbar, wenn es eine Basis von V gibt, beziiglich derer die Abbildungs-
matrix von ® Diagonalgestalt hat.

e Das charakteristische Polynom von @ ist definiert als p(x) := det (& — z -idy).
e Das Minimalpolynom m von & ist das normierte Polynom kleinsten Grades, fiir das
m(®) = O (Nullabbildung) gilt.

5. Sei @ : V — V ein Endomorphismus des euklischen oder unitdren K-Vektorraums V.

e & heiflt selbstadjungiert, wenn (®(z),y) = (z, ®(y)) fiir alle z,y € V gilt.
® ist genau dann selbstadjungiert, wenn ®* existiert und ® = ®* erfiillt ist.

o & heiBlt antiselbstadjungiert, wenn (®(z),y) = —(z, ®(y)) fir alle z,y € V gilt.
® ist genau dann antiselbstadjungiert, wenn ®* existiert und ® = —&* erfiillt ist.

e & heiflt normal, wenn ®* existiert und ® o ®* = ®&* o @ erfiillt ist.

e Gilt > = @, s0 heifit ® Projektion (auf U := Bild ®).
® ist genau dann eine Projektion, wenn V' die direkte Summe der Eigenrdume von 0
und 1 ist.

Ist ® Projektion und gilt (®(z) — z) L ®(z) fir alle z € V, so heifit & Orthogonalpro-
jektion.

Lineare Abbildungen und Abbildungsmatrizen

1. Seien V, W endlichdimensionale euklidische oder unitdre Vektorriume, B und B’ Orthonor-
malbasen von V bzw. W, und ® : V— W sei ein Homomorphismus.

e Beziiglich B’ und B ist die Abbildungsmatrix Ag- von ®* gerade die Transponierte von
Ag beziiglich B und B'.

e Gilt dimV = dim W, so ist ® genau dann eine Isometrie, wenn Ag beziiglich B und B’
orthogonal bzw. unitér ist.

2. Seien V ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum, ® : V' — V ein Endomorphismus
und Ag die Abbildungsmatrix von ® beziiglich einer Orthonormalbasis von V.
e & ist genau dann selbstadjungiert, wenn Ag symmetrisch ist.
e & ist genau dann antiselbstadjungiert, wenn Ag schiefsymmetrisch ist.
e ® ist genau dann orthogonal, wenn Ag orthogonal ist.
e & ist genau dann normal, wenn Ag normal ist.
3. Seien V ein endlichdimensionaler unitdrer Vektorraum, ® : V' — V ein Endomorphismus und
Ag die Abbildungsmatrix von ® beziiglich einer Orthonormalbasis von V.
e & ist genau dann selbstadjungiert, wenn Ag hermitesch ist.
e & ist genau dann antiselbstadjungiert, wenn Ag schiefhermitesch ist.
e & ist genau dann unitér, wenn Ag unitér ist.

e & ist genau dann normal, wenn Ag normal ist.
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