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Einleitung

Hallo! Ich bin Informatikstudent im 4. Semester und Tutor fiir Lineare Algebra. In diesem ,,Skript”
werde ich (meist im Voraus) in Kurzform die Hinweise aufschreiben, die ich im Tutorium geben
will. Das hat den Vorteil, dass Ihr nicht unbedingt alles mitschreiben miisst und es trotzdem noch
einmal nachlesen konnt. Die Ubungsaufgaben, die ich wihrend des Tutoriums vorrechne, werde ich
natiirlich nicht abtippen. Wer will, kann sich am Abend vorher die neueste Version des Skripts unter
der oben angegebenen URL herunterladen, um wihrend des Tutoriums mitlesen zu konnen.

Selbstverstdndlich diirft und sollt Ihr anderen Personen von diesem Skript erzdhlen. Der Inhalt der
Linearen Algebra hingt schlieBlich nicht vom gewihlten Tutorium ab, und im Grof3en und Ganzen
auch nicht von dem Dozenten, der die Vorlesung hélt. Was aber wiederum nicht heif3t, dass dieses
Skript ein Ersatz fiir die Vorlesung sein kann, wie Ihr schnell merken werdet.

Zum Schluss sei noch gesagt, dass jegliche Haftung fiir den Inhalt dieses Skripts ausgeschlossen
ist. Wenn Ihr Fehler findet, schreibt bitte eine Mail an SebastianR @ gmx.de.


http://www.stud.uni-karlsruhe.de/~uxauu/
mailto:SebastianR@gmx.de
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1 Grundlagen

1.1 Schul- und Uni-Mathematik

Viele Erstsemester, mich eingeschlossen, stellen sich kurz nach Vorlesungsbeginn die Frage, warum
sich die Mathematik an Schule und Uni so sehr unterscheiden. Denn wenn man an der Uni gleich
zu Anfang mit vollig neuen Begriffen konfrontiert wird, mit deren Hilfe die Mathematik komplett
und ohne Riickgriff auf bisher Gelerntes (,,axiomatisch) aufgebaut werden soll, dann heif3t das ja,
dass nichts, was man in der Schule gelernt hat, fiir die Uni wichtig ist. Und umgekehrt hat man
vielleicht das Gefiihl, man kann viele Problemstellungen aus seinem Fachgebiet (wenn es nicht
gerade Mathematik ist) mit den Mitteln der Schulmathematik 16sen; wozu braucht man also neue
Grundlagen?

Zum Gliick wird schnell deutlich, dass das Wissen, das in der Schule vermittelt wurde, doch extrem
wichtig ist. Und natiirlich braucht man die neuen Begriffe, die man erst an der Uni hort! Ich sehe
das folgendermaflen: Die Aufgaben, die man in der Schule 16st, wiirden an der Uni unter den Be-
griff ,,Rechnen” fallen. Grundlage fiir das Rechnen an der Schule sind die natiirlichen, rationalen
und reellen Zahlen und gewisse Begriffe, die darauf aufbauen. Bei der Einfithrung von Begriffen
wird darauf geachtet, dass so wenige davon verwendet werden wie moglich und dass man sie nicht
definiert, sondern erklédrt und benutzt. Z.B. werden irgendwann Funktionen eingefiihrt. Da der Be-
griff aber schon recht abstrakt und schwer zu fassen ist, wird versucht, das Wesen der Funktionen
zu vermitteln, indem man Wertetabellen aufstellt und Graphen zeichnet. Das geht, weil man sich auf
reelle Zahlen beschrinkt hat. Dann kann man sogar Stetigkeit und Differenzierbarkeit recht einfach
und ohne Grenzwertbegriff anhand des Graphen erkldren, auf eine sehr konkrete (wenig abstrakte)
Art und Weise.

Dieses Konzept hat jedoch auch eine Schattenseite, nimlich dass man Voraussetzungen fiir Sétze
und Definitionen grober angeben muss als notig. An der Uni wird deshalb untersucht, welche Vor-
aussetzungen man wirklich braucht. So kommt man zu den erwihnten neuen Begriffen, wie dem der
,Gruppe”’, den Ihr wahrscheinlich mittlerweile kennt. Man wird sogar Funktionen selbst in Funk-
tionen einsetzen, was se/ir unintuitiv und verwirrend sein kann; besonders dann, wenn man mit der
jeweiligen Schreibweise noch nicht so vertraut ist. (Wer mir das jetzt nicht glaubt, soll bitte in ein
paar Wochen noch einmal diese Zeilen lesen.)

Ein personliches Ziel meines Tutoriums ist, die Frustration abzubauen, die sich durch die vielen neu-
en Begriffe erfahrungsgemidfl am Anfang einstellt. Denn sie darf kein Grund sein, das Handtuch zu
werfen, selbst wenn man die Vorlesung nicht mehr versteht und/oder die Ubungsaufgaben zu schwer
sind. Wenn man dabei bleibt, wird der Stoff irgendwann einfacher, weil sich die Begriffe eingeprigt
haben und es wieder stirker darum geht, Zahlenbeispiele auszurechnen, bzw. die Losungswege zu
erlernen.

1.2 Existenz- und Allquantoren

Vielen von Euch werden die Symbole ,,3” und ,,v”> wahrscheinlich noch nicht vertraut sein, und an
der Uni kommen sie plotzlich fast in jedem Satz vor. Man kann sie als ,,es gibt” und , fiir alle” lesen;
das macht die Sache in diesem Fall wesentlich einfacher. Aber weshalb kommen sie in der Schule
kaum vor?

In der Schule kdnnte eine Aufgabe lauten: ,,Geben Sie die Losungen der Gleichung z* = 1 an.” Jeder
Schiiler erkennt sofort, dass ,,z € {1,—1}" die gesuchte Antwort ist. Etwas formaler ausgedriickt
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konnte man schreiben: ,,z* = 1 = x € {1,—1}". Aber diese Aussage ist nicht besonders schon,
denn ihr Wahrheitswert hiingt davon ab, was ,,z” ist. (,,x” ist in diesem Fall eine so genannte ,.freie
Variable”.) Fiir x = 1 € R ist sie offensichtlich wahr, auch fiir z = 2 € R. (Erinnert Euch an die
Definition von ,, = "’!) Sie ist eben fiir alle x € R wahr. Aber fiir r = 1 € C z.B. nicht! Also wire die
Aussage .V : (z* =1 = x € {1,—1})” inder Tat eine falsche Aussage (auBerdem sind die Potenz
und die Symbole ,,1”” und ,,—” gar nicht fiir beliebige x definiert), wihrend ,,Vx € R : (x4 =1 =
x € {1,—1})” wahr ist. Da das Ziel der Mathematik ist, wahre Aussagen aufzustellen, sollten in

Sitzen eigentlich keine freien Variablen vorkommen. (Sie miissen allerdings nicht unbedingt durch
2

Existenz- und Allquantoren gebunden sein. Auch ,,» ~ i = 3” ist eine wahre Aussage.)
=1

Etwas eigenartig ist, dass die Quantoren nie wirklich definiert werden. Offenbar fiihlen sich Einige
(nicht gerade Mathematiker) dadurch ermutigt, jede Menge Unsinn dariiber zu behaupten. Ich habe
deshalb im Internet recherchiert und dort wenigstens fiir endliche Mengen eine Art induktive Defi-
nition gefunden. Dazu zunichst ein analoges Beispiel: Die induktive Definition der Summe (,,> )
sollte bekannt sein, ndmlich in etwa so:

0 n n—1
Zf(z) := 0 und Zf(z) = Zf(z) + f(n) firn € Ny
i=1 i=1 i=1
Zumindest fiir endliche Indexmengen / kann man analog auch ) f(i) definieren. Ebenso sollte das
il
Produkt (,,] [”) bekannt sein als das Analogon der Multiplikation. Das fiihrt zu folgender Tabelle, in
der man auch die Existenz- und Allquantoren einordnen kann:

| Symbol | Verkniipfung | Neutrales Element

> + 0
11 : 1
v A (und) wahr
= V (oder) falsch

Z.B. heifit ,, {Vm}(i < 3)” (was iiblicherweise geschrieben wird als ,,Vi € {1,2} : ¢ < 3”) das
e,
Gleiche wie ,,(1 < 3) A (2 < 3)”. Folgende Regeln ergeben sich ganz automatisch:

o ~(VYx e M:p(x)) & (Jx e M: —p(x))
e ~(dxr e M:p(x)) & (Ve e M: —p(x))

,»— bedeutet ,,nicht”. Es ist klar, dass diese Regeln auch fiir unendliche Mengen gelten sollen. Des
Weiteren gilt fiir eine beliebige ,,groBere” Menge N (M C N):

o (VxeM:px) < (Ve N:(xeM = p)))
e (JxreM:p(zx)) & (JxeN:(xreMAp(x)))

Man beachte den Unterschied bei ,,v"’ und ,,3”!



Die gedankliche Ubertragung auf unendliche und ,,allumfassende” Mengen liefert dann die wichti-
gen Regeln:

1. =(Vx :p(z)) & (Fzx: —p(x))
2. =2(Jz:p(x)) & (Vo :-p(x))
3. VxeM:px) & Vo:(xeM = px)))

4. (Jr e M : p(z)) & (Fz: (x € M Ap(x)))

In Textform sollten sie jedem sofort einleuchten:

1. Dass p(z) nicht fiir alle = gilt, heiBt genau, dass es ein z gibt, fiir das p(z) nicht gilt.
2. Dass es kein x gibt, fiir das p(x) gilt, heiBit genau, dass p(z) fiir alle z falsch ist.

3. Dass p(x) fiir alle z aus M gilt, heiBt genau, dass p(z) gilt, falls z aus M stammt (und fiir alle
anderen = wird keine Aussage gemacht).

4. Dass es ein x aus M gibt, fiir dass p(x) gilt, heiBt genau, dass es ein = gibt, das in M liegt und
fiir das p(z) gilt.

Wer also etwas Anderes behauptet (wie ,,(Vx € M : p(z)) < (Vo : (z € M Ap(x)))”), liegt damit
auf jeden Fall falsch.

Die meisten Sétze fangen in etwa so an: ,,Sei € R (beliebig). Dann gilt: ...”. Statt dessen konnte
man auch sagen: ,Fiir alle z € R gilt: ...”, bzw. ,,Vz € R :...”. Auf diese Weise kann man die 6de
Sprache der Mathematik etwas auflockern, ohne dabei an Exaktheit einzubii3en. Wichtig ist, dass die
Formulierung eine genau definierte formale Entsprechung hat, und dass einem geiibten Leser sofort
klar ist, wie die formale Entsprechung lautet. (Allerdings gibt es scheinbar in der Logik einen Satz,
der besagt: ,,Wenn eine Aussage fiir ein beliebiges z gilt, dann gilt sie fiir alle x.” Die Entsprechung
gilt hier also wahrscheinlich nicht per Definition.)

So weit zu meinen personlichen Theorien. Hoffentlich messt Thr den Existenz- und Allquantoren
genug Bedeutung bei, um meine langen Ausfithrungen zu entschuldigen. Ich werde Euch bei Gele-
genheit dafiir danken.

1.3 Beweisfithrung

Kommen wir jetzt zum ersten wirklich praktischen Teil. Wéhrend der gesamten Studienzeit werdet
Ihr wohl oder iibel Beweise fiihren miissen. Erfahrungsgemil sagt einem aber niemand, wie das
geht, sondern die Dozenten rechnen Beweise vor in der Hoffnung, dass man ihre Technik irgendwann
erlernt. Keine Panik, es gibt durchaus Verfahren, die in den meisten Fillen irgendwann zum Ziel
fiihren. Die ersten erscheinen wahrscheinlich trivial.



1.3.1 Voraussetzungen und Folgerungen

Ein Beweis hat normalerweise die Form eines Weges. Man fingt an einem bestimmten Punkt an,
versucht, ein Ziel anzusteuern, und hofft darauf, nicht zwischendurch wieder an einen bekannten
Platz zuriickzukommen. Einen grofen Unterschied gibt es schon: Auf dem gesamten Weg gewinnt
man immer mehr Erkenntnisse, d.h. man kann sich dem Ziel eigentlich gar nicht weiter entfernen.
Konkret sieht das so aus:

Zunichst schreibe ich alle Voraussetzungen auf, die mir auf den Weg gegeben wurden; das ist mein
Ausgangspunkt: ,,Sei G eine Gruppe, ...” . Nun gehe ich in einzelnen Schritten in eine Richtung,
die mir sinnvoll erscheint; die Schritte trenne ich durch einen Folgepfeil (,,= ). In jedem Schritt
darf ich die gesamten Voraussetzungen benutzen, das diirfte jedem einleuchten. Ich darf aber auch
alle Aussagen benutzen, die ich auf dem Weg schon gemacht habe. Am besten nenne ich mal ein
Beispiel:

Sei G eine Gruppe, x € GG, y; und y, invers zu x. Dann gilt:

e =1cANz-y2=1¢ = (1-2)-y2=1la-Y2 = v1-(®-Y2) = 2 oy Yi-le =y = y1 =12
Solange man wie hier gegebenenfalls die benutzte Tatsache unter den Folgepfeil schreibt, sollte dies
anerkannt werden, denn man hat vorher hergeleitet, dass sie unter den Voraussetzungen richtig ist.

Es ist iibrigens eine Konvention, ,A = B = C” fir ,(A = B) A (B = ()” zu schreiben,
genau wie man gerne ,,a = b = ¢” fiir ,,(a = b) A (b = ¢)” schreibt. Das macht in beiden Fillen
wegen der Transitivitdt Sinn (d.h. es gilt auch A = C bzw. a = ¢). Etwas gefahrlicher ist da schon
LA & B = C”, was fir ,,(A < B) A (B = ()” steht. Denn wenn man es iibertreibt, z.B.
»2A < B & (C = D”, dann kommt Unsinn dabei heraus. In diesem Beispiel konnte man weder
D aus A folgern noch umgekehrt.

1.3.2 Einsetzen in Definitionen

Der Schritt von ,,y; invers zu z” nach ,,y; - © = 15" im obigen Beweis ist eigentlich trivial, denn
es wird nur die Definition des ,,inversen Elements” benutzt. Trotzdem lohnt es sich mehr als man
glaubt, den Schritt explizit hinzuschreiben. Denn nur in der ausgeschriebenen Formel sieht man, wie
man weiter verfahren muss; von einer Aufgabenstellung wie ,,Sei GG eine Gruppe, z € G, y; und ¥y
invers zu x. Zeigen Sie: y; = y,.” wird man oft zunéchst tiberrumpelt.

Es bietet sich manchmal an, nicht direkt die Definition zu benutzen, sondern einen Satz, der sich
daraus ableitet. Das dridngt sich besonders auf, wenn der Satz zu einer alternativen Definition fiihrt.

Z.B. gibt es fiir eine Funktion f die Definition:
f ist bijektiv < f ist injektiv A f ist surjektiv
Aber es gilt die Aquivalenz:
f ist bijektiv < f~! existiert

Das wire also eine alternative Definition. Ist als Voraussetzung gegeben, dass f bijektiv ist, dann
braucht man viel ofter die Existenz von f~' als die Injektivitit oder Surjektivitit, und fingt den
Beweis lieber so an: ,,f ist bijektiv = f~! existiert = ...”
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Besondere Aufmerksamkeit verdienen Mengen, die iiber Bedingungen definiert sind: M := {z :
p(z)} mit einem Pridikat p. Fiir eine Variable m ist dann m € M &quivalent zu p(m) und m ¢ M
dquivalent zu —p(m).

Ist z.B. zu zeigen, dass Kern f C M ist, dann macht man das normalerweise so: ,,Sei k € Kern f
beliebig. f(k) = 0 =...= k € M?”. Hier wurde die Definition von Kern f benutzt, ndmlich
Kern f := {x € Def f : f(x) = 0}. Das Pridikat p ist in diesem Fall p(z) = (z € Def f A f(z) =
0).

Manchmal soll man die Abgeschlossenheit einer Menge M beziiglich einer Verkniipfung ,,x” zeigen.
Ist M definiert durch M := {x : p(z)} wie oben, dann geht das im Allgemeinen so: Seien my, ms €
M.p(my) Ap(mg) = ... = p(my*mg) = my*mg € M

1.3.3 Widerspruchsbheweise, Eingrenzen

Wieder etwas, das in der Theorie vollig klar ist: Wenn ich ,,A = B” beweisen will, kann ich
statt dessen auch ,,mB = —A” zeigen, denn das ist gerade dquivalent. Im weiteren Sinne wird
auch diese Technik ,,Widerspruchsbeweis” genannt. Man sollte stets beide Varianten ausprobieren,
d.h. man fingt bei A an und folgert in Richtung B, und fiangt auBerdem bei =B an und folgert in
Richtung —A. Wenn eine der beiden Varianten einfacher scheint, dann fiihrt sie vielleicht auch eher
zum Ziel. Es ldsst sich jedoch jeder Beweis komplett umkehren, indem man einfach jede Aussage
negiert und die Folgepfeile umdreht.

Mit etwas mehr Erfahrung kann man Probleme auf diese Weise auch eingrenzen, obwohl man noch
keinen vollstindigen Losungsweg kennt. Fithrt man nimlich gleichzeitig beide Varianten durch, kann
man sich quasi in der Mitte treffen. Man setzt dazu sowohl A als auch —B voraus und folgert daraus
einen Widerspruch.

Widerspruchsbeweise beginnen immer mit einer besonders ausgezeichneten Annahme. In diesem

Fall wiirde man schreiben: ,,Annahme: —5. Daraus folgt: ...” Kann man direkt das Gegenteil der
Voraussetzung A folgern, dann reicht das schon aus. Greift man auf die Eingrenz-Technik zuriick,
dann sollte man am Schluss noch unbedingt schreiben: ,,... im Widerspruch zur Annahme”. Ein

Beispiel findet sich unter 1.3.17.

1.3.4 Aquivalenz

Das naheliegendste Verfahren, um die Aquivalenz von Aussagen zu zeigen, sind Aquivalenzumfor-
mungen, wie man sie aus der Schule kennt. Uberraschenderweise ist es in der Linearen Algebra
oft viel vorteilhafter, nur Folgerungen zu benutzen. Um ,,A < B” zu zeigen, zeigt man sowohl
»A = B”alsauch, B = A”, und zwar getrennt.

Soll man die Aquivalenz mehrerer Aussagen zeigen, dann kann man dies mit Hilfe eines Zirkel-
schlusses tun. Am besten notiert man sich in der Aufgabenstellung mit Pfeilen, welche Schliisse
machbar sind. Das ist ein Graph, bei dem jeder Zyklus bedeutet, dass die jeweiligen Aussagen dqui-
valent sind. Erhélt man einen Zyklus, der nicht alle Aussagen umfasst, kann man immer noch die
Aquivalenz der iibrigen Aussagen zu den Aussagen im Zyklus zeigen.

Beispiel: Man soll ,A < B < C < D” zeigen. Sind die Schliisse ,A = B”, ,B = (C”
und ,,C' = A” machbar, dann hat man einen Zyklus ,A = B = (C = A” erzeugt und damit
LA & B & (7 gezeigt. Jetzt reicht es, D aus irgendeiner der anderen Aussagen zu folgern, und
irgendeine Aussage aus D, also z.B. ,A = D”und, D = B”.



1.3.5 Teilmengen

Soll man ,,A C B” zeigen, dann ist es fast immer sinnvoll, sich ein bestimmtes Element aus A
,herauszunehmen” und zu zeigen, dass es auch in B liegt: ,,Sei a € A beliebig. Dann: ... = a € B”
Das reicht als Beweis auch schon vollig aus; jedem Korrektor sollte klar sein, dass damit ,,A C B”
gezeigt wurde. Der Grund, warum dies einfacher ist als Mengenumformungen, ist, dass Mengen
immer iiber ihre Elemente charakterisiert werden. In manchen Fillen ist dies offensichtlich; unter
1.3.2 gab es ein solches Beispiel. Manchmal ist es aber auch nicht so leicht zu sehen:

,Sei GG eine Gruppe, H, und H, Untergruppen mit H, U Hy = G. Zeigen Sie: G C H1V G C Hy.”

Scheinbar werden hier nur Aussagen iiber die Mengen selbst gemacht. Aber Moment: Wie ist denn
., H1 U Hy” definiert? Richtig: Hy U Hy = {h : h € Hy V h € Hy}. Es hilft also doch, ein spezielles
g aus GG in der Hand zu haben, denn dann ist schon mal g € H, oder g € H,. Das ist natiirlich keine
Uberraschung.

1.3.6 Gleichheit von Mengen

Wie bei der Aquivalenz von Aussagen (1.3.4) bietet es sich fast immer an, die beiden Richtungen
getrennt zu behandeln. Das Beispiel von 1.3.5, etwas abgedndert:

,»Sei GG eine Gruppe, H, und H, Untergruppen mit H, U Hy = G. Zeigen Sie: G = H,V G = Hy.”
LH; C G” (i € {1,2}) ist aber trivial; es bleibt also noch ,,G C H;” fiir ein i, wie oben.

1.3.7 Gleichheit von Funktionen

Fiir zwei Funktionen f; : D — R (i = 1, 2) ist die Gleichheit definiert durch f; = f, & Ve € D :
fi(x) = fo(x). Um sie zu zeigen, greift man sich also wieder ein beliebiges € D heraus und zeigt
erst einmal fi(x) = fo(x). Da x beliebig war, ist dann f; = fs.

Oft soll man zeigen, dass eine bestimmte Funktion die Nullfunktion ist. Das ist eine kleine Falle,
denn ,,Zeigen Sie: f = 07 sieht sehr unscheinbar aus. Man muss zeigen, dass f alle z aus dem
Definitionsbereich auf 0 abbildet, also wieder so: ,,Sei = € Def f beliebig. Dann: ... = f(z) =07

1.3.8 Alternativen

Enthilt die Aussage, die man zeigen soll, zwei durch ,,oder” getrennte Alternativen, dann muss man
nur die Negation von einer der Alternativen annehmen und die andere zeigen. Denn ist diese An-
nahme falsch, also die entsprechende Alternative richtig, dann stimmt die gesamte Aussage sowieso
schon.

Um ,G C H,V G C Hy,” im Beispiel von 1.3.5 zu zeigen, kann ich annehmen, dass G ¢ H, ist
(d.h., dass es ein Element in GG gibt, das nicht in H, liegt), und unter dieser Annahme zeigen, dass
G C H, gilt. Denn wenn G C H, ist, dann bin ich schon fertig.

Natiirlich gibt es auch hier die Moglichkeit des Widerspruchsbeweises, d.h. man nimmt an, dass
beide Alternativen falsch sind, und folgert, dass dann die Voraussetzungen nicht erfiillt sind.



1.3.9 Befreiung gebundener Variablen

»3x...” und ,,Vx...” binden jeweils die Variable x. AuBlerhalb des Ausdrucks hat = eigentlich keine
Bedeutung, man konnte sie sogar theoretisch neu belegen. Folgendes Beispiel wire formal korrekt:

JyeBildf:z=y = FyeDef f:z=f(y)

Hier ist y in der ersten Aussage das, was f(y) in der zweiten Aussage ist.

So etwas ist aber iiberhaupt nicht schén und kann sogar Punktabzug geben! Aus Griinden der Uber-
sichtlichkeit werden Variablen namlich oft auch auerhalb ihres Geltungsbereichs benutzt. Hat man
die Existenz eines Objekts bewiesen, das einer bestimmten Bedingung geniigt, dann will man dieses
oft benennen, um damit weiterrechnen zu konnen. Der Existenzquantor hat dem Objekt aber schon
vorldufig einen Namen gegeben, den man nach Moglichkeit beibehalten sollte:

Jy € Bild f : z = y. Fiir dieses y gilt: 3x € Def f : y = f(x), und damit tiir dieses x: z = f(x)

Das reifit den Beweis jedoch stark auseinander, und man verfallt leicht in immer mehr natiirliche
Sprache. Man konnte versuchen, es mit mathematischen Symbolen zu schreiben, also so:

JyeBildf:z=y = dJxeDef f:y=f(z) = 2= f(z)

Es ist jedoch nicht klar, wie dies zu verstehen ist. Zunichst einmal gibt es jeweils zwei verschiedene
Moglichkeiten, wie man Klammern setzen konnte:

I. JyeBidf:(z=y = dr€Def f:y= f(x))
2 (yeBidf:z=y) = (FxeDeff:y= f(x))

Die erste Version driickt nicht das Richtige aus. Sie wiére z.B. auch dann wahr, wenn z = y fiir kein
y € Bild f gelten wiirde. Die zweite Version kann aber auch nicht richtig sein, denn y ist eigentlich
auBerhalb der ersten Klammer gar nicht mehr definiert.

Man braucht also eine neue Schreibweise. Mein personlicher Vorschlag ist, die Folgerung versetzt
unter den Term im Existenzquantor zu schreiben:

= y € Bild f tz=y
—_—
= dreDeff: y=f(x)
——

= 2= [(z)

z=y
Das sind die gleichen Symbole wie oben, nur anders platziert. Nun ist etwas klarer, auf welche Weise
gefolgert wird. Das Ergebnis soll iibrigens sein: 3z € Def f : z = f(x)

Das Ganze funktioniert iibrigens so nur mit Existenzquantoren und nur eingeschriankt mit Allquan-
toren. (Warum wohl?) Gliicklicherweise liefert die Technik des Widerspruchsbeweises eine Mog-
lichkeit, Allquantoren anhand der bekannten Regeln in Existenzquantoren umzuwandeln:

,Sei f 1 D — R eine injektive Funktion. Zeigen Sie: VM C D : f~Y(f(M)) = M.”

Die Injektivitit ist definiert als: Vx1,xo € D, f(x1) = f(x2) : 1 = x9. Die Negation davon ist:
Jx1,29 € D, w1 # x5 : f(x1) = f(x3). Und auch die Negation von¥M C D : f~1(f(M)) = M
liefert einen Existenzquantor: 3M C D : f~Y(f(M)) # M. Fangen wir also damit an. Wegen

M C f7Y(f(M)) istdann f~*(f(M)) ¢ M, also gibtes einx € f~'(f(M)) mitx ¢ M. Nach der
Definition von f~1 ist f(x) € f(M). Fiir jedes Element z aus f(M) (insbesondere fiir z = f(z))
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gibt es aber auch einy € M, so dass z = f(y) ist, d.h. f(x) = f(y). Wegenx ¢ M undy € M ist
x # y. Damit ist f nicht injektiv.

Es ist hoffentlich klar, dass es in Wirklichkeit keine Rolle spielt, wie gebundene Variablen heif3en.
Die Aussage, die hier gezeigt wurde, war: .3z, y € D,x # y : f(z) = f(y)”. Das ist dquivalent zu
W31, 79 € Dyxy # 29 0 f(21) = f(22)”.

1.3.10 Vollstindige Induktion

Das Prinzip der vollstdndigen Induktion mdchte ich hier nur der Vollstidndigkeit halber erwihnen.
Es eignet sich gut, um eine Aussage zu zeigen, die von einer natiirlichen Zahl n abhingt. Man zeigt
sie dann z.B. fiir n = 1 und sagt: ,,Wenn die Aussage fiir n = n gilt (ng € N), dann gilt sie auch fiir
n = ng + 1.” Man kann auch voraussetzen, dass die Aussage fiir alle n < ng gilt, aber das braucht
man sehr selten. Generell muss man immer die Induktionsvoraussetzung benutzen; darauf sollte man
als Erstes hinarbeiten.

Vollstindige Induktion iibt man im Laufe der ersten Semester sehr oft. Wer sich an den Ubungen
beteiligt, bekommt in den Klausuren dadurch wichtige Punkte geschenkt.

1.3.11 Symmetrie

Ich denke, in der Zwischenzeit habt Thr die Formulierung ,,0.B.d.A.” (,,ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit” bzw. ,,ohne Bedenken des Autors”) kennen gelernt. Tatsdchlich gibt es einige Situation,
in denen es gerechtfertigt ist, Voraussetzungen zu treffen, die nicht in der Aufgabenstellung gegeben
sind.

Beispiel: In der Aufgabenstellung ist eine endliche Menge reeller Zahlen ({a,, as, . . . , a, }) gegeben,
deren Reihenfolge fiir das Resultat keine Rolle spielt. Man hitte sie gerne in aufsteigender Reihen-
folge sortiert. Warum nicht? Denn wenn sie es nicht sind, kann man sie sortieren, den Beweis bzw.
die Rechnung auf den sortierten Zahlen durchfiihren, und das Ergebnis auch auf die unsortierten
Zahlen anwenden, da die Reihenfolge ja keine Rolle spielte.

Wichtig ist, dass es in der Aufgabenstellung eine Symmetrie im weitesten Sinne gibt. Was ich mit
»Symmetrie” meine, wird vielleicht eher an folgendem Beispiel deutlich:

,»Sei entweder a > 0 und b < 0, oder a < 0 und b > 0. Zeigen Sie: a - b < 0.”

Hier wire es vollig legitim, am Anfang ,,0.B.d.A. a > 0,b < 0” zu schreiben. Am besten schreibt
man am Ende noch etwas wie: ,,.Der Fall a < 0,b > 0 folgt aus Symmetriegriinden wegen der
Kommutativitit der Multiplikation.”

1.3.12 Gegenbeispiele

Ein Gegenbeispiel gibt man immer dann an, wenn man zeigen will, dass eine bestimmte Aussage, die
in mathematischer Schreibweise ein Allquantor-Term wire, falsch ist. Theoretisch gesehen wandelt
man dabei den Allquantor in einen Existenzquantor um, nach der entsprechenden Regel.

Vo € R: x > 0 ist falsch, denn x = 0 ist ein Gegenbeispiel. (Wow!)



1.3.13 Benutzen aller Voraussetzungen

In Ubungs- und Klausuraufgaben werden Voraussetzungen normalerweise nur dann angegeben,
wenn sie auch wirklich wichtig sind, d.h. wenn man sie irgendwo braucht. Die Aufgabe wird nicht
von einer ,,abelschen Gruppe” sprechen, wenn die Kommutativitit fiir das Resultat keine Rolle spielt.
Dementsprechend sollte man versuchen, ,,blind” die Voraussetzungen anzuwenden, wenn man sonst
keine Idee hat.

Wenn man sich nicht sicher ist, welchen Einfluss die einzelnen Voraussetzungen haben, konnte es
helfen, sie wegzulassen und jeweils ein Gegenbeispiel zu finden. Um bei dem Beispiel zu bleiben:
Man nehme z.B. die Gruppe S3, weil sie nicht abelsch ist, und schaue, warum die zu zeigende
Aussage dann nicht mehr gilt.

Es gibt eine Ausnahme von dieser Regel: Bei Vektorrdaumen wird oft vorausgesetzt, dass sie endlich-
dimensional sind. Das hilft beim Beweisen, weil man sich zunichst eine Basis basteln kann. Aber
die Aussage konnte trotzdem fiir alle Vektorraume gelten; sie ist dann eben nur schwerer zu zeigen.
Dementsprechend sollte man nie versuchen, ein unendlichdimensionales Gegenbeispiel zu finden;
das wiire sowieso viel zu schwer.

Besondere Aufmerksamkeit sollte man auf die Ergebnisse der vorherigen Aufgabenteile richten.
Teilaufgaben hingen meistens zusammen, wobei es nicht immer die direkt aufeinander folgenden
Teile sein miissen.

1.3.14 Themeniiberschneidungen

Manchmal iiberschneiden sich verschiedene Teilgebiete der Mathematik. Wo dies passiert, wird es
auch an den Aufgaben deutlich. Es ist dann hilfreich, sich die wichtigsten Ergebnisse der Teilgebiete
noch einmal ins Gedéchtnis zu rufen.

Z.B. iiberschneiden sich die Theorien iiber Ringe, Vektorrdume und Polynome beim charakteristi-
schen Polynom einer Matrix. Ist nun eine Aufgabe gegeben, in der Matrizen potenziert, mit Skalaren
multipliziert und addiert werden, sollte man schauen, ob man daraus nicht ein Polynom bilden kann;
auch wenn sich der Stoff gerade komplett um Vektorrdume dreht.

1.3.15 Modelle

Man kann fiir die verschiedenen Themen der Mathematik nur dann ein intuitives Verstindnis bilden,
wenn man sich Modelle iiberlegt, die ein abstraktes Objekt in ein anschauliches Gebilde iiberset-
zen. Das geht in der Gruppentheorie nur sehr bedingt; man kann sich hochstens iiberlegen, was man
als Gruppe betrachten kann und was nicht, welche Untergruppen es jeweils gibt, und wo es Ana-
logien gibt. Die Ringtheorie bietet da schon mehr Spielraum, denn die zwei Verkniipfungen eines
Rings dhneln auf irgendeine Art und Weise immer den aus der Schule bekannten. Spitestens bei den
Vektorrdaumen bieten sich jede Menge Moglichkeiten, Dinge anschaulich zu machen.

Bei jedem Modell muss man sich aber auch iiberlegen, wo die Grenzen des Modells liegen, d.h.
welche Sachverhalte vom Modell nicht sinnvoll wiedergegeben werden.

Einen endlichdimensionalen Vektorraum kann man sich oft in seine einzelnen Dimensionen aufge-
teilt denken. Das macht Sinn, wenn man allgemeine lineare Abbildungen untersucht, denn sie bilden
in gewisser Weise jede Dimension entweder wieder auf eine Dimension oder auf gar nichts ab. Auch
tiir Faktorrdume ist das Modell gut geeignet; damit kann man Dimensionen ,,entfernen”. Was das



Modell jedoch nicht leistet, ist eine sinnvolle Aussage iiber Vektoren selbst. Denn die identische Ab-
bildung (als Endomorphismus) kénnte man in diesem Modell z.B. nicht von irgendeinem anderen
Automorphismus unterscheiden.

1.3.16 Spezialfille

Ist eine Aufgabenstellung von allgemeiner Natur, und die Allgemeinheit der Grund dafiir, dass sie
schwierig ist, dann hilft es meistens, sich bestimmte Spezialfille zu tiberlegen, um so eine Grundlage
fiir die allgemeine Losung zu erhalten. Das ist besonders hilfreich, wenn man die Losung durch
vollstindige Induktion beweisen kann. Dann kann man anhand der ersten paar Spezialfille meist
die allgemeine Formel erraten. Normalerweise ist Raten in der Mathematik nicht erwiinscht, aber
wenn man anschlieBend mittels vollstandiger Induktion die Richtigkeit beweist, hat man seine Pflicht
getan.

Bei allgemeinen Vektorrdumen bietet sich oft an, sich die Dimensionen 1, 2 und 3 besonders anzu-
schauen. Wenn es um Unterrdume geht, hat dies allerdings einen Nachteil: Bei Dimensionn kommen
Unterrdume nur in n + 1 verschiedenen Dimensionen vor, wovon auch noch 2 véllig uninteressant
sind. Im 3-dimensionalen Anschauungsraum bleiben uns nur Geraden und Ebenen als Unterrdume,
die wir untersuchen konnen.

Ist ein bestimmter Mindestwert fiir eine Zahl gegeben (gilt z.B. eine Aussage nur fiir Vektorriu-
me der Dimension 2 oder groBer), dann lohnt es sich, diesen Mindestwert als Spezialfall genau zu
untersuchen, und auch festzustellen, warum die Aussage fiir kleinere Werte noch nicht gilt (siehe
1.3.13).

1.3.17 Formale Schreibweise

Ausnahmsweise mochte ich noch einen Hinweis geben, der nicht dem Finden eines Losungswegs
dient, sondern nur der Korrektheit und Nachvollziehbarkeit, insbesondere fiir den Korrektor, also
z.B. mich. :-) Wenn Ihr die Losung vor Augen habt, solltet IThr Euch unbedingt die Miihe machen,
den Beweis so formal wie moglich zu fithren. Mal wieder ein Beispiel, und zwar der klassische
Beweis fiir das Prinzip der vollstindigen Induktion, zunéchst in Textform:

Sei p(n) eine Aussage, die fiir jedes n € N entweder wahr oder falsch ist. p(1) sei wahr, und wenn
p(n) fiir einn € N wahr ist, dann sei auch p(n + 1) wabhr.

1. Sei m die kleinste natiirliche Zahl, fiir die p(m) falsch ist.

Weil p(1) wahr ist, istm > 2.

p(m — 1) ist wahr, weil m ja gerade die kleinste Zahl war, fiir die p(m) falsch ist.
Dann ist nach Voraussetzung auch p(m) wabhr.

Dies ist ein Widerspruch, also kann es kein solches m geben.

S T T

Also ist p(n) fiir alle n wahr.

Auf den ersten Blick ist der Beweis einleuchtend, und wahrscheinlich wiirde er so akzeptiert. Aber
eigentlich enthilt er einige Liicken:
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1. Wer sagt denn bitte, dass es eine kleinste natiirliche Zahl, tiir die p(m) falsch ist, iiberhaupt
gibt?! Siehe ,,5.”

2. Eigentlich folgt daraus erst einmal m # 1, daher m > 1 oder m < 1 (was wegen m € N
unmoglich ist), und aus m > 1 und m € N folgt m > 2. (Keine Sorge, so pingelig ist kein
Korrektor. Das hier ist nur ein Beispiel.)

3. Im formalen Beweis folgt dies direkt aus der Definition des Minimums. Hier ist zu viel natiir-
liche Sprache in Gebrauch, was sogar das Verstindnis erschwert.

4. Das ist schon gravierender. Denn die Voraussetzung besagt: ,,Wenn p(n) fiir ein n € N wahr

ist, dann ist auch p(n + 1) wahr.” Offenbar wird hier n := m — 1 gesetzt, denn dann ist
n + 1 = m. Das sollte man nicht auslassen. Und noch wichtiger ist es, n € N auch wirklich
zu zeigen!

5. Bei,,1.” hat man von ,,der” kleinsten Zahl gesprochen. Es ist extrem unsauber, dann zu zeigen,
dass man vorher irgendwo eine falsche Voraussetzung benutzt hat. Hitte man gesagt, dass m
eine Zahl sein soll, fiir die p(m) nicht gilt, und dass auBerdem fiir jede andere Zahl x, tiir die
p(z) ebenfalls falsch ist, x > m gelten soll, dann héitte man diese Unsauberkeit vermieden.
Oder man hétte wenigstens sagen sollen, dass man die Existenz des Minimums annimmt, um
sie zu widerlegen.

6. ,Fiir allen € N, bitte schon. Wenn man , fiir alle n”’ sagt, dann ist n durch den Satz gebunden;
die Aussage ,,n € N” von oben gilt nicht tiir dieses n.

Es fallt nicht schwer, den Beweis in die formale mathematische Sprache zu iibersetzen:

1. Die ,kleinste Zahl” hei3t in der Mathematik ,,Minimum”. Ein Minimum bezieht sich jedoch
immer auf eine Menge (oder Funktion, aber nicht in der Linearen Algebra). Also brauchen wir
erst einmal die Menge M, von der wir das Minimum min M bilden. Dabei kénnen wir auch
gleich die Definition von ,,min” in Bezug auf natiirliche Zahlen nachschlagen, um festzustel-
len, wann es denn nun existiert: VM C N.M # (0 : 3'm € M : Vn € M : n > m; und
min M :=m.

2. Hier tehlen bloB noch die Symbole.
3. Es bietet sich an, die Voraussetzung m = min M hier noch einmal zu erwéhnen.

4. Mit einem kleinen Trick werden die beschriebenen Liicken geschlossen, aber die Zeile bleibt
trotzdem kurz.

5. Wir haben gezeigt, dass das Minimum von M nicht existiert. Ein ganz normaler Widerspruchs-
beweis. Denn angewendet auf den Satz iiber das Minimum, den ich bei ,,1.” mehr oder weniger
formal hingeschrieben habe, folgt daraus rein formal M = ().

6. Auch hier fehlen wieder nur Symbole.
Das Ergebnis sieht dann so aus:

1. Sei M := {n € N : p(n) ist falsch}. Annahme: M # (). Dann existiert m := min M.
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2. m € M = p(m) ist falsch ():> hm7£1:>m22:>m—1€N
p(1) ist wahr

3. m=minM = m—-1¢ M = p(m — 1) ist wahr

4. = p(m) ist wahr (nach Voraussetzung)

m—1€N

5. Widerspruch zum € M, also Annahme M = () falsch = M = ()
6. = Vn € N:p(n)

Dieser Beweis ist zwar vielleicht schwerer zu lesen, aber er ldsst keine Zweitel aufkommen. Wer
will, kann wieder etwas mehr natiirliche Sprache einbauen, z.B. Folgepfeile durch ,,daraus folgt”,
»also”, ,,deshalb”, ,,daher”, ,,weil”, ,,wegen” usw. ersetzen. Wichtig ist, dass ein Leser jeden ein-
zelnen Schritt ohne den Rest des Beweises nachvollziehen kann. Wenn Ihr Euch sicher seid, dass
Eure Beweise dies auch ohne Formalismus leisten, konnt Ihr schliefSlich wieder fast die Textversion
hinschreiben. Aber iibt bitte am Anfang das formale Beweisen.

2 Mengenlehre

2.1 Mengen

Mengen und ihre Verkniipfungen sollten aus der Schule bekannt sein. Neu ist vielleicht die Schreib-
weise ,.{z,p(x)}”, ,.,{z | p(x)}” oder ,.{z : p(x)}” fiir die Menge aller x, fiir die p(x) gilt. Das sollte
man nicht nur wissen, sondern auch damit umgehen konnen. Siehe z.B. 1.3.2.

AuBerdem wird an der Uni die Potenzmenge P (M) einer Menge M eingefiihrt; das ist die Menge
aller Teilmengen von M. Aussagen iiber P (M) erscheinen oft kompliziert, aber werden sofort einfa-
cher, wenn man daran denkt, dass A € P(M) nichts Anderes heifit als A C M. Zum Beispiel bildet
eine Funktion (s.u.) f : A — P(B) einfach jedes Element a € A auf eine bestimmte Teilmenge
f(a) C B ab.

2.2 Abbildungen

,-Abbildung” ist nur ein anderes Wort fiir ,,Funktion”, das auch in der Schule behandelt wird. In-
formatikern fillt es nicht schwer, sich Funktionen so vorstellen, dass sie eine ,,Eingabe” entgegen-
nehmen und zu diesem Wert eine ,,Ausgabe” ,,berechnen”. An den vielen Anfithrungszeichen merkt
man schon, dass es nicht ganz so einfach ist; z.B. muss man den Funktionswert nicht unbedingt
wirklich berechnen kénnen, damit die Funktion existiert. Trotzdem mdchte ich gerne eine Funktion
f : A — B manchmal auf diese zwei Arten darstellen:

Dass in der Linearen Algebra hiufiger der Begriff ,,Abbildung” benutzt wird, konnte daran liegen,
dass sich die Lineare Algebra in erster Linie mit Anschauungsobjekten beschiftigt. Z.B. ist die Vor-
schrift, die angibt, wie in einem 3D-Computerprogramm ein Objekt auf dem Bildschirm angezeigt
werden soll, sicher eine Funktion bzw. Abbildung (wobei ich hier zugegebenermallen wichtige De-
tails auBBer Acht lasse):
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Hier werden vielleicht auch die Begriffe ,,Bild” und ,,Urbild” deutlich: Sei O das Objekt; es kann
z.B. eine Teilmenge des Definitionsbereichs der Abbildung, genannt f, sein. Dann ist das Bild von

O unter f, also f(O) = Bild f|o, tatsdchlich die entsprechende Menge im Wertebereich, d.h. auf
dem Bildschirm. Umgekehrt ist O gerade das Urbild seiner Darstellung auf dem Bildschirm.

Eine Abbildung heifit ,,injektiv”’, wenn es zu jedem Bildelement nur ein Urbildelement gibt, bzw.
zu jedem Element des Wertebereichs hochstens ein Urbildelement. (Die genaue Definition konnt Thr
Euch vielleicht noch einmal selbst iiberlegen; es ist nur eine mathematische Formulierung dieses
Satzes.) Im Beispiel oben hitte der Benutzer vielleicht gerne eine injektive Abbildung, dann wiisste
er genau, wie die Szenerie wirklich beschaffen ist. Aber wer weif}, ob hinter dem Klotz jemand
hockt. ..

Hier noch ein Vergleich von injektiven und nicht injektiven Abbildungen:
nicht injektiv injektiv

A B A B
f f

R
N
-

Man sieht, dass bei endlichen Mengen | B| > | A| sein muss, und bei unendlichen Mengen wird diese
Relation sogar iiber die Existenz einer injektiven Abbildung definiert.

Eine Abbildung heilit ,,surjektiv”’, wenn jedes Element des Wertebereichs tatsdchlich erreicht werden
kann, d.h. im Bild der Abbildung liegt bzw. mindestens ein Urbildelement hat. Anders ausgedriickt
ist das Bild der Abbildung der gesamte Wertebereich. Die obige Abbildung ist surjektiv, denn jeder
Punkt auf dem Bildschirm kann ein Objekt enthalten. Genauer gesagt gibt es zu jeder Bildschirm-
koordinate als Element des Wertebereichs eine Position, an der ein Objekt stehen kann, um darauf
abgebildet zu werden. (Aber natiirlich mehr als eine einzige Position, s.0.) Man kann jede Abbildung
durch Einschrinken des Wertebereichs ,,surjektiv machen”.

nicht surjektiv surjektiv

A B A B
f f

Hier muss nun |A| > | B| sein.

Eine injektive und surjektive Abbildung heifit ,,bijektiv’ oder ,,invertierbar” (,,umkehrbar”). Genau
dann existiert nimlich die Umkehrabbildung, denn Bijektivitit bedeutet, dass es zu jedem Element
des Wertebereichs genau ein Urbildelement:
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Wegen |B| > |A| und |A| > | B| ist dann sogar |A| = | B].

Eine bijektive Selbstabbildung (d.h. eine bijektive Abbildung f : A — A) nennt man ,,Permutati-
on”. Wem dieser Begriff in einem anderen Zusammenhang bekannt ist, nimlich als das Andern der
Reihenfolge von geordneten Elementen, dem fillt vielleicht auf, dass es genau darum geht: f kann
die Elemente aus A nur mischen, aber weder Elemente verschwinden lassen noch mehrere Elemente
auf die selbe Stelle abbilden:

Zwei Abbildungen f : A — Bund g : B — C kann man zu einer Abbildung A — C' verketten,

die mit ,,g o f” bezeichnet wird. Daran, dass die Schreibweise ,,riickwirts” ist, muss man sich leider

gewohnen. Aber die Reihenfolge stimmt praktisch in allen Fillen, die damit etwas zu tun haben,

tiberein. Wire sie andersherum, miisste z.B. auch die Matrizenmultiplikation, die ihr noch kennen

lernt, umgekehrt verlaufen. Daran kann man sich spiter vielleicht auch orientieren. AuBBerdem ist

(go f)(x) =g(f(z)), dh. eigentlich ist die Schreibweise ,,f(x)” schon ,riickwirts”. Grafisch sieht
4

das so aus:
A - C

Eine Relation vergleicht zwei Elemente einer Menge. Man kann sie z.B. als Verkniipfung betrachten,
die je zwei Werten entweder ,,wahr” oder ,,falsch” zuordnet, oder als Teilmenge des cartesischen
Produkts der Menge mit sich selbst. Die meisten Symbole, die in Aussagen vorkommen (,,=", ,,<”,
»<”,,,C”, =", ,&7, ...) sind Relationen. Zur Abgrenzung: ,,€” ist z.B. keine Relation, weil die
linke und rechte Seite nicht zur selben Kategorie gehoren. ,,4- ist auch keine Relation, weil die

Verkniipfung nicht ,,wahr” oder ,,falsch” als Ergebnis liefert, sondern eine Zahl.

2.3 Relationen

Man klassifiziert Relationen anhand bestimmter Eigenschaften. Am wichtigsten sind Reflexivitit
(jedes Element steht mit sich selbst in Relation), Symmetrie (es kommt nicht auf die Reihenfolge an)
und Transitivitét (,xr <y < 2 = x < 27, siehe auch 1.3.1). Sind ndmlich diese drei Eigenschaften
erfiillt, kann man die Mengenelemente mit Hilfe der Relation in Klassen (,,Aquivalenzklassen”)
einteilen, so dass jedes Element genau mit den Elementen seiner Klasse in Relation steht (siehe 2.4).
Die Relation heifit dann entsprechend ,,Aquivalenzrelation”.

14



Ist die Menge endlich, dann kann man fiir die Relation (wie fiir jede Verkniipfung) eine Verkniip-
fungstafel aufstellen. Zum Beispiel konnte man eine Relation ,,<” auf der Menge {a, b} definieren
durcha < a,a < b,b £ a,b < b. Die dazugehorige Verkniipfungstafel sieht so aus:

[ <[ a]b]

w
f

a A
b w

Per Definition gilt: Um festzustellen, ob = < y gilt, sucht man z auf der linken Seite und y auf der
oberen Seite; dann kann man das Ergebnis der Verkniipfung im entsprechenden Kistchen ablesen.

Reflexivitdat und Symmetrie sieht man dann sofort, Transitivitéit leider nicht. In der Informatik wer-
den Relationen auf endlichen Mengen statt dessen hiufig als Graphen dargestellt, indem man die
Elemente der Menge in der Zeichenebene verteilt und Pfeile zwischen den Elementen einzeichnet,
die in Relation stehen. Bei symmetrischen Relationen ersetzt man die Pfeile durch einfache Linien.
In Graphen sieht man die Transitivitét besser:

nicht transitiv transitiv

O— /<> Qﬁg
O - O -

2.4 Klassenbildung

Wenn man eine Menge in Teilmengen aufteilt, so dass jedes Element in genau einer dieser Teil-
mengen vorkommt, dann nennt man diese Teilmengen ,,Klassen”. Z.B. konnte man die Menge
{1,2,3,4,5} in die Klassen {1,4}, {2,3} und {5} aufteilen, wenn man Lust dazu hat. Die Men-
ge der Klassen ist dann {{1,4},{2,3}, {5} }. Die Klasse eines Elements = wird normalerweise mit
[z] bezeichnet. In diesem Fall ist z.B. [1] = [4] = {1,4}. Auch unendliche Mengen kann man in
Klassen aufteilen, z.B. die Menge der ganzen Zahlen in gerade und ungerade Zahlen (dann gibt es
die zwei Klassen [0] und [1]).

Hat man eine Menge in Klassen unterteilt, kann man iiber die Zugehorigkeit zur selben Klasse
eine Relation ,,~” festlegen: © ~ y < [z] = [y]. D.h.: Zwei Elemente stehen genau dann in
Relation, wenn sie in der selben Klasse liegen. Dies ist eine Aquivalenzrelation. Umgekehrt (und
das ist der wichtigere Fall) kann man mit einer beliebigen Aquivalenzrelation ,,~" eine Menge M
in Klassen aufteilen, deren Elemente jeweils miteinander in Relation stehen (siehe 2.3). Die Menge
dieser Klassen wird mit M/, bezeichnet, eine einzelne Klasse mit [x]. (wenn man die Relation
hervorheben will).

Beispiel: Um die ganzen Zahlen in gerade und ungerade Zahlen aufzuteilen, kann man auch erst eine
Aquivalenzrelation definieren:

r~Yy s elir—y=2-2

DanngiltzZB.0 ~2~4~ ..., 1 ~3~b5~...,0% 1,1 2, usw. Das bedeutet [0]. = [2]. =
4]~ = ..., [1]~ = [3]~ = [5]~ = ... und [0]~ # [1]~. Damit hat man genau zwei Klassen, d.h.
7] = {[0]~, [1]~}, wie oben.
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Wenn man eine Menge in Aquivalenzklassen einteilt, dann tut man es normalerweise aus dem Grund,
dass sich in bestimmten Situationen jedes Element aus der Klasse gleich verhilt. Dann mochte man
nicht mehr nur mit den einzelnen Elementen rechnen, sondern mit den Klassen selbst. Konkret heif3t
das, man will Abbildungen und Verkniipfungen fiir die Klassen definieren.

Z.B. konnte man eine Abbildung

0, fallsk = [0].

fi:Z/o—{0,1}, k— {1, falls k = [1].

definieren (wobei ,,~” die Relation aus dem vorherigen Beispiel ist). Weil es in 7./ . eben nur die
beiden Elemente [0].. und [1]. gibt, ist die Abbildung damit vollstindig definiert.

Aber wenn die Anzahl der Klassen unendlich gro8 ist, dann funktioniert das nicht mehr so einfach.
Deshalb darf man sich ausnahmsweise bei der Definition der Abbildung ein Element der Klasse
(,, Vertreter” genannt) herausnehmen, ungefihr so:

f2:Z/~ - {071}7 [I]N =z

Auf den ersten Blick ist dies tatsichlich eine Abbildung, nimlich die gleiche wie f, denn f5([0].) =
0 und f5([1]~) = 1. Aber 0 und 1 sind ja nicht die einzigen Elemente aus [0]. bzw. [1].! Es ist
[0]. = [2]~, und deshalb muss f>([0]~) = f2([2]~) sein. (Wenn x = y ist, dann ist immer auch
f(z) = f(y), sonst wire f(x) ja gar nicht eindeutig bestimmt.) Auf der anderen Seite sagt die
Definition von f; aber f>([0]~) = 0 und f5([2].) = 2.

Also kann man die Abbildung gar nicht so definieren. Man sagt, die Abbildung ist nicht ,,wohl-
definiert”. Das Problem der Wohldefiniertheit ergibt sich erst dann, wenn man sich die Ausnahme
zunutze macht, dass man die Abbildung iiber einen Vertreter der Klasse und nicht iiber die Klasse
selbst definieren darf. Dann muss man eben explizit dafiir sorgen, dass das Resultat der Abbildung
nicht davon abhéngt, welchen Vertreter der Klasse man benutzt. Korrekt wire:

0, falls x gerade ist

f3:Z/~ - {071}7 [$]N = {1

, falls x ungerade ist

Diese Abbildung ist wohldefiniert, denn nimmt man sich aus [x|. zusétzlich zu x einen weiteren
Vertreter x', dann ist ' gerade, falls x gerade ist, und ungerade, falls x ungerade ist. Um dies formal
zu beweisen, miisste man ausniitzen, dass x ~ z’ ist, und dies in die Definition von ,,~ einsetzen.

3 Algebra

3.1 Gruppen
3.1.1 Definition

Eine Halbgruppe ist eine Menge mit assoziativer innerer Verkniipfung (d.h. sie verkniipft zwei Ele-
mente der Menge zu einem neuen Element der gleichen Menge). Eine Gruppe ist eine Halbgruppe
mit neutralem Element und inversen Elementen. Eine Untergruppe einer Gruppe ist eine Untermen-
ge, die selbst wieder Gruppe ist.

Diese Definition ist erst einmal ziemlich abstrakt; man kann sich unter einer Gruppe schwer etwas
vorstellen. Also sollte man zunéchst untersuchen, was eine Gruppe ist und was nicht. Dabei bekommt
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man ziemlich viele verschiedene Ergebnisse, die auler den (abstrakten) Gruppeneigenschaften nicht
viel miteinander zu tun haben. Lohnenswerter ist es, die Eigenschaften von Gruppen zu untersuchen,
um wenigstens zu wissen, wofiir man Gruppen braucht. Leider (oder gliicklicherweise?) werden sie
erst in der Algebra wirklich wichtig. Ein Beispiel fiir ein gruppentheoretisches Ergebnis, das Thr
wahrscheinlich kennen lernen werdet, ist der Satz von Fermat-Euler.

Normalerweise muss man beim Beweis, dass eine Menge M mit Verkniipfung ,,0”” Gruppe ist, samt-
liche Gruppenaxiome testen:

e Das Ergebnis der Verkniipfung ist tatsdchlich immer ein Element der Menge: Vm 1, my € M :
my o mg € M. Man spricht von der ,,Abgeschlossenheit” der Verkniipfung.

e Die Verkniipfung ist assoziativ: Ymy, mg, m3 € M : (mq 0 ms) o m3 = my o (mg o mg).

e Es gibt ein Element, das sowohl rechts- als auch linksneutral ist: e € M : Vm € M : moe =
e o m = m. Oft findet man ein Element, das auf einer Seite neutral ist. Falls die Verkniipfung
nicht zuféllig kommutativ ist, muss man nachweisen, dass es auch auf der anderen Seite neutral
ist.

e Zu jedem Element gibt es ein Element, das sowohl rechts- als auch linksinvers ist: Vm &
M:3Im™t € M:mom™' =m~! om = e. Auch hier tritt oft der Fall auf, dass man zu
einem beliebigen Element ein anderes findet, das auf einer Seite invers ist, und man muss noch
zeigen, dass es auch auf der anderen Seite invers ist.

Theoretisch reichen fiir neutrale und inverse Elemente auch etwas schwichere Bedingungen, aber
da man im Allgemeinen diese Elemente direkt angeben kann, sollte man die Axiome so zeigen, wie
sie hier stehen. Fiir Untergruppen U muss man die Assoziativitit nicht mehr zeigen. Auch weil3 man
genau, welche Elemente neutral und jeweils invers sind. Das hei3t aber nicht, dass man gar nichts
mehr zeigen muss; vielmehr ergeben sich andere Probleme:

e Die Verkniipfung ist nicht unbedingt abgeschlossen, wenn man sie auf die Untermenge ein-
schriankt. D.h. man muss zeigen, dass fiir alle u; und us aus U auch wirklich u; o uy € U ist.
Im Allgemeinen ist das Produkt nur ein Element aus M.

e Das neutrale Element muss auch in der Untergruppe liegen: e € U.

e Zujedem Element x € U muss man zeigen, dass 1 € U ist.

Auch hier kann man es sich theoretisch wieder einfacher machen, indem man nur zeigt, dass U nicht
leer ist, und dass fiir alle uy, us € U das Produkt u; o uy Le Uist.

Dabei muss man sich héufig erst klar machen, was iiberhaupt ,,€ U” bedeutet. Fir U = {x € M :
p(z)} weist man am besten p(e) nach und schreibt dann: ,,Seien uy,us € U, d.h. p(u;) und p(us).
Zu zeigen: uy o uyt € U, d.h. p(uy ouyt). ...” (Siehe auch 1.3.2.) Ist p ein etwas komplizierteres
Pradikat, wird das Ganze sonst ziemlich uniibersichtlich.
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3.1.2 Erzeugnis

Viele Gruppen, darunter alle endlichen, werden von endlich vielen Elementen ,.erzeugt”. Das muss
man sich so vorstellen, dass man diese Elemente und die Gruppenverkniipfung vorgibt und dann
die Elemente sozusagen ,,arbeiten ldsst”, um eine Gruppe zu bilden. D.h. man fordert die Existenz
von neutralem Element und Inversen, verkniipft jedes Element mit jedem anderen, und erhilt damit
eine Gruppe. Fiir das Erzeugnis einer Menge M schreibt man [M] oder (M). M selbst nennt man
,Erzeugendensystem”.

Z.B.ist(Z,+) = [{1}], denn jedes Element lisst sich als 1 + 1+ - - - + 1 darstellen, oder als Inverses
einer solchen Zahl.

Ich schreibe dies aus folgendem Grund: Kennt man ein Erzeugendensystem einer Gruppe, dann gibt
dies Auskunft iiber die Struktur der Gruppe. Z.B. kann man Untergruppen finden, indem man aus
dem Erzeugendensystem Elemente weglésst.

Jede Permutation lésst sich als Produkt (Verkettung) von Transpositionen schreiben, d.h. von Permu-
tationen, die nur zwei Elemente vertauschen. Fiir die Gruppe S aller bijektiven Selbstabbildungen
von {1, 2,3} gilt also z.B.:

12 1—1 1+—3
Ss=H{2—1],[2~3],|2—2]|}]
33 32 3—1

1—2

Nimmt man nur das Erzeugnis der ersten Transposition, also [{ [ 2 — 1 | }|, hat man eine Unter-
33

gruppe, die S, entspricht.

3.1.3 Homomorphismen

Abbildungen zwischen Gruppen sind immer dann interessant, wenn sie die Gruppenstrukturen er-
halten; man nennt sie dann ,,Homomorphismen”. Aber was heilit das genau? Wichtige Eigenschaften
sind z.B.:

e Das neutrale Element der einen Gruppe wird auf das neutrale Element der anderen abgebildet.

e Das Inverse eines Elements wird auf das Inverse des Bildelements abgebildet.

e Untergruppen werden auf Untergruppen abgebildet. Insbesondere sind Bild und Kern eines
Homomorphismus Untergruppen.

e Man kann bei Rechnungen zuerst den Homomorphismus anwenden, im Bild rechnen, und das
Ergebnis wieder in die urspriingliche Gruppe zuriick transformieren.

e Die Verkettung von Homomorphismen ist wieder ein Homomorphismus. Ist ein Homomor-
phismus bijektiv, ist auch die Umkehrabbildung ein Homomorphismus.

Alles lésst sich in der Eigenschaft f(zoy) = f(x) * f(y) zusammenfassen, wobei f der Homomor-
phismus und ,,0” und ,,x”” die jeweiligen Gruppenverkniipfungen sind. Wichtiger sind aber eigentlich
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die anderen Eigenschaften. Soll man z.B. nachweisen, dass eine Teilmenge einer Gruppe eine Un-
tergruppe ist, dann kann man sich iiberlegen, ob man nicht einen Homomorphismus kennt, dessen
Kern oder Bild gerade diese Teilmenge ist.

Einen bijektiven Homomorphismus nennt man ,,Jsomorphismus”. Das Besondere an Isomorphismen
ist, dass man Rechnungen vollstindig in eine andere Gruppe iibertragen kann, also gewissermal3en
die beiden Gruppen als dquivalent betrachtet. Das spielt spiter bei Vektorrdumen (statt Gruppen)
eine sehr grofe Rolle, und zwar beim so genannten Basiswechsel. Es kann aber auch schon bei
Gruppen hilfreich sein:

Soll man z.B. in einer Gruppe einen Term z* ausrechnen, doch die k-fache Multiplikation von x ist
schwierig, dann ist es vielleicht einfacher, ein y zu finden, so dass z := y~! - x - y eine einfache
Form hat. Dann kann man z* ausrechnen und das Ergebnis wieder zuriickzutransformieren (also
y - 2¥ - y~1). Man kann zwar leicht nachrechnen, dass dies das Gleiche ist (die vy - y~" kiirzen sich
Jjeweils weg), aber man sieht es sogar ohne Rechnung und kommt vielleicht eher darauf, wenn man
weiB, dass die Abbildung f : G — G, x +— y~' - x - y ein Isomorphismus ist.

Man nennt zwei Gruppen ,,isomorph”, wenn es einen Isomorphismus zwischen ihnen gibt. D.h. um
zu zeigen, dass zwei Gruppen isomorph sind, sollte man diesen Isomorphismus angeben. Aber wie
findet man eigentlich Homomorphismen? Denn iiberlegt man sich erst eine Abbildung, dann ist sie
wahrscheinlich noch kein Homomorphismus. Die einzige Eigenschaft, auf die man sofort achten
kann, ist, dass das neutrale Element der einen Gruppe auf das neutrale Element der anderen Gruppe
abgebildet werden muss.

Praktischer ist es, ein Erzeugendensystem M der Gruppe G zu kennen (siehe 3.1.2), wenn man
einen Homomorphismus f : G — H finden will. Denn dann muss man nur angeben, worauf die
Elemente von M abgebildet werden sollen. Der Rest ergibt sich automatisch, weil sich jedes g €
G als Produkt von Elementen aus M sowie deren Inversen schreiben ldsst; und die Eigenschaft
f(zoy) = f(x)* f(y) definiert dann gerade jedes f(g).

Muss man zeigen, dass zwei Gruppen nicht isomorph sind, d.h., dass es keinen Isomorphismus zwi-
schen ihnen gibt, dann hort sich das erst einmal schwer an. (Es sei denn, sie sind endlich und haben
unterschiedlich viele Elemente.) Aber mit dem Ergebnis aus dem vorherigen Abschnitt sieht man,
dass es gar nicht so schlimm ist, wenn man ein Erzeugendensystem der einen Gruppe kennt. Sind
die Gruppen klein, dann bildet man die einzelnen Elemente des Erzeugendensystems einfach nach-
einander auf alles ab, das es gibt, rechnet damit evtl. noch ein paar mehr Bildelemente aus, und sucht
jeweils eine Stelle, an der die Injektivitit verletzt ist. Oft kann man es sich aber auch viel einfacher
machen, wenn man weil3, worin sich die Struktur der Gruppen unterscheidet. Gibt es z.B. in der einen
Gruppe ein Element g # e (Neutralelement), das sein eigenes Inverses ist, in der anderen Gruppe
aber nicht, dann kann es keinen Isomorphismus geben. Denn es miisste ja f(g) = f(g~') = (f(g)) 7}
sein, also f(g) = e. Dann wire f nicht mehr bijektiv.

3.1.4 Der Homomorphiesatz

Obwohl dem Homomorphiesatz fiir Gruppen in der Linearen Algebra keine besonders grofle Be-
deutung zukommt, kann es nicht schaden, ihn verstanden zu haben. Denn es gibt einen analogen
Homomorphiesatz fiir Vektorrdume, und der ist an einigen Stellen unersetzlich. Aulerdem verrit er
Einiges liber das Wesen von Homomorphismen.

Um zu erkldren, worum es geht, fange ich erst einmal wieder bei ganz normalen Mengen und
Abbildungen an, also nicht bei Gruppen. Ich hatte bereits geschrieben, dass man eine Abbildung
»surjektiv machen” kann, indem man den Wertebereich auf das Bild einschriankt. Mathematisch
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korrekt formuliert kann man eine Abbildung f : A — B aufteilen in eine surjektive Abbildung
f:A—>Bidf a— f(a) und eine Inklusionsabbildung i : Bild f — B, b+ b,sodass f =io f
ist. Die Frage ist nun, ob man eine Abbildung auch ,,injektiv machen” kann, und damit insgesamt
sogar bijektiv.

Natiirlich ist das kein Problem. Und zwar muss man nur die Menge A in Klassen einteilen, so
dass alle Elemente einer Klasse jeweils auf das gleiche Element aus B abgebildet werden. Mit der
Aquivalenzrelation ,,~”, die durch a; ~ ay < f(a1) = f(as) definiert wird, ist A/ gerade die
Menge dieser Klassen. Die Abbildung f : A/ — B, [a]. — f(a) ist dann wohldefiniert und
wentspricht” f. Genauer gesagt ist mit der kanonischen Abbildung k¥ : A — A/, a — [a]., die
einfach jedes Element in seine Klasse abbildet, f = f o k.

Insgesamt bekommt man also ohne Weiteres eine bijektive Abbildung f:A /~ — Bild f, [a]~ —
f(a),sodass f =io f ok ist. Ein kleines Diagramm zeigt die einzelnen Schritte:

A4 2L

k|l o/ T
A/, — Bildf
f

Die drei Striche bedeuten, dass das Diagramm kommutiert, d.h. es ist egal, welchen Weg man geht.
Noch einmal: Die Abbildung f ist bis auf die Formalititen identisch mit f, aber bijektiv. Um das zu
erreichen, braucht man die Klassen sowie die sehr einfachen Abbildungen £ und 7. Bis hier hin ist
ibrigens noch nichts Besonderes passiert.

Jetzt mochte ich das Ganze auf Gruppen und deren Homomorphismen iibertragen. Natiirlich kdnnte
f auch ein Homomorphismus sein. Die Frage ist, ob auch f dadurch ein Homomorphismus wird;
wenn nicht, dann macht dieses Verfahren fiir Gruppen keinen Sinn.

Dafiir muss man erst einmal kldren, wie man den Mengen A/ und Bild f iiberhaupt eine Gruppen-
struktur verleihen will. Bei Bild f ist es kein Problem, denn es ist eine Untergruppe von B. Wenn
man sich ,,~” genauer ansieht, dann fillt vielleicht auf, dass zwei Elemente genau dann in Relation
stehen, wenn sie sich nur um ein Element aus dem Kern von f unterscheiden; man schreibt fiir,,A/ ..
dann auch ,,A/kem ¢~ Auf A/ versucht man, eine vertreterweise Verkniipfung [z] . e[y].. := [zoy].
einzufithren, wobei ,,0” die Gruppenverkniipfung von A sein soll. Der Homomorphiesatz sagt nun:
Die Verkniipfung ,,e” ist wohldefiniert, (A/.,e) ist eine Gruppe, und k, f und ¢ sind tatsdchlich
Gruppenhomomorphismen.

Eigentlich gehort nur die letzte Behauptung zum Homomorphiesatz. Fiir die beiden anderen ist
streng genommen die Normalteilereigenschaft des Kerns verantwortlich; auf Normalteiler mochte
ich aber hier nicht eingehen. Auf jeden Fall sollte man sich merken, dass der Kern eines Homomor-
phismus genau das ist, was ihn an der Injektivitét hindert. Es ist nicht nur so, dass ein Homomorphis-
mus genau dann injektiv ist, wenn der Kern nur aus dem neutralen Element besteht, sondern man
kann den Kern sogar ,.entfernen” und den Homomorphismus damit ,,injektiv machen”.

Wobei man dazu sagen muss, dass durch dieses ,,Entfernen” die Gruppe mehr Elemente verliert
als nur die, die im Kern liegen (und nicht neutral sind). Das Entfernen findet eben nicht auf der
Elementebene statt, sondern auf der Ebene der Untergruppen; man faktorisiert A nach dem Kern. Es
ist eher ein ,,Teilen” als ein ,,Subtrahieren”; deshalb schreibt man auch ,,A/.” bzw. ,,A/kem ¢

Und zum Schluss méchte ich noch ein kleines Anwendungsbeispiel liefern. Ubrigens sind prak-
tisch alle Aufgaben zum Homomorphiesatz (fiir Gruppen oder Vektorrdume) von dhnlicher Art. Und
wenn man den Homomorphiesatz verstanden hat, dann kann man dabei ohne viel Aufwand wichtige
Punkte sammeln.
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,Seien G, H, und Hy Gruppen, f; : G — Hy und f; : G — H, Gruppenhomomorphismen mit
Kern f; = Kern f; =: K, und f; surjektiv. Man finde einen Homomorphismus h : H; — H, mit

hO fl — f2-”

Die Aufgabe wire ja sehr leicht, wenn doch nur f, bijektiv wire. Dann konnte man einfach schrei-
ben: ,.h := f, 0 f{*”. Da f, nicht injektiv ist, muss man es ,,injektiv machen”, also G entsprechend
faktorisieren. Nach dem Homomorphiesatz existieren Homomorphismen f; : G/ — H, (bijektiv)
und fy : G/x — Ho, so dass mit der kanonischen Abbildung k : G — G/ gilt: fi = fi o k und

f2:fQO]C.thh::fQOf_l_lI'SthOfl:fQOfl_lof_lOk’:f_QO]{f:fQ.

3.2 Ringe und Korper
3.2.1 Ringe

Ein Ring ist eine Menge M mit zwei Verkniipfungen ,,4” und ,,-”, so dass (M, +) eine abelsche
Gruppe ist, (M, -) eine Halbgruppe, und die iiblichen Distributivgesetze erfiillt sind. Das neutrale
Element von (M, +) wird mit ,,0” bezeichnet. Besitzt (), -) ein neutrales Element, wird es mit ,,1”
bezeichnet. Man spricht dann von einem ,,Ring mit 1”. In der Linearen Algebra kommen fast nur
Ringe mit 1 vor.

Mit Ringen kann man in vielen Fillen so rechnen wie mit Zahlen; insbesondere ganzen Zahlen.
Man muss allerdings aufpassen, denn die Multiplikation muss nicht unbedingt kommutativ sein.
Es stellt sich heraus, dass die Addition meistens etwas mit der Addition von Zahlen zu tun hat,
die Multiplikation aber nicht unbedingt. Z.B. wird sich spéter zeigen, dass spezielle Abbildungen
(also keine Zahlen) einen Ring bilden, wenn man die Verkettung als Multiplikation benutzt. Weil
die Addition in einem Ring schon ziemlich festgelegt ist, beziehen sich iibrigens Eigenschaften von
Ringen (wie Kommutativitit, Inverse, Nullteilerfreiheit, Teilbarkeit mit Rest, usw.) fast immer auf
die Multiplikation.

Es ist wichtig zu wissen, was man in Ringen tun darf. Die Distributivgesetze geben einem die Mog-
lichkeit, Faktoren auszuklammern. Bestimmte Formeln, die man normalerweise mit reellen Zahlen
assoziiert, gelten daher auch in Ringen. Z.B. kann man leicht nachrechnen, dass die binomischen
Formeln in allen kommutativen Ringen mit 1 gelten, wenn man 2 := 1 4 1 setzt.

Z, Q und R sind natiirlich Ringe. Interessanterweise sind auch die Z,, := 7Z/,,7 Ringe. (Insbe-
sondere sind die Verkniipfungen auf den Klassen wohldefiniert.) Es werden bald noch mehr Ringe
folgen.

In einem Ring M mit 1 wird die Menge der Elemente, die ein (multiplikatives) Inverses besitzen,
mit ,,M *” bezeichnet. (M *, -) ist immer eine Gruppe (die so genannte ,,Einheitengruppe”); dies ist
eine ziemlich wichtige Eigenschaft von Ringen. Z.B. ist Z* = {1, —1} und Z; = {[1], [3]}.

3.2.2 Korper

Ein Korper ist ein kommutativer Ring mit 1, dessen Einheitengruppe die gesamte Menge M aufler
der 0 umfasst (M* = M \ {0}). D.h. auch (M \ {0}, -) ist eine abelsche Gruppe.

In einem Korper kann man nun endgiiltig so rechnen wie mit den Zahlen, die man aus der Schule
kennt. Da in einem Korper jedes Element auBer der O ein (multiplikatives) Inverses besitzt, darf
man in einem Korper insbesondere teilen. (Q und R sind Korper, und auch die komplexen Zahlen C
als Erweiterung von R bilden einen Korper. (Wire das nicht so, dann wire C wahrscheinlich keine
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sinnvolle Erweiterung von R.) Die Z,, bilden genau dann einen Korper, wenn m eine Primzahl ist,
und werden dann héufig auch F,,, genannt.

Das Inverse eines Elements 0 # a + i - b € C ist tibrigens:

1 B 1 a—i-b  a—i-b  a—i-b  a—i-b  a—i-b
a+i-b a+i-b a—i-b a2—(i-b)?2 a2—i2-02 a2—(=1)-0%2 a2+0>
a . —b

a4 b2 L a? + b?

Die Inversen in einem der Primkorper F,,, (oder iiberhaupt in einem Z,,) zu finden, ist nicht so
einfach. Natiirlich ist [1]7* = [1] und [m — 1]7! = [-1]7! = [-1] = [m — 1], d.h. [1] und [m — 1]
sind immer selbstinvers. Die anderen Inversen bekommt man entweder durch Probieren oder mit
dem euklidischen Algorithmus: Mochte man das Inverse der Klasse [z] bestimmen, berechnet man
den ggT von z und m mit dem euklidischen Algorithmus. Das Inverse existiert genau dann, wenn
dieser ggT 1 ist. Durch Riicksubstitution erhdlt man eine Darstellung von 1 als k - z + 7 - m. Dann
ist [z] 7! = [K].

Beispiel: Um das Inverse von [4] € Fy; zu bestimmen, fiihrt man den euklidischen Algorithmus mit
4 und 11 durch:

11=2-443
4=1-3+1

Damithatmanl =4—1-3=4—1-(11—-2-4)=3-4+;-11 = [4]"' = [3].

3.2.3 Unterringe und Homomorphismen

Um nachzuweisen, dass eine Teilmenge Unterring oder -korper ist, muss man nur die vorkommenden
(Halb-)Gruppen betrachten. Denn die Distributivgesetze bleiben natiirlich auch weiterhin erfiillt.
Bei Ringen mit 1, die keine Korper sind, darf man nicht vergessen nachzuweisen, dass die 1 in der
Teilmenge enthalten ist.

Ein Homomorphismus zwischen Ringen oder Korpern ist einfach eine Abbildung f : R — S, die
Homomorphismus beziiglich der entsprechenden (Halb-)Gruppen ist. Ein Homomorphismus von
Halbgruppen ist dabei genauso definiert wie ein Homomorphismus von Gruppen. Bei Ringen mit 1,
die keine Korper sind, muss man speziell noch nachweisen, dass f(1r) = 1g ist, denn bei Halbgrup-
penhomomorphismen ist dies nicht selbstverstindlich.

3.2.4 Matrizen

Matrizen sind gewissermalen zweidimensionale Tupel iiber einem Ring 12 mit 1, fiir die neben der
komponentenweisen Addition noch eine spezielle Multiplikation eingefiihrt wird. Diese funktioniert
folgendermalBen:

Seien Matrizen A := ((a;;)) € R*!, B := ((b;) € R*™,C := ((cij) == A- B € R*¥*™ gegeben.
Dann berechnet sich ein beliebiges c;; wie folgt:

Qi1 Qg - Gy |- ) = |- cyj=ai by F+a-by+... Fayg-by
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Es gibt den schonen Trick, die rechte Matrix hoher zu schreiben, so dass das Ergebnis darunter passt.
Dann sieht man sofort, welche Zeile von A und Spalte von B man benutzen muss:

A1 Qi - Qg o Gy

Was viele nicht wissen: Eine Matrix kann man beliebig in Teilmatrizen unterteilen. In den Fillen, in
denen die Matrizenmultiplikation dann noch definiert ist, ist das Ergebnis genau das Gleiche. Z.B.
sieht man sofort, dass das Ergebnis fiir ¢;; gleich bleibt, wenn man A in ihre Zeilen und/oder B in
ihre Spalten unterteilt: Wird A in Zeilen unterteilt, dann erhélt man im Prinzip eine k£ x 1-Matrix,
deren Eintriige wiederum Matrizen aus R'*! sind. Streng genommen sind diese Matrizen natiirlich
keine Ringelemente; die Hauptsache ist aber, dass die Multiplikation funktioniert. Das Produkt von
X = ((z;)) € R™'mitY := ((y;)) € R"*! ist ja definiert, und zwar so:

n
Y2

(z1 @ -+ )~ =1+t +ay)

Yi
Das ist ein Spezialfall, den man sich leicht merken kann, und daraus lésst sich die allgemeine Matri-
zenmultiplikation komplett ableiten:

blj
bgj

bi;

(ail Qiz -« a'il) (Cij)

Fiir die Zukunft ist eher der Fall wichtig, dass nur die rechte Matrix aus einer einzelnen Spalte
besteht. D.h. man sollte sich die allgemeine Matrizenmultiplikation vielleicht so einprigen, dass
man nur die rechte Matrix B in ihre Spalten unterteilt, die linke aber so ldsst. Das Produkt von
A= ((a;;)) € R*'mitY = ((y;)) € R"*! ist auch noch relativ iibersichtlich hinzuschreiben:

aijr Qg vt Ay a1 Y1 +a Yo+ ... +ay-y
n

Q21 Qg2 -+ 4y a1 - Y1+ Q22 Y2+ ...+ agy -y
Y2

azr agz - ay | .|| =y ta-y2 .o+ ay -y
Ui

Akl Qg2 -+ Qg g1 Y1 T ag2 Y2+ ...+ ap - Y

23



Vielleicht ist dem Einen oder Anderen schon aufgefallen, dass man damit ein lineares Gleichungs-
system fiir die Variablen 11, . .., %; sehr schon und einfach als A - Y = B mit B € R**! schreiben
kann, wobei A und B fest sind. Das ist aber keineswegs der einzige Anwendungsfall.

Ubrigens macht es in diesem einen Fall manchmal Sinn, die linke Matrix A in Spalten zu unterteilen
(anstatt in Zeilen). Dann erhélt man gewissermallen eine 1 x [-Matrix, deren Eintriage Elemente aus
RF*1 gind:

a 12 aqy n @11 12 ayg
21 22 a2y Yo 21 22 a2y

: = N IR0 ol B 0T o o R IR
Q1 a2 Al Ui Q1 Q2 Qe

ann Y1 ta- Y2+ ... +ay-y
Q21 Y1+ a2 Yo+ ...+ ay -y

Qg1 - Y1 + Qg2 Y2 + ...+ Qg - Y

Ich hoffe, das zeigt, dass Matrizen mit dieser Multiplikation fiir viele verschiedene Zwecke geeignet
sind. Aber der Hauptgrund, warum die Multiplikation gerade auf diese Weise definiert ist, diirfte
sein, dass die quadratischen Matrizen R"*™ mit der komponentenweisen Addition und dieser Multi-
plikation selbst wieder einen Ring mit 1 bilden. Das Einselement (die sogenannte ,,Einheitsmatrix”)
ist, wie man leicht nachrechnen kann, die Matrix:

1 0 0
B, = 0 1

P

0o --- 0 1

Ubrigens gelten die Assoziativ- und Distributivgesetze sowie die Neutralitit von F,, auch fiir nicht-
quadratische Matrizen in den Fillen, in denen die Multiplikation jeweils definiert ist.

Die Einheitengruppe des Matrizenrings wird mit GL(n, R) oder GL,,(R) bezeichnet. Normalerwei-
se ist GL(n, R) U {0}, wobei 0 die Nullmatrix bezeichnet, kein Korper. Allerdings kann man die
komplexen Zahlen sehr schon als spezielle invertierbare reelle 2 x 2-Matrizen definieren, so dass das
Produkt zweier komplexer Zahlen dem Matrizenprodukt entspricht. Dabei wird 1 € R mit £ iden-
tifiziert und i := (? _01) gesetzt. Die komplexe Zahl a + i - b ist dann also die Matrix ((g _ab) .
Als ,transponierte” Matrix AT bezeichnet man die Matrix, die aus A durch Spiegelung an der Diago-
nalen hervorgeht. Matrizen mit AT = A heiBen ,,symmetrisch”. Falls der Grundring R kommutativ
ist, gilt (A- B)T = BT - AT fiir alle multiplizierbaren Matrizen A und B iiber R. AuBerdem iibertriigt
sich die Inversenbildung: (AT)~! = (A~1)T, falls A invertierbar ist.

3.2.5 Polynome

Die Polynome, wie sie in der Linearen Algebra behandelt werden, sind eine Erweiterung der aus der
Schule bekannten. Die erste Erweiterung ist, dass man Polynome iiber beliebigen Ringen definieren
kann. Die zweite Erweiterung ist eine Abstraktion: Aus der Polynomfunktion p(x) = ag - 2° + a -
' tay- 2?4 +a, 2" (n € Ny,a; € RVi € {0,...,n}, r € R) wird dabei ein abstraktes Objekt
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p=oay- X"4+a-X'+ay- X?>+---+a, X" indem auch die GroBe X abstrakt ist. Diese p bilden
einen kommutativen Ring R[X] mit 1. Ist a,, # 0, heiBt n der ,,Grad” von p. Ist spezieller a,, = 1,
heilit p ,,normiert”.

Hintergrund dieser Abstraktion ist zum Einen, dass es im Allgemeinen keine Bijektion zwischen
Polynomfunktionen und Polynomen gibt (in R schon), und zum Anderen, dass man dann in Poly-
nome mit Koeffizienten in R nicht nur Elemente aus R, sondern z.B. auch Matrizen und bestimmte
Abbildungen iiber 1 einsetzen kann. Es gibt bestimmte Bedingungen, die dafiir erfiillt sein miissen;
diese gelten aber z.B. fiir Matrizen iiber dem selben Ring automatisch.

Das klingt vielleicht ein bisschen kompliziert, aber man muss sich eigentlich nur merken, dass man
z.B. auch Matrizen in Polynome iiber dem Grundring einsetzen kann. Dabei muss man allerdings
aufpassen: Die GroBe X° wird oft weggelassen, d.h. mit 1 identifiziert. Fiir jede quadratische Matrix
A ist A° die Einheitsmatrix, d.h. man muss den absoluten Term ao noch mit der Einheitsmatrix
multiplizieren (wie erwartet).

Eine wichtige Eigenschaft des Polynomrings iiber einem Korper ist es, dass man eine Division mit
Rest durchfiihren kann. Auf diese Weise kann man fiir jede Nullstelle einen Faktor aus dem Polynom
abspalten. Die Polynomdivision wird hdufig in der Schule behandelt und funktioniert im Prinzip
genauso wie die Division ganzer Zahlen, deshalb bringe ich hier nur ein kleines Beispiel:

Seip:=2-X3+ X?+ X +1 € R[X]. Dieses Polynom soll durch q := X? — X + 1 geteilt werden:

(2-X3 + X2+ X 4+ 1) / (X*=X+1) = 2-X+3+r/q
- (2-X* - 2.X? + 2.X)
3-X% — X + 1 mitr :=2-X —2
- (3-X*2 - 3-X + 3
2-X - 2

Es bleibt also ein Rest r. Wire dieser gleich 0, dann konnte man den Faktor ¢ komplett vom Polynom
abspalten. Ubrigens gilt die Beziehung p = (X? — X +1)-(2- X +3) +2- X — 2 allgemein fiir das
Polynom; d.h. auch dann, wenn fiir X eine Matrix mit Koeffizienten in R eingesetzt wird. Solche
Ergebnisse sind gerade der Inhalt der Theorie iiber formale Polynome.

Nach diesem Prinzip kann man auf Polynome iiber Koérpern auch den euklidischen Algorithmus
anwenden und den ggT bestimmen. Der ggT ist (analog zu N) das grofite Polynom, welches gleich-
zeitig Teiler von zwei bestimmten Polynomen ist. Die Grofe wird hierbei am Grad gemessen. Au-
Berdem ist es wichtig zu wissen, dass der ggT von zwei Polynomen nicht eindeutig bestimmt ist.
Man kann einen ggT immer mit einer Einheit, d.h. einem invertierbaren Element, multiplizieren.
Einheiten im Polynomring sind gerade die konstanten Polynome aufler dem Nullpolynom, denn die
Multiplikation mit einem solchen Polynom lésst sich gerade riickgéngig machen.

Beispiel: Es soll der (bzw. ein) ggT vonp := X*+ X3+ X?+2. X +3und q := X3 — X? +2 aus
R[X] bestimmt werden. Offensichtlich ist p das groBere Polynom, d.h. man muss zuerst p durch q
teilen (mit Polynomdivision). Man erhiiltp/q = (X +2)+(X?—1)/q,d.h.p = (X +2)-q+(X?*—1).
Jetzt geht es weiter wie beim euklidischen Algorithmus fiir natiirliche Zahlen:

X'+ X+ X242 X43=(X+2)- (X’ -X>+2)+ (X*-1)
XX 42=(X—-1)-(X?-1) + (X +1)
X2 -1=(X-1)-(X+1)

Da im letztes Schritt die Division von X2 — 1 durch X + 1 ohne Rest aufging, ist offenbar X + 1
ein Teiler sowohl von p als auch von q, und zwar ein ggT.
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3.3 Lineare Gleichungssysteme
3.3.1 Definition

Ein lineares Gleichungssystem (LGS) ist eine Menge von Variablen (die Elemente eines Korpers
K sind) und Gleichungen, die nur aus Summen dieser Variablen und Konstanten bestehen (wobei
die Variablen noch mit Korperelementen, so genannten Koeffizienten, multipliziert werden diirfen).
Diese Gleichungen sollen alle gleichzeitig erfiillt werden. Bringt man alle Konstanten auf die rech-
te Seite und alle Variablen auf die linke, und fiigt man Nullen als Koeffizienten ein, so dass jede
Variable in jeder Gleichung vorkommt, dann erhélt man immer die folgende Form fiir ein LGS:

a1 - X1+ ayp-To+---Fay-r = b
(91 - X1+ Aoy - To + -+ -+ ag -1 = by
ap1 1 +agy - To+---+ag - -xr; = bk

Dabei sind z; die Variablen, a,; die Koeffizienten, und b; die Konstanten.

Schaut man sich noch einmal genau den Abschnitt {iber Matrizenmultiplikation an (3.2.4), dann fillt
auf, dass ein solches LGS sehr viel mit Matrizen gemeinsam hat, besonders mit der Multiplikation
einer Matrix mit einer Spaltenmatrix. In der Tat: Man kann leicht aus den k£ Gleichungen eine einzige
Gleichung machen, indem man zwei Spaltenmatrizen gleichsetzt:

a1 -1 +apg - -To+ -+ ay-x b1
91 X1+ Qg9 - Lo+ -+ -+ a9 - Xy b2
Qg1+ T+ Qpa - To + -+ ag - 1 by

Jetzt ist aber die linke Seite gerade das Matrizenprodukt von ((a;;)) € K**! mit (z;)) € K", bzw.
ausgeschrieben:

apix a2 - Ay T by
1
Qg1 Q2 -+ Ay . by
X b
ak1 Qg2 - Akl k

Man kann also jedes LGS als eine Matrizengleichung A - © = b schreiben, wobei A € K**!,
r € K>l und b € KF* ist.

3.3.2 Losungsmethoden

Diese Schreibweise legt in einem Spezialfall eine Losungsmethode nahe, die man nicht erwarten
wiirde, wenn man nur die Gleichungen betrachtet. Und zwar gibt es ja invertierbare Matrizen, und
falls A invertierbar ist dann ist die Gleichung A-z = b dquivalent zu z = A~!-b. Hat man A~! einmal
ausgerechnet, kann man damit schnell fiir verschiedene b eine Losung fiir x bestimmen. Leider kann
man A~! im Normalfall nicht direkt aus A ablesen. Es gibt aber durchaus Fiille, in denen das geht.

Ansonsten gibt es ja gewisse Umformungen, mit denen die Losungsmenge eines LGS nicht veridndert
wird. Dazu zihlen:

1. Umsortieren der Gleichungen
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2. Umsortieren der Variablen
3. Multiplikation einer Gleichung mit einer Konstanten # 0

4. Addition einer Gleichung zu einer anderen
Diese Umformungen lassen sich natiirlich direkt auf die Matrizen iibertragen:

1. Das Umsortieren von Gleichungen entspricht dem (gleichzeitigen) Umsortieren der Zeilen von
A und b.

2. Da das Umsortieren von Variablen erlaubt ist, kann man in A also auch die Spalten umsortie-
ren, wenn man die Zeilen von x mit sortiert. Also ist z.B.

a1 Q2 - by
T b
21 Q22 - 2
. T2 —
g1 Grg - by,
dquivalent zu
a2 Qaip - by
T b
Q2 Q21 **- 2
. T —
Ak Q1 - by,

(Vertauschung der ersten beiden Spalten).

3. Man darf Zeilen von A und b gleichzeitig mit einer Konstanten multiplizieren, die nicht 0 ist
(was leider oft vergessen wird, wenn die Konstante von einem Parameter abhingt).

4. Man darf eine Zeile von A und b zu einer anderen addieren. Dadurch, dass man sie vorher
mit einer Konstanten multiplizieren darf, kann man sogar ein beliebiges Vielfaches der Zeile
benutzen, d.h. man darf insbesondere auch subtrahieren statt addieren.

Da fast alle dieser Umformungen den Term x in der Gleichung A - x = b fest lassen, bietet es sich
an, beim Durchfiihren der Umformungen das LGS nur als (A| b) zu schreiben. Dann muss man nicht
aufpassen, dass man die Umformungen gleichzeitig bei A und b machen muss.

Mit diesen Umformungen kann man nun das LGS in eine Form bringen, bei der man alle Losungen
fiir x (d.h. die Losungsmenge) direkt ablesen kann:

e Unterhalb der Diagonalen stehen nur Nullen:

% ok ok % * *
¥ ok ok Xk x| ~ [0 x*
* ok k% * 0 0

e Es gibt keine Stufe, die hoher als eine Zeile ist:

* ok ok X% * * %
0 0 *x = x| ~ 10 0 =x
0 0 % = * 0 00
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e Am Anfang jeder Stufe steht eine 1:

* k% 1 * * *

0 0 = x|~ 10 0 1 = *

0 00 0 0 1 *
e Uber jeder 1 stehen nur Nullen:

1 * x* 1 = 00 *

0 0 1 = x|~ 10 0 1 0 *

0 0 01 0 001 *

Dabei erhilt man die Nullen durch geschickte Vertauschungen und indem man andere Zeilen ge-
eignet multipliziert und addiert/subtrahiert. Die Einsen bekommt man natiirlich durch Multiplikati-
on/Division der entsprechenden Zeilen.

Jetzt kann man die Losungsmenge ablesen:

e Gibt es eine Zeile, in der links nur Nullen stehen, aber rechts b; # 0, dann hat das LGS keine
Losung. Denn die entsprechende Gleichung ist 0 = b;.

e Fiir jede Zeile, in der links nur eine 1 steht, kann man rechts den Wert der entsprechenden
Variable x; direkt ablesen. Denn die Gleichung lautet 1 - x; = b;.

e In den anderen Zeilen gibt es Wahlmoglichkeiten. Am besten setzt man die Variablen, die
den ,,x”-Spalten entsprechen, beliebig, und 16st die Gleichung nach der Variable auf, die der 1
vorne entspricht. Zum Beispiel konnte man im LGS

010 Q14 bl

0 0 1 24 bg
die Variable x4 frei wihlen, und bekommt dann aus 1 - z3 + ass - 14 = by die Formel x5 =
bg — Q94 * T4, sowie aus 1 - To + Qg - Ty = b1 die Formel Ty = b1 — Q14 * T4.

e Die Variablen, die iiberhaupt nicht aufgetaucht sind, sind beliebig.

Wie gibt man also die Losungsmenge L := {z € K'*! : A- 2 = b} an? Man schreibt z einfach

wieder als
T

T2
xr =

x

und setzt fiir jedes x;, das nicht beliebig ist, die nach z; aufgeldste Gleichung ein. Die x ;, die beliebig
sind, miissen auch so in der Menge gekennzeichnet werden. Dann kann man diese eine Spaltenmatrix
noch als Summe von Spaltenmatrizen schreiben, die eventuell mit einem der x; multipliziert werden,
so dass die Matrizen selbst konstant sind.

An einem Beispiel wird das vielleicht deutlicher:

Das folgende reelle LGS soll gelost werden:

2214+ 1 29 = 3
—2'I1—4'$2+2'$3 = 2
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Dies bringt man zunichst auf die Form:

2 1 0\ (') /3
—2 —4 2) (2] 72
T3
In der Matrix gibt es bereits eine 0, aber an der falschen Stelle. Am besten wére es, wenn sie in der
ersten Spalte stehen wiirde, und dahinter eine 1. Also vertauscht man die erste und dritte Spalte, d.h.

x1 und x3:
0 1 2Y\ () _ /3
2 —4 -9 2=\
A

Nun kann man in der abgekiirzten Schreibweise weitermachen:

0123->2_4_2 2W1—2—1 1->1037
2 -4 =2 | 2 0 1 2 3 o 1 2 |3 012 |3

Im letzten Schritt wurde die zweite Zeile zwei mal zur ersten addiert, um die O iiber der 1 zu bekom-
men. Man kann x, (jetzt die dritte Variable) beliebig wihlen und bekommt dann x5 = 3 — 2 - xy und
xr3 =7 — 3 - x;. Die Losungsmenge L kann man also schreiben als:

il 0 1
L={3-2z | i eR}}={[3]|+|-2] 21:721 €R}
7T—=3-1 7 -3

Um eine solche Darstellung der Losungsmenge zu erhalten, kann man zum Schluss auch den so
genannten ,,—1-Trick” benutzen: Man macht durch Streichen und Einfiigen von Nullzeilen die linke
Hilfte der Matrix zu einer quadratischen Matrix, bei der die erste 1 in jeder Zeile auf der Diagonalen
steht (auBBer bei den Nullzeilen natiirlich). Dann schreibt man in den Nullzeilen —1 in die Diagonale.
Die Spalten, in denen dies geschieht, sind gerade die Matrizen, die in der Losungsmenge mit einem
beliebigen Korperelement multipliziert werden, und rechts steht der absolute Term.

Einfiigen der Nullzeile:
103 |7 L 037
01 92| 3™ 01213
0007]O0
Ersetzen von 0 durch —1 auf der Diagonalen:
103 |7 10 3 7
01 2]3]~(01 21,13
0007]O0 00 -1 0

Jetzt miissen wir uns noch daran erinnern, dass wir die Variablen x1 und x5 vertauscht hatten, und
erhalten:
0 -1
L={|3|+]| 2 | -r:reR}
7 3
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3.3.3 Weiterfiihrende Theorien

Muss man das LGS A - = = b fiir ein A und verschiedene b 16sen, dann hilft ein Satz, der besagt,
dass man die allgemeine Losung fiir A -z = b (d.h. die Losungsmenge) erhilt, indem man zuerst die
allgemeine Losung fiir A - x = 0 bestimmt und eine spezielle Losung fiir A - « = b addiert. Selbst
wenn nur ein b im Spiel ist, kann dies einfacher sein, wenn man schon eine spezielle Losung kennt.

In obigem Beispiel ist also

—1
{{ 2 | r:reR}
3
die Losungsmenge von A - x = 0, und
0
3
7

eine spezielle Losung von A - x = b. Addition ergibt das bekannte Ergebnis.

Der vorgestellte Algorithmus (der GauBalgorithmus) manipuliert offenbar die Matrizen A und b,
andert aber an der Losungsmenge fiir A - = = b nichts. Es liegt also nahe, dass sich alle erlaubten
Operationen durch die Multiplikation mit invertierbaren Matrizen C; ausdriicken lassen, denn C’; - A -
x = C; - bist eine dazu dquivalente Gleichung. In der Tat kann man diese Matrizen konkret angeben.
Dies liefert ein Verfahren, um fiir eine quadratische Matrix A € K™*" die Inverse zu bestimmen,
falls es sie gibt:

Ist ndmlich A invertierbar, dann hat das LGS A-x = 0 nur die triviale Losung x = 0, denn man kann
die Gleichung von links mit A~! multiplizieren. Das heift fiir die Matrix C' - A, die nach Anwenden
des GauBalgorithmus entsteht, dass

10 0
c.oa=|0 1 _ B,
L
0 0 1

ist, also C' = A~! (nach Multiplikation der Gleichung von rechts mit A~!). Man muss also nur C'
finden, um A~! zu bestimmen. Dazu wendet man einfach die gleichen Operationen auf die Einheits-
matrix F,, an, und erhilt damit die Matrix C' - E,, = C' = A™L.

Konkret sieht das so aus, dass man (A\ En) betrachtet und entsprechend der Regeln umformt, so dass
man am Schluss auf der linken Seite die Einheitsmatrix bekommt. Dann ist die rechte Seite A~".

Vielleicht ist es aufgefallen, dass man die Form der Losungsmenge schon sehen kann, wenn man
den GauBalgorithmus fertig gerechnet hat. Und zwar ist die Anzahl der Variablen, die nicht beliebig
sind, gerade die Anzahl der Zeilen, die am Schluss iibrig bleiben. (Diese Zahl nennt man den ,,Rang”
der Matrix.) Die Anzahl der Variablen, die beliebig sind, und damit die Form der Losungsmenge,
ergibt sich daraus sofort.

Man kann sich leicht klar machen, dass der Rang von A gleich dem Rang von AT ist. D.h. um den
Rang zu bestimmen, darf man statt Zeilenumformungen auch Spaltenumformungen durchfiihren.
Dies liefert bei einigen Matrizen eine einfachere Aussage dariiber, wie die Losungsmenge aussieht.
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Z.B. kann man dem reellen LGS

1 0 2 -
2 1 4 !
326 r2 | =0
4 3 8 3
direkt ansehen, dass die Losungsmenge die Form
U1
{lve | -r:reR}
U3

hat. Denn zieht man die erste Spalte zweimal von der dritten ab, dann bekommt man dort eine
Nulispalte. Die zweite Spalte hat mit der einen 0 oben bereits die Form, die nach Anwendung des
GauBalgorithmus (mit Spalten statt Zeilen) entsteht. Also ist der Rang 2, und 3 — 2 = 1 Variable ist
beliebig.

Hier hat das sogar direkt einen praktischen Nutzen. Denn man sieht, dass x1 = 2, x5 = 0,23 = —1
eine Losung ist. (Wenn nicht, dann bitte einfach mal diese Werte einsetzen und die Matrizenmulti-
plikation durchfiihren.) Also gibt es nur eine Moglichkeit tiir die Losungsmenge:

2
{1 0 ) -r:reR}
—1

4 Vektorraume

4.1 Einfithrung
4.1.1 Ursprung

Der abstrakte Begriff des Vektorraums orientiert sich stark an den Vektoren, die man in ein reelles
Koordinatensystem einzeichnen kann. Ein Vektor ist dabei ein Pfeil, den man beliebig verschieben
kann. Die Addition von zwei Vektoren ist dadurch erklirt, dass man die Pfeile aneinander hingt;
damit bekommt man einen neuen Vektor. Die Multiplikation mit einer reellen Zahl dndert die Linge
des Pfeils.

BekanntermaBen lésst sich R! = R durch eine Zahlengerade darstellen. Die Addition und Multipli-
kation von Vektoren entspricht dann genau der von reellen Zahlen:

X Y
B e EE—

Y

X+y

Y

Wichtig bei der Betrachtung einer solchen Darstellung ist, dass zwei Vektoren gleich sind, wenn die
Pfeile gleiche Linge und Richtung haben. Es ist unerheblich, wo man den Pfeil einzeichnet. Mochte
man die wirklichen reellen Zahlen als Vektoren betrachten, dann zeichnet man die Pfeile so ein, dass
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sie im Nullpunkt beginnen. Die Pfeilspitze liegt dann auf der Zahlengeraden bei der Zahl, die man
durch den Pfeil ausdriicken will.

Die iibliche Darstellung von R? ist ein zweidimensionales Koordinatensystem. Darin sieht Addition
und Multiplikation entsprechend so aus:

Y

/: xX+y

Y

Betrachtet man einen Vektor als ein Tupel (21, 2), dann funktionieren Addition und Multiplikation
komponentenweise. Es ist wahrscheinlich aus der Schule bekannt, dass man auch die Punkte im
Koordinatensystem als solche Tupel darstellt. Sie sind gerade die Pfeilspitzen, wenn man die Pfeile
im Ursprung ansetzt. Man nennt die Vektoren dann ,,Ortsvektoren”.

Mathematiker mochten aber gerne von solchen konkreten Anschauungsobjekten in eine abstrakte
Definition iibergehen, die man auch fiir andere Zwecke gebrauchen kann. Dabei kann man erst ein-
mal niichtern feststellen, dass wir es offensichtlich mit einer Addition von zwei Vektoren und einer
Multiplikation von einem Vektor mit einem so genannten ,,Skalar” zu tun haben. Dann sucht man
bestimmte Eigenschaften heraus, die fiir die Arbeit mit solchen Pfeil-Diagrammen wesentlich sind.

Z.B. soll auf jeden Fall die Multiplikation mit 1 den Vektor nicht verdndern. Die Multiplikation mit
0 dagegen sollte ihn auf einen neutralen Vektor schrumpfen. Auerdem sollte die Multiplikation
ungefihr so funktionieren, wie man sich eine Multiplikation vorstellt, d.h. z.B. 2 - x = x 4 x. Dies
kann man allgemeiner in einem Distributivgesetz zusammenfassen. Insgesamt erhilt man einige
Gesetze, wobei sie sich teilweise auseinander ableiten lassen:

4.1.2 Axiome

Ein Vektorraum ist eine Menge M mit zwei Verkniipfungen + : M XM — Mund - : K xM — M,
wobei K ein Korper ist, so dass fiir alle z, y € M und @, b € K die folgenden Gesetze gelten:

e (M, +) ist eine abelsche Gruppe.
e a-(r+y)=a-x+ a-y(diesistdie Verkniipfung ,,+” des Vektorraums)

e (a+b)-x=a-x+b-x(dies ist die Verkniipfung ,,+” des Korpers)
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e a-(b-z)=(a-b)-x (dies ist zweimal die Verkniipfung ,,-” des Vektorraums, einmal die des
Korpers)

o l-z==x

e (0 -z = 0 (das neutrale Element von (M, +))

e a-0=0

e (—1)-x = —z (hierbei ist —z das Inverse zu x in (M, +))

Es stellt sich heraus, dass die ersten fiinf Gesetze ausreichen und sich die anderen daraus ableiten
lassen. Es ist aber wichtig, sich die Bedeutung aller dieser Gesetze anhand des Spezialfalls der Pfeile
im Koordinatensystem klar zu machen.

Anhand der benutzten Verkniipfungen sieht man, dass zumindest die Einfithrung von Ringen wesent-
lich fiir die Vektorraumtheorie war. Fiir grundlegende Untersuchungen iiber Vektorrdume braucht
man sehr bald Eigenschaften von Korpern; deshalb werden Vektorrdume grundsitzlich nur iiber
Korpern definiert. Dies ist immer noch eine sehr allgemeine Definition; es gibt viele verschiedene
Beispiele fiir Vektorrdaume, die nichts mit Pfeildiagrammen zu tun haben (auBler dass beide eben
Vektorrdume bilden).

Trotzdem ist es sinnvoll, sich zu fragen, wie einschrinkend diese Definition bereits ist. Dazu kann
man z.B. betrachten, welche Unterrdume es gibt (d.h. Teilmengen von M, die mit den darauf ein-
geschriankten Verkniipfungen selbst einen Vektorraum bilden). Das Ergebnis ist, dass man in vielen
Fillen alle Unterraume kennt:

4.1.3 Erzeugnis, Linearkombinationen

Das Erzeugnis [M] einer Menge M von Vektoren ist analog zum Erzeugnis von Gruppenelementen
definiert (siehe 3.1.2): Man ldsst die Elemente ,,arbeiten”, um einen vollstindigen Vektorraum zu
bilden. Ubrigens schreibt man fiir [{z}, zy, ..., z,}] auch [x1, 29, ..., 1,].

Betrachten wir zunichst die Multiplikation. Laut Definition muss fiir jedes * € M und a € K das
Produkt @ - x in dem Vektorraum liegen. Das Erzeugnis [M/] muss also alle Vielfachen von Vektoren
aus M enthalten. Geometrisch ist z.B. das Erzeugnis eines Ortsvektors x # 0 eine Gerade durch den
Ursprung:

[x]

Y

Fiir die Verkniipfung ,,+” gilt, dass [M] das Gruppenerzeugnis der so gewonnenen Vektoren ent-
halten muss. Man bildet also erst alle Geraden durch den Ursprung und addiert dann jeweils die
Ortsvektoren von Punkten auf den Geraden. Z.B. ist das Erzeugnis von zwei verschiedenen Geraden
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eine Ebene, denn die Punkte, die durch Addition zweier Ortsvektoren von Geraden erreicht werden
konnen, liegen gerade auf der einen Ebene, die beide Geraden enthilt.

n
Insgesamt ist also [zq, xo, ..., 2, = {D_a; - x; : a1,...,a, € K}. Eine solche Summe nennt man
i=1
eine ,,Linearkombination” der Vektoren z; bis x,,.

Uber das Erzeugnis von Mengen kann man alle Untervektorriume eines Vektorraums angeben, denn
fiir einen Unterraum U eines Vektorraums V' ist natiirlich immer [U] = U. Das Interessante ist, dass
sie viele Unterrdaume durch einige wenige Vektoren erzeugen lassen.

4.1.4 Lineare (Un-)Abhéngigkeit

Die Frage nach der linearen Abhiingigkeit einer Menge M ist letztlich die Frage, ob es beim Bilden
des Erzeugnis [M] Vektoren in M gibt, die dafiir keine Rolle spielen. Einige einfache Fille sind:

e Einer der Vektoren aus M ist der Nullvektor. Da die Addition mit dem Nullvektor keine neuen
Vektoren erzeugt, ist M/ immer linear abhéngig, falls 0 € M ist.

e Zwei Vektoren sind Vielfache voneinander. Da die Vektoren beim Bilden des Erzeugnis mit
beliebigen Skalaren multipliziert werden konnen (und die zugrunde liegende Menge ein Kor-
per ist, also immer Inverse besitzt), erhdlt man immer noch das gleiche Erzeugnis, wenn man
einen der beiden Vektoren weglisst.

e FEiner der Vektoren ist die Summe oder Differenz von zwei anderen Vektoren. Dann liegt dieser
Vektor bereits im Gruppenerzeugnis dieser beiden anderen. Wenn man ihn weglisst, dndert
sich das Erzeugnis ebenfalls nicht.

Allgemein ist M genau dann linear abhiéngig, wenn es einen Vektor x € M gibt, der in [M \ {z}]
liegt, sich also mit den anderen Vektoren aus M erzeugen lédsst. D.h. er ldsst sich als Linearkombi-
n
nation »  a; - x; mit Vektoren x; € M, x; # x schreiben.
i=1
Daraus ldsst sich ein etwas einfacheres Kriterium ableiten, damit man nicht jeden einzelnen Vektor
aus M iiberpriifen muss. Und zwar ist M genau dann linear abhiingig, wenn man den Nullvektor
n
auf eine nichttriviale Art als Linearkombination schreiben kann, d.h. als Summe > a; - x; mit z; €

i=1
M, so dass die a; nicht alle 0 sind. Denn ldsst sich 0.B.d.A. der Vektor x; als Linearkombination
x1 = Y a; - x; darstellen, dann ist mit a; := —1 die Gleichung > a; - x; = 0 erfiillt. Ist umgekehrt
i=2 i=1

n i 737
0.B.d.A. a; # 0, dann ist die Gleichung > a; - z; = 0 dquivalent zu z; = —= .
i=1

ai

Um dieses Kriterium moglichst einfach iiberpriifen zu konnen, sollte man sich noch einmal die
Abschnitte iiber Matrizen (3.2.4) und lineare Gleichungssysteme (3.3) anschauen. Dann sieht man

n
eventuell, dass man die Summe »_ a; - z; als Produkt von zwei ,,Matrizen” schreiben kann:
i=1

a1
E Q; - Ty = ($1 To - $n)
i=1

a’n
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Dabei darf man nicht vergessen, dass die Vektoren x; oft Tupel sind, die Pfeile in einem Koordi-
natensystem darstellen; und es wird bald auch noch eine Moglichkeit eingefiihrt, praktisch jeden
Vektor als Tupel darstellen zu konnen. Es erweist sich als sinnvoll, diese Tupel aus K™ immer als
Spaltenmatrizen aus K™*! zu schreiben. Sei also x; = (z1;, T, . . ., Tmi ), dann wird die Gleichung

>~ a; - r; = 0 zu einer Matrizengleichung:
i=1

Z11 Z12 Tin ai 11 12 . Tin ai 0
T21 T22 Taon a2 To1 T22 - T2 a2 0
Tm1 Tm2 Tmn (07% Tml Tm2 -~ Tmn (07% 0

Diese Gleichung ist ein lineares Gleichungssystem fiir die Skalare a;, welches mit den iiblichen
Mitteln gelost werden kann. M ist genau dann linear abhéngig, wenn dieses LGS eine nichttriviale
Losung besitzt. Ist n = m, dann ist dies genau dann der Fall, wenn die Matrix regulér (invertierbar)
ist. Ist n > m, dann besitzt das LGS immer eine nichttriviale Losung, d.h. die Vektoren sind dann
immer linear abhéngig.

Z.B. sind 3 Vektoren im R? immer linear abhéingig. Sie kénnen ja nicht mehr als die Ebene R? selbst
erzeugen, aber dazu braucht man nur 2 Vektoren.

4.1.5 Basen und Dimension

Eine Basis eines Vektorraums ist eine Teilmenge, die den ganzen Vektorraum erzeugt (ein ,,Erzeu-
gendensystem”), und in der es keine iiberfliissigen Vektoren gibt. D.h. nach dem vorherigen Ab-
schnitt genau, dass die Teilmenge linear unabhéngig ist. Das ist dquivalent dazu, dass die Teilmenge
maximal linear unabhéngig ist, d.h. fiigt man nur einen einzigen Vektor hinzu, dann wird die Menge
linear abhingig.

Mit Hilfe einer Basis ldsst sich jeder Vektor auf eindeutige Art als Linearkombination der Basisvek-
toren schreiben. Damit kann man spiter z.B. Abbildungen so definieren, dass man die Bilder der
Basisvektoren festlegt und das Bild eines beliebigen anderen Vektors iiber seine Linearkombination
errechnet.

Ein wichtiger Satz der Vektorraumtheorie ist, dass jede Basis eines Vektorraums gleich viele Ele-
mente besitzt (vorausgesetzt, es gibt iiberhaupt eine Basis mit endlich vielen Elementen). Die Anzahl
der Elemente nennt man die ,,Dimension” des Vektorraums.

Z.B.ist{(1,0,0,...,0),(0,1,0...,0),...,(0,...,0,1)} eine Basis von K™ mit genau n Elemen-
ten. Also ist dim K" = n.

Die Polynome iiber K vom Grad < n bilden einen Vektorraum P, der {1, X, X? ... X"} als Basis
hat. Also istdim P =n + 1.

Um aus einer beliebigen endlichen Menge M von Vektoren eine Basis des Vektorraums zu machen,
muss man dafiir sorgen, dass sie die beiden Bedingungen erfiillt:

1. M muss linear unabhédngig werden. D.h. man muss fiir jeden Vektor priifen, ob er sich als
Linearkombination der anderen darstellen ldsst, und ihn dann entfernen. Manchmal kann man
dies fiir einzelne Vektoren schon sehen, oder man sieht statt dessen, dass M linear unabhiingig
ist. Im Allgemeinen gibt es zwei Verfahren, mit denen man auf einmal eine linear unabhingige
Teilmenge von M bilden kann, die den gleichen Untervektorraum [M ] erzeugt:
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(a) Ersetzt man einen Vektor aus M durch ein Vielfaches davon oder addiert man einen
Vektor zu einem anderen, dann éndert sich das Erzeugnis [M] nicht. Diese Operationen
reichen aus, um mit den Vektoren den GauBalgorithmus durchzufiithren. Da Vektoren
iblicherweise als Spalten geschrieben werden, muss man allerdings aufpassen, denn die
Operationen sind keine Zeilen-, sondern Spaltenoperationen.

(b) Schreibt man die Vektoren als Spalten in eine Matrix (wie man allgemeine Vektoren als
Spalten schreibt, wird spiter noch erklért), dann kann man auf dieser Matrix den Gaul3-
algorithmus mit Zeilenoperationen durchfithren. In der Treppenform der Matrix schaut
man sich die Spalten an, bei denen eine neue Treppenstufe beginnt. Die Vektoren, die
vorher in diesen Spalten gestanden haben, sind linear unabhéngig und erzeugen [M].
Diese Methode ist zwar nicht sofort ersichtlich, aber sie ist vorteilhaft, wenn man ohnehin
die Matrix in Treppenform braucht. Man muss aber aufpassen, dass man die Methoden
nicht miteinander vermischt.

2. Jetzt hat man eine Basis von [M]. Nach dem Basisergénzungssatz kann man sie zu einer Basis
des ganzen Vektorraums ergédnzen, indem man geniigend linear unabhiingige Vektoren hinzu-
fiigt. Aber wie findet man solche Vektoren? Das hingt davon ab, welches der beiden Verfahren
man gewihlt hat:

(a) Hier ist es relativ einfach, denn die Vektoren, die man erhalten hat, bilden eine transpo-
nierte Treppenmatrix. Sie kann durch Vektoren, die nur an einer Stelle eine 1 haben, zu
einer vollstdndigen Diagonalmatrix ergénzt werden.

(b) Bei der zweiten Methode kann man nicht direkt Vektoren finden, die die Menge zu ei-
ner Basis ergidnzen. Man muss statt dessen die Treppenmatrix zu einer Diagonalmatrix
machen und riickwérts verfolgen, wie sich die jeweiligen Spaltenvektoren dadurch &n-
dern. Allerdings muss man aufpassen, denn es kann sich auf den gesamten Spaltenvektor
auswirken.

Eigentlich ist es sogar gar nicht schwer, eine linear unabhéngige Menge zu einer Basis zu erginzen.
Denn an Vektoren, die mit der Menge linear unabhiéingig sind, mangelt es nie. Man sieht es schon im
R?: Hat man einen beliebigen Vektor, dann ist ein zweiter Vektor nur dann linear abhiingig mit dem
ersten, wenn er ein Vielfaches von ihm ist, d.h. in die gleiche oder entgegengesetzte Richtung zeigt.
Fiir die meisten Vektoren ist dies natiirlich nicht der Fall. Also kann man die Vektoren auch raten,
muss dann allerdings die lineare Unabhéngigkeit noch nachweisen (z.B. mit einem LGS).

4.2 Lineare Abbildungen
4.2.1 Definition

Fiir Vektorrdume fithrt man wie fiir Gruppen Abbildungen ein, die ,,strukturerhaltend” sind, und
nennt sie ,,Homomorphismen” oder hier auch ,lineare Abbildungen” (siehe 3.1.3). Wenn sie die
Vektorraumstruktur erhalten sollen, dann miissen sie zumindest Gruppenhomomorphismen beziig-
lich der Verkniipfung ,,+ des Vektorraums sein. Aber um sich genau zu merken, wie die Definition
eines Vektorraumhomomorphismus aussehen muss, sollte man sich iiberlegen, was Homomorphis-
men im Allgemeinen sind. Wenn man weil3, was ein Homomorphismus eigentlich ist, dann ist die
genaue Definition Nebensache.

Dazu ist es am sinnvollsten, sich zunichst iiber den Spezialfall der Isomorphismen (der bijektiven
Homomorphismen) Gedanken zu machen. Es wurde bereits erwédhnt, dass man zwei Gruppen (bzw.
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Vektorraume), zwischen denen ein Isomorphismus existiert, als ,,isomorph” bezeichnet. Offensicht-
lich ist dies also eine wichtige Eigenschaft. Sie bedeutet, dass jedes Element der einen Gruppe eine
genaue Entsprechung in der anderen Gruppe besitzt. D.h. es handelt sich eigentlich um die gleichen
Gruppen, mit dem kleinen Unterschied, dass die Elemente andere Namen haben.

Z.B. sind die Gruppen G = ({a,b},0) und H = ({¢, d}, *) mit den folgenden Verkniipfungstafeln
isomorph:

U

[ofalb] <[ c]d]

b
a

o | K

al a c|lc
b|ob di d

H entsteht aus G durch Umbenennen der Elemente. Der (einzige) Isomorphismus von G nach H
bildet a auf c und b auf d ab.

Diese Eigenschaft, dass die beiden Gruppen/Ringe/Vektorrdume gleich sind bis auf die Namen der
Elemente, konnte man auch als Definition fiir die Isomorphie benutzen. Aber was bedeutet das ge-
nau? Es muss ja irgendeine Zuordnung zwischen den Elementen der beiden Gruppen geben, nennen
wir sie f. f muss bijektiv sein, denn die Umbenennung muss in beiden Richtungen funktionie-
ren. Und die Gruppen sind genau dann gleich, wenn alle Rechnungen das gleiche Ergebnis liefern,
denn die Gruppen sind durch die Gruppenverkniipfung bereits vollstandig charakterisiert. Es muss
also z.B. egal sein, ob man zwei Elemente in der einen Gruppe verkniipft oder ob man sie erst
umbenennt, in der anderen Gruppe verkniipft, und dann die Umbenennung riickwirts durchfiihrt.
Insgesamt bedeutet das, dass das folgende Diagramm kommutiert:

G = G
1o 1
H — H

(Dass ein Diagramm kommutiert, bedeutet, dass man im Diagramm von einem Punkt zu einem
anderen einen beliebigen Weg wihlen kann und immer das gleiche Ergebnis erhilt.)

Jetzt kann man sich iiberlegen, wie man die Bedingung so abschwichen kann, dass f nicht mehr
bijektiv sein muss. Wenn f nicht mehr bijektiv ist, darf der Pfeil nur noch nach unten zeigen:

G > G
FLo s
H — H

In diesem Diagramm gibt es aber iiberhaupt nur zwei Wege, die gleichen Anfangs- und Endpunkt
haben, ndamlich die Hintereinanderausfithrung von o und f sowie f und *. Also ist die Bedingung
folgendermafBen: Bildet man fiir zwei Elemente x, y € G den Wert = o y und setzt ihn in f ein, d.h.
f(z o y), dann muss das Ergebnis iibereinstimmen, wenn man erst f(x) und f(y) bildet und dann

f(x)* f(y). Also f(zoy) = f(x)* f(y) wie gehabt.

Bei Vektorraumen V' und W haben wir jeweils zwei Verkniipfungen ,,4+” und ,,-”, die neue Elemente
aus V' bzw. W liefern. Ein entsprechendes Diagramm sieht also so aus:

vV v
o] // e
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D.h. es gibt eigentlich zwei Bedingungen. Zum Einen muss ®(z + y) = ®(z) + ®(y) fiir alle
x,y € V gelten. Zum Anderen muss aber auch fiir die Verkniipfungen ,,-” von V' und W egal sein,
ob man zuerst - und dann ® ausfiihrt oder zuerst ¢ und dann -. V' und I miissen also erst einmal
Vektorrdume iiber dem selben Korper K sein, und dann muss ®(a - z) = a - ®(x) firallea € K
gelten.

Diese beiden Bedingungen kann man noch zu ®(a-z+y) = a- ®(z) + ¢(y) zusammenfassen, denn
mit a = 1 bzw. y = 0 kann man die beiden einzelnen Bedingungen erzeugen.

Die Begriffe ,,Kern” und ,,Bild” werden auf die jeweiligen Gruppen mit ,,+” bezogen. Es gilt auch
hier, dass Kern und Bild Untervektorrdume sind. D.h. sie haben z.B. eine bestimmte Dimension, die
hochstens so gro3 wie die Dimension von V' bzw. I sein kann.

4.2.2 Multiplikation mit Matrizen

Eine spezielle Art der linearen Abbildungen, die man zwischen den Standardraumen K" und K™
definieren kann, ist die Multiplikation mit einer Matrix A € K™*", dh. ® : K" — K™ z+— A - x.
Schreibt man die Multiplikation aus, kann man leicht nachrechnen, dass dies eine lineare Abbildung
definiert. Was sind Kern und Bild?

Es gilt Kern® = {# € K" : &(z) = A -z = 0}. Das ist die Losungsmenge des homogenen
LGS A - x = 0, also mit den bekannten Mitteln zu berechnen (siehe 3.3.2). Die Menge, die man
dabei erhilt, ist bereits in einer Form, in der jedes Element als Linearkombination bestimmter Vek-
toren geschrieben ist. Diese Vektoren sind immer linear unabhiingig; das sieht man, indem man sich
iberlegt, wie sie gebildet werden. Also bilden sie eine Basis des Kerns.

Das Bild ist sogar noch einfacher zu finden. Wenn x jeden Vektor aus K™ durchlduft, bekommt man
nach der letzten Darstellung im Abschnitt iiber Matrizenmultiplikation (3.2.4) alle Vielfachen der
Spaltenvektoren von A sowie Summen davon. Also bilden die Spalten von A ein Erzeugendensystem
von Bild ¢, und eine Basis ldsst sich leicht daraus bilden, indem man linear abhéngige Vektoren
entfernt. Hat man den Kern bereits ausgerechnet, dann bilden nach dem Abschnitt {iber das Finden
von Basen (4.1.5) die Vektoren eine Basis des Bildes, bei denen in der Treppenform eine neue Stufe
anféangt.

4.2.3 Definition iiber Basen

Die wichtigste Eigenschaft einer Basis B = {by,...,b,} eines Vektorraums V ist, dass man jeden

Vektor = € V eindeutig als Linearkombination x = > a;-b; = a1 -b; + - - - + a,, - b, schreiben kann.
i=1

Mit dieser Eigenschaft kann man im Zusammenhang mit linearen Abbildungen sehr viel anfangen.

Ist & : V' — W eine lineare Abbildung, und sind die Bilder ®(b;) fiir alle i festgelegt, dann ergibt

sich fiir ein beliebiges © € V' wie oben:

P(x) =P(ay by + -+ a,-by) =ar-D(by) + - +an - P(by)

Da alle ®(b;) festgelegt wurden, ist & damit vollstindig definiert. Sie ist auch wohldefiniert, denn
die Darstellung jedes Vektors als Linearkombination ist eindeutig.
Beispiel: Im R? kann eine lineare Abbildung ® : R? — R definiert werden durch ®( =3

0))
0 . . . 2 . 2
und O( ) ) = 5. Um ein bestimmtes Bild auszurechnen, z.B. ®(| ~ 5 ), schreibt man | " 5 als
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0 1 —3)

<1>(2-<(1))—3-<(1))):2-<1>(<(1]))—3-c1>(<(1’)):2-3—3-5:—9.

X1

Linearkombination der Basisvektoren, d.h. als 2 - 1 -3 (0) und rechnet aus: ®(

Allgemeiner ist @((2)) =z1-3422-5=(3 5)- (xg

driicken durch ®(z) = (3 5) - x, also durch die Multiplikation mit einer Matrix. Dies ldsst sich
verallgemeinern.

). D.h. die Abbildung lasst sich aus-

Dazu muss allerdings erst einmal die Basis B eine Ordnung bekommen, aber Mengen sind nicht
geordnet. Auch wenn Basen oft als Mengen aufgefasst werden, schlage ich vor, sich eine Basis eher
als eine 1-Zeilen-Matrix B = (b; by --- b,) vorzustellen. Im dem Fall, dass die b; Spalten-
vektoren sind, wird daraus dann sogar eine richtige Matrix, deren Matrixeigenschaften spéter noch

wichtig werden. Jedenfalls kann man dann fiir ein x € V, das als ) a; - b; dargestellt wurde, den
i=1
,,Koordinatenvektor”

DB<I‘> =

Qn

(beziiglich B) definieren. Dann gilt mit der iiblichen Matrizenmultiplikation:

a
B - Dg(z) = (b1 bn)' cl=birar+--Fbya, =a
Ay,
Das Schone ist, dass diese Koordinatenvektoren Elemente aus K™ sind, fiir die man wie im Beispiel

eine Matrix Dsp(®P) konstruieren kann, die ¢ definiert. (Das ,,5” steht fiir die Standardbasis; es wird
gleich verallgemeinert.) Und zwar gilt:

B(z) = Bbr-ar+ - +by-an)=DBby) ar+ -+ Bby) - ap =
= (B(by) -+ @) | i | =(®(B1) -+ D(by))-Dp(x)

Qn =:DSB(<I>)

Um dies im Klartext auszudriicken: Man nimmt die Bilder ®(b;) der Basisvektoren und schreibt sie
als Spalten in die Matrix Dgp(®P). Dies sollte man sich auf jeden Fall merken, weil das Aufstellen
einer solchen Matrix zu den Standardaufgaben in der Linearen Algebra gehort.

Oft mochte man aber das Ergebnis als Koordinatenvektor beziiglich einer geeigneten Basis C' von
W darstellen, das heifit man sucht Deog(®) so, dass Do (®(z)) = Dep(®P) - Dp(x) ist. Das ist
analog genau dann der Fall, wenn Dep(®) = (Do (®(b1)) -+ Dc(®(by,))) ist. (Es muss ja auch
C-Dep(®) = Dgp(P) sein.) Die Spalten der Matrix D¢ p(®) sind also nicht mehr die Bilder ®(b;)
als Vektoren beziiglich der Standardbasis, sondern als Koordinatenvektoren beziiglich der Basis C'.

Uberhaupt muss W ja kein Vektorraum K™ sein, der eine Standardbasis besitzt. (Dann ist Dgp(®)
eigentlich gar keine richtige Matrix.) Dop(®) kann man jedoch immer bilden. Damit sind alle li-
nearen Abbildungen, die es gibt, charakterisiert.
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4.2.4 Basiswechsel

Fir & : V' — W mit der Abbildungsmatrix D¢, g, (®) beziiglich zwei Basen B; und C von V' bzw.
W muss man oft eine andere Abbildungsmatrix D¢, p,(P) beziiglich zwei anderen Basen konstru-
ieren. Ich mochte hier kurz darstellen, wie man diese Matrix am schnellsten findet, wenn alle Basen
als Matrizen geschrieben werden konnen. Diese sind dann sogar invertierbar, weil Basen linear un-
abhiéngig sind.

Ich gehe erst einmal davon aus, dass V' und W Standardbasen S besitzen. Dann ist Dgg(®) - By =
Dgp, (®) = Cy - D¢, , (®), also Dgg(®) = C) - De, g, (®) - By'. Analog ist aber auch Dgg(®) =
Cy - De,,(®) - By'. Alsoistinsgesamt D, g, (®) = Oy - Oy - Dey g, (®) - By' - By. Dies gilt sogar
ohne die Existenz der Standardbasis.

Diese Formel kann man sich wahrscheinlich schlecht merken, vor allem die Reihenfolge der einzel-
nen Faktoren. Allerdings kann man sich die einzelnen Schritte schnell herleiten, wenn man einmal
verstanden hat, wie die Koordinatenvektoren funktionieren. Und zwar liefert Do (®) immer einen
Koordinatenvektor beziiglich C', wenn man einen Vektor einsetzt, denn so war Do (P) ja gerade
definiert. Um dies zu kompensieren, muss man mit C' von links multiplizieren. Aber D¢ p(®) nimmt
einen Koordinatenvektor beziiglich B, den man erhilt, indem man einen Vektor beziiglich der Stan-
dardbasis mit B~ multipliziert. Analysiert man die obige Gleichung danach, an welcher Stelle was
fiir ein Typ von Vektor vorliegt, dann sollte die Reihenfolge klar sein.

Besonders wichtig ist noch der Spezialfall V' = W, B, = (4, B, = (5. Dann wird die obige
Formel nimlich zu Dp,5,(®) = By' - By - Dp,p,(®) - B;'' - By, und man sieht, dass die beiden
Matrizen invers zueinander sind. (Es gilt ja (B;' - Bo)™' = B;' - B)). Eine Aufgabe wie ,,Finden
Sie eine invertierbare Matrix S, so dass Dp,p,(®) = S~ - D, g, (®) - S ist”, ist also einfach durch
S = B;' - B, zu 16sen. Auch hier muss man natiirlich aufpassen, dass man die Reihenfolge einhiilt.

Ich mochte hier noch auf einen kleinen Rechentrick aufmerksam machen, mit dem man eine Matrix
gleichzeitig invertieren und von rechts mit einer anderen multiplizieren kann, hier z.B. B' - By:
Normalerweise wendet man beim Invertieren den GauBlalgorithmus auf die Matrix (31 | E) an; dabei
werden B; und E von links mit einer invertierbaren Matrix C' multipliziert, so dass C' - By = E
ist, also C' = By (siehe 3.3.3). Rechts bekommt man C' - E = B;' - E = B;'. Aber in dieser
Formel kann man schon erkennen, dass man statt /' auch direkt B> benutzen kann (d.h. man fingt
mit (31 |Bz) an), um statt 5, L. E eben By L. By zu bekommen. Ubrigens muss By zu diesem Zweck
nicht notwendigerweise quadratisch sein.

Die Matrizen, die Zeilenumformungen durchfiihren, wenn man von links mit ihnen multipliziert,
bewirken die gleichen Umformungen auf den Spalten, wenn man von rechts damit multipliziert.
Auch damit kann man eine Matrix invertieren, denn es gilt (A~")T = (A7)~ fiir alle invertierbaren
Matrizen A. D.h. man kann zum Invertieren von B; auch Spaltenoperationen auf

By
E
durchfiihren, und das Produkt B, - B; ' analog zu B; ' - B, berechnen, indem man E durch durch

B, ersetzt. Oder man nutzt direkt aus, dass B, - B; ' = ((B])™!- B])Tist.

4.2.5 Dimensionsformel
Fiir eine lineare Abbildung ® : V' — W gilt die folgende Dimensionsformel, die man sich unbedingt

merken sollte:
dim Kern ® 4+ dim Bild ® = dim V/
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Dass Kern und Bild sich gegenseitig sozusagen erginzen, kann man sich noch ganz gut vorstellen.
Aber wie soll man sich merken, was auf der rechten Seite steht, dim V' oder dim W ? Ganz einfach:
Es kann nicht IV sein, denn den Vektorraum W kann man problemlos vergroern, ohne dass sich
an ® etwas dndern muss (d.h. sowohl Kern als auch Bild konnen gleich bleiben). Also muss V' da
stehen.

Diese Dimensionsformel kann man an vielen Stellen anwenden, wo es um Dimensionen und lineare
Abbildungen geht. Zusammen mit dem nun folgenden Dimensionsformeln fiir Summen und Faktor-
rdaume kann man damit viele Dimensionsaufgaben schnell 16sen.

4.3 Summen und Faktorriaume
4.3.1 Summen von Vektorriumen

Die Summe von zwei Vektorrdumen ist das, was entsteht, wenn man Vektoren aus beiden Vektor-
rdaumen addiert. Da die Addition kommutativ ist, ist dies das Erzeugnis der beiden Vektorrdume,
genauer gesagt das Erzeugnis der Vereinigung.

Ahnlich wie beim Erzeugnis einzelner Vektoren kann man dabei betrachten, wie viel beim Bilden
der Summe {iiberfliissig ist. Das heif3t, dass einer der beiden Vektorrdume kleiner sein konnte, und
es ergibt sich trotzdem das selbe Ergebnis. Es ist genau dann der Fall, wenn der Schnitt ein nichttri-
vialer Vektorraum ist (also nicht nur aus dem Nullvektor besteht). Besteht der Schnitt nur aus dem
Nullvektor, konnte man sagen, dass die beiden Vektorrdume nichts miteinander zu tun haben, genau
wie linear unabhingige Vektoren in gewisser Weise nichts miteinander zu tun haben. Man nennt
dann die Summe ,,direkt”.

Fiir die Dimension der Summe gilt also genau das, was man erwarten wiirde: Ist die Summe di-
rekt, dann haben wir zwei Vektorriume, die nichts miteinander zu tun haben, also addieren sich
die Dimensionen. Z.B. ist die Summe von zwei verschiedenen Geraden (1-dimensional) die Ebene
(2-dimensional), die diese Geraden enthilt. Im allgemeinen Fall ist der Schnitt der beiden Vektor-
rdaume ein Indikator dafiir, wie viel iiberfliissig ist, also muss man die Dimension des Schnitts noch
subtrahieren.

Wenn zu jedem der beiden Vektorrdume ein Erzeugendensystem gegeben ist, dann ist die Vereini-
gung ein Erzeugendensystem der Summe. Sind beides disjunkte Basen, dann bildet die Vereinigung
also genau dann eine Basis, wenn die Summe direkt ist. Um die Direktheit festzustellen, kann man
also priifen, ob die Basisvektoren der beiden Vektorrdume insgesamt linear unabhéngig sind.

4.3.2 Faktorriume

Um zu erkldren, was bei der Faktorisierung von Vektorraumen passiert, mochte ich kurz einschieben,
wie die Faktorisierung bei Gruppen und Ringen funktioniert hat. Ich habe das in diesem Skript
nicht beschrieben, weil nur das Rechnen in den Restklassenringen Z,, in der Vorlesung wirklich
von Bedeutung war. Deshalb werde ich anhand dieses Beispiels die allgemeine Faktorisierung von
Gruppen erlédutern.

Zur Faktorisierung einer Menge gehdren immer eine Klasseneinteilung (Partition) und eine Aquiva-
lenzrelation, die sich gegenseitig bedingen (siehe 2.4). Normalerweise wird die Aquivalenzrelation
angegeben, aber man kann auch erst die Klasseneinteilung vornehmen und sich dann eine moglichst
einfache Relation dazu iiberlegen. Im Falle Z,, hat man die Klassen [z] mit x € Z, wobei [0] =

41



[m] =...,[1] = [m+ 1] = ... ist usw. Die Klassen sind aber Mengen, und zwar die Mengen aller
Elemente mit gleicher Klasse. ZB.ist [0] = {...,—m,0,m,2-m,...} ={m-2: 2 € Z} == m-Z.
Oder[1]={...,—m+1L,1,m+1,2-m+1,...} ={1+m-2:2z€Z} = 1+m-Z. Allgemein
ist[x] ={z+m-z:2z€Z} =x+m-Z. Das heifit: In der Klasse von x liegen z selbst und alle
Zahlen, die sich um ein Vielfaches von m davon unterscheiden. Z,,, die Menge dieser Klassen, ist
also: Zy, ={[z] :x € Z} ={x+m -Z:x €L} = 7/ 1.

Genau so bildet man auch Faktorrdume. Bei der Faktorisierung eines Vektorraums V' nach einem
Untervektorraum U sind die entstehenden Klassen (2] = 2+ U = {z +u :u € U} firz € V. Es
istalso V/y = {z + U : x € V}. Wie diese Mengen im R? aussehen, kann man sich anhand des
»Spaghetti- und Lasagne-Modells” klarmachen:

Es gibt im R? genau zwei nichttriviale Arten von Unterrdumen, ndmlich Geraden und Ebenen. Was
passiert also, wenn U eine Gerade ist (durch den Ursprung, sonst wire es kein Vektorraum)? Dann
sind auch alle Menge = + U Geraden, allerdings nicht durch den Ursprung. Es sind alle Geraden,
die parallel zu U verlaufen, wie Spaghetti. Und die Faktormenge ist die Menge aller dieser Geraden,
also eine Menge von Spaghetti, in der jedes Element eine Spaghetti ist. Mit Ebenen verhilt es sich
gleich; hier hat man es mit Lasagne statt Spaghetti zu tun.

A

= :

Nur diese Mengen zu betrachten, wire uninteressant. Faktorisierung enthélt immer auch Verkniip-
fungen, die man auf der Faktormenge definiert. Und zwar iibertragt man die Verkniipfungen von den
Elementen auf die Klassen, z.B. [z] + [y] := [z + y]. Bei Gruppen ist dies nur unter einer speziel-
len Voraussetzung méglich; bei Vektorrdumen ist diese Voraussetzung immer erfiillt. Also bildet die
Faktormenge wieder einen Vektorraum.

Wieder ist das ,,Spaghetti-/Lasagne-Modell” gefragt: Jede Spaghetti bzw. jedes Lasagneblatt bildet
einen Vektor. Um Vektoren zu addieren und zu multiplizieren, konnte man z.B. ein Brett durch die
Spaghetti legen, oder vielleicht sollten es dann besser Négel sein. Jetzt hat man eine Fldche, die
isomorph zu R? ist. Aber man kommt auch ohne das Brett aus, wenn man die Spaghetti aus einem
Blickwinkel betrachtet, aus dem sie zu Punkten werden.

Hier sieht man auch schon, wie sich die Dimensionen verhalten: Es ist dim V/; = dim V' — dim U.

4.4 Dualriaume
4.4.1 Definition

Ist V ein K-Vektorraum, dann ist der Dualraum V' * kurz gesagt die Menge der linearen Abbildungen
von V' nach K, als Vektorraum iiber /(. Diese nennt man auch ,,.Linearformen”. Im Gegensatz zu
den anderen Objekten der Linearen Algebra gibt es dazu weder eine anschauliche Erkldrung noch
einen Spezialfall, den man schon kennt. Also muss man sich beim Arbeiten damit immer wieder die
Definition ins Gedichtnis rufen und alles darauf zuriickfiihren.
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4.4.2 Duale Basis

Ist V' n-dimensional, dann ist V* isomorph zu V. Ein entsprechender Isomorphismus ist zwar meis-
tens kiinstlich und hat keine theoretische Bedeutung; wichtig ist aber die Folgerung, dass jede Basis
von V* n Elemente hat. Ist B = (61 by ~--- bn) eine (geordnete) Basis von V', dann kann man
nach einer Basis B* = (b’{ by .- bj;) von V* suchen, die mit B ein besonderes Verhiltnis hat.
B* nennt man die ,,duale Basis” zu B.

Die Elemente b; von B* sind natiirlich Linearformen, d.h. lineare Abbildungen von V' nach K.
Worauf konnten sie ein x € V' abbilden? D.h. wie steht  mit b; in Verbindung? Es gibt eigentlich
nur eine Verbindung zwischen = und b;, ndmlich die i-te Koordinate von z. Am besten schreibt man
den Koordinatenvektor von x aus:

ai

Dp(x) = | ©

Qn
Dann ist a; die Koordinate zu b;. Die duale Basis B* ist gerade so definiert, dass b} (z) = a; ist.

Anstatt fiir ein beliebiges x € V anzugeben, worauf b; es abbilden soll, reicht es bekanntlich, die
Bilder der Basisvektoren b; von V festzulegen (siehe 4.2.3). Was ist aber der Koordinatenvektor
von b;? Er hat an der j-ten Stelle eine 1, und alle anderen Stellen sind 0. Also ist eine einfachere
Definition der dualen Basis:

1, fallsi=y

b (b.) =
i (6) {0, sonst

Oder als Abbildungsmatrix:
Dpp;)=(0 --- 01 0 --- 0)

(wobei die 1 in der i-ten Spalte steht und E' = (1) die Standardbasis von K ist)

Soll man die duale Basis zu B bestimmen, dann ist es aber eher angebracht, konkret fiir jedes x € V
anzugeben, worauf es von b} abgebildet wird. Ist V' = K™ mit der Standardbasis S, dann ist D gg(b})
die i-te Zeile von B~!. Das ergibt sich beim Basiswechsel (siehe 4.2.4), oder man iiberlegt sich, wie
man Dg(x) aus x berechnet: Da x = B - Dg(x) ist, gilt Dg(x) = B~! - z, und damit ist die i-te
Komponente von Dp(x) gerade die i-te Zeile von B! mal .

Ist umgekehrt eine duale Basis B* = (b; b3 --- b}) gegeben und B zu berechnen (im K™), dann
bestimmt man zunichst einmal Abbildungsmatrizen der b beziiglich der Standardbasis, schreibt
diese als Zeilen in eine einzige n X n-Matrix und invertiert diese. Das Ergebnis ist dann 5.

Wenn V' nicht der Standardraum K™ ist, dann sucht man am besten zunichst eine moglichst einfa-
che Basis C' von V' und untersucht D¢ (b)) statt Dgg(b!). In diesem Fall sollte man wirklich den
Basiswechsel durchfiihren, oder man stellt sich die Elemente aus V einfach als Koordinatenvektoren
beziiglich C' vor und rechnet wie in K.

4.4.3 Duale Abbildung
Ist eine lineare Abbildung ® zwischen zwei K'-Vektorrdumen V' und W gegeben (¢ : V. — W),

dann kann man sich iiberlegen, wie man eine analoge Abbildung zwischen den Dualrdaumen V' * und
W* definiert. Es ist nicht kompliziert, aus ® eine Linearform zu machen, d.h. eine lineare Abbildung
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nach K. Dazu muss man ® nur mit einer linearen Abbildung von W nach K verketten; dann erhélt
man eine lineare Abbildung von V' nach K. Aber eine lineare Abbildung von I/ nach K ist ein
Element aus W*, und eine lineare Abbildung von V' nach K ist eine Element aus V' *. Damit erhilt
man eine Abbildung:

O W* -V yr—yod

Diese Abbildung ist selbst linear, man nennt sie die ,,duale Abbildung” zu ®. Man beachte, dass sie
in der umgekehrten Richtung definiert ist. Aber: Auch wenn im endlichdimensionalen Fall V' zu V*
und W zu W* isomorph ist, liefert das keine lineare Abbildung von W nach V/, die allein durch ®
definiert ist. Denn die Isomorphismen sind immer abhéngig von willkiirlich gewihlten Basen von V/
und W.

Im diesem Fall kann man jedoch fiir V und W Basen B und C festlegen und ¢ mit Hilfe von D p(P)
angeben. Wie sieht die Abbildungsmatrix von ®* beziiglich C* und B* aus? Es ist Dg«c-(®*) =
(Dep(®))T, weswegen man ®* auch als ,,transponierte Abbildung” ®T bezeichnet.

Da Quelle und Ziel von ®* gegeniiber ¢ gerade vertauscht sind, ist es wahrscheinlich nicht verwun-
derlich, dass sich auch die Richtung der Verkettung umdreht, d.h. (® o ¥)* = ¥* o *. AuBerdem
sind Kern und Bild vertauscht in dem Sinne, dass man Kern ®* aus Bild ® berechnen kann und
umgekehrt:

Kern®* = {yeW*:d*(y)=yod =0} =
= {yeW" :y(®(x)=0Vx eV} =
= {yeW":y(z) =0Vz € Bild®} =
= {yeW":yBild®) = {0}}
Bildd* = {zeV":JyeW :2=>0%(y) =yod} =
= {zeV":eW z(zx) =y(®(x))Vr eV} =
= {zeV":z(Kern®) = {0}} (Homomorphiesatz, siche Beispiel in 3.1.4)
Ken® = {zeV:P(x)=0}=
= {z eV y(®() = ((y)(r) =0vy € W'} =
= {xe€eV:zx)=0Vz € Bild®"}
Bildd = {zeW:FzeV:z=()}=
= {zeW: 3w eV y(z) =y(®) = (2"(y)(z) Vy e W'} =
= {zeW:y(z) =0y € Kern ®*}

Insbesondere ist ®* genau dann injektiv, wenn ® surjektiv ist, und umgekehrt.

AuBerdem gilt fiir eine weitere lineare Abbildung ¥ : W — X genau dann Kern ¥ = Bild ®, wenn
Kern ®* = Bild U* ist:

KernV =Bild® = Kemn®* ={yec W*:yBild®) = y(Kern¥) ={0}} = Bild I'*
Kern®* = BildU* = KemnmV ={ze W :y(z)=0Vy € BildV* = Kern ®*} = Bild ¢

Ein kleiner Anwendungsfall ist die Darstellung eines gegebenen Untervektorraums U von V' (end-
lichdimensional) als Losungsmenge eines homogenen LGS, also als Kern einer linearen Abbildung
® :V — W, wobei W ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber dem selben Grundkorper ist.

Sei B eine geordnete Basis von U, dann hat die Abbildung ¥ : K4V — V, x — B -z als Bild
gerade U. Kern U* = {y € V* : y(Bild¥) = y(U) = {0}} (s.0.). Man bestimme eine geordnete
Basis C' davon (die Abbildungsmatrix von U* beziiglich entsprechender Basen ist B") und erhilt
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damit ®* : W* — V* z+— C - Dg+(z) (mit entsprechend gewihltem W mit Standardbasis S), so
dass Bild ®* = Kern U* ist und deshalb Kern ® = Bild ¥ = U.

Dieses Beispiel soll verdeutlichen, dass Fille, in denen mit transponierten Matrizen gearbeitet wird,
oft allgemeiner mit Hilfe von Dualrdumen und dualen Abbildungen beschrieben werden konnen.

4.4.4 Alternative Definition fiir Abbildungsmatrizen

Da duale Basen eine Darstellung fiir die Koordinaten eines Vektors beziiglich der urspriinglichen
Basis liefern, liegt es nahe, dass Abbildungsmatrizen mit Hilfe von dualen Basen einfacher definiert
werden kénnen. Sind V, W, B, C, ® wie immer und Dcp(P) = ((a;5)), wie kann man dann ein
a;; genau berechnen? Bei der Definition (4.2.3) wurden Abbildungsmatrizen immer spaltenweise
angegeben:

Aber jetzt gibt es die Moglichkeit, eine einzelne Komponente von D¢ (®(b;)) und damit ein einzel-
nes a;; zu ermitteln. Die duale Basis C* war gerade so definiert, dass ¢ (x) die i-te Komponente von
D¢ () fiir ein x € W ist, also:

a; = c; (®(b;))

4.5 Determinanten
4.5.1 Definition

Die iibliche Definition der Determinante ist schwer zu verstehen und anzuwenden. Also merkt man
sich lieber nur, wie man sie berechnet. Das taugt natiirlich auch als Definition; allerdings gibt es
beim Berechnen sehr viele Wahlmoglichkeiten, und es leuchtet nicht sofort ein, dass das Ergebnis
davon unabhingig ist. Benutzt man die mathematische Definition, ist dies wiederum klar.

Definiert ist die Determinante fiir eine quadratischen Matrix R™*" iiber einem kommutativen Ring
R. Bei endlichdimensionalen Vektorrdumen kann man auch von der Determinante einer linearen
Abbildung ® : V' — V sprechen, denn die Determinante der Abbildungsmatrix D gp(®) ist unab-
hingig von der Basis B. Die Determinante driickt gewissermallen die gesamte Matrix in einer Zahl
aus. Dabei gehen natiirlich Informationen verloren, aber es bleiben einige Eigenschaften erhalten,
wie z.B. die Invertierbarkeit und das Verhalten bei der Multiplikation.

Um die Determinante auszurechnen, merkt man sich am besten die folgenden Regeln (in dieser Rei-
henfolge). Ich habe jeweils typische Beispiele dazugeschrieben, bei denen man sich leicht tiberlegen
kann, wie es weitergeht.

1. Die Determinante einer Dreiecksmatrix ist das Produkt der Diagonalelemente:

det = det

S O
O o ¥
o % %
* %
¥ o O
==
I
S
SH
o

Insbesondere ist die Determinante der Einheitsmatrix immer 1.
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2. Addiert man ein Vielfaches einer Zeile oder Spalte zu einer anderen, dndert sich die Determi-
nante nicht:

a b ¢ a b c
det|la d el =det|0 d=b e—c
a f g 0 f—=b e—c

3. Multipliziert man eine Zeile oder Spalte mit einem Faktor £, vervielfacht sich die Determi-
nante um k. Multipliziert man die ganze Matrix mit k, vervielfacht sich die Determinante also

um k":
a ab ac 1 b ¢
det |1 d e | =a-det|1 d e
1 f g 1 fyg

(Vorsicht: Hier ist k = é Da der Wert der Determinante durch a geteilt wird, muss man mit a
multiplizieren, um den urspriinglichen Wert wiederzubekommen.)

4. Vertauscht man zwei Zeilen oder Spalten, dndert sich das Vorzeichen der Determinante:

det = —det

o O Q
S O ¥
* O %
o O Q
S T %
[T I

Da in einem Korper die Schritte des GauBalgorithmus offenbar den Wert der Determinante nur um
einen Faktor k£ # 0 verdndern und das Ergebnis des GauBalgorithmus immer eine Dreiecksmatrix ist,
ist die Determinante ein Kriterium dafiir, ob die Matrix invertierbar ist. Ist dies ndmlich der Fall, dann
stehen hinterher auf der Diagonalen nur Einsen, und damit ist die Determinante von O verschieden.
Ist es nicht der Fall, dann steht auf der Diagonalen mindestens eine Null, so dass die Determinante
gleich 0 ist. Die Determinante ist also immer dann 0, wenn der Rang der Matrix kleiner als n ist;
z.B. schon dann, wenn die Matrix eine Nullzeile oder -spalte enthilt.

Besteht eine Matrix nur aus Zahlen, kann man mit diesen Regeln immer recht schnell die Deter-
minante berechnen. Problematischer wird es, wenn Variablen oder Polynome in der Matrix stehen;
dann sollte man unbedingt auch die folgenden Verfahren anwenden konnen:

4.5.2 Formeln

Fiir n < 3 existieren einfache Formeln, die man sich merken muss. Die Definition der Determinante
ergibt sofort, dass die Determinante fiir n = 0 immer 1 ist, und dass fiir n = 1 gilt:

det (a) =a

a b
det(c d) =a-d—b-c

D.h. die Diagonale von links oben nach rechts unten geht positiv in die Determinante ein, die andere
negativ:

Fir n = 2 hat man:
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Wie merkt man sich am besten, welche Diagonale positiv und welche negativ zdhlt? Man kann sich
z.B. den Spezialfall der Einheitsmatrix anschauen; die Determinante davon muss 1 sein, damit muss
a - d positiv eingehen.

Fiir n = 3 wird die Formel schon recht lang, deshalb sollte man sich direkt das Schaubild einpréigen:

s

Es sieht erst einmal sehr dhnlich aus, aber es gibt einen wesentlichen Unterschied: Hier zéhlen
auch die Diagonalen, die iiber den Rand hinausgehen. Wihrend man bei n = 2 nur 2 Diagonalen
betrachten musste, sind es bei n = 3 schon 6. Fiir n = 4 lohnt es sich schon nicht mehr, die Formel
explizit anzugeben; es kommen auch nicht mehr nur Diagonalen darin vor.

4.5.3 Aufteilung der Matrix

Fiir Determinanten von Matrizen gilt (wie an vielen anderen Stellen), dass man eine Matrix aufteilen
kann in einzelne Teilmatrizen, um dann mit den Determinanten der einzelnen Matrizen die Determi-
nante der groen Matrizen auszurechnen. Leider ist aber der Matrizenring nicht kommutativ, so dass
man sich iiberlegen muss, welche der Formeln noch gelten, wenn die Elemente von Matrizen selbst
wieder Matrizen sind. Ein Variante funktioniert immer:

Teilt man die Matrix so in Blocke auf, dass die Diagonale nur quadratische Blocke enthilt und alle
Blocke unter- oder oberhalb der Diagonalen 0 sind, dann ist die Determinante der Matrix das Produkt
der Determinanten der Blocke auf der Diagonalen:

/A % /A 0 O
= det

det |0 | B | % x | B 0\:(detA~detB‘detC)
0 0]C) * x| C)

(wobei A, B und C quadratische Matrizen sind)
Beispiel:

1 23 45

23456 1 9 9 3
det |0 0 2 3 4 :det< )-det( )-det(B):(1-3—2-2)-(2-2—3-1)-5:—5

2 3 1 2
00123
00005

4.5.4 Laplace-Entwicklung
Mit der Laplace-Entwicklung kann man eine Matrix schrittweise verkleinern, bis man die Determi-

nante leicht ausrechnen kann. Man sucht sich eine Zeile oder Spalte mit vielen Nullen (im obigen
Beispiel z.B. die letzte Zeile). Dann streicht man die Zeile bzw. Spalte, und auflerdem nacheinander
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die Spalten bzw. Zeilen, in denen der weggestrichene Eintrag nicht 0 war (oben wére das die 5, also
nur die letzte Spalte).

Die Determinanten der so gebildeten Matrizen muss man mit den jeweiligen Eintrigen multipli-
zieren und entweder addieren oder subtrahieren, je nachdem, wo der Eintrag stand. Das geht nach
folgendem schachbrettartigen Schema:

Entwickelt man im Beispiel oben nach der letzten Zeile, erhilt man:

1 2 3 45 1 9 3 4
2 345 6 9 3 4 5
det |0 0 2 3 4] =5-det
00 2 3
001 2 3 00 1 2
0 000 5

Wenn man will, kann man aber auch z.B. nach der ersten Spalte entwickeln:

12345 345 6 2 3 4 5

23456 0 2 3 4 0 2 3 4
det |0 0 2 3 4] =1-det — 2 -det

001 2 3 01 2 3 01 2 3

0000 5 0 005 0005

Im ersten Summanden wurde die erste Zeile weggestrichen, im zweiten Summanden die zweite, ent-
sprechend dem jeweiligen Eintrag. AuBerdem war der zweite Eintrag an einer Stelle, wo im Schema
ein Minus steht, daher das Minus vor der 2.

4.6 Eigenwerte
4.6.1 Definition

Wenn @ : V' — V eine lineare Abbildung ist, ist es interessant zu wissen, ob ein bestimmter Vektor
x € V von ® z.B. wieder auf sich selbst abgebildet wird, d.h. &(z) = z. Allgemeiner kann man
auch fragen, ob der Vektor zwar nicht auf sich selbst abgebildet wird, aber auf ein Vielfaches davon,
dh. &(z) = ¢z, x € K. In dem Fall nennt man x einen ,,Eigenvektor” zum ,,Eigenwert” c. Der
Spezialfall (z) = = besagt damit, dass = Eigenvektor zum Eigenwert 1 ist.

In dieser Illustration ist eine lineare Abbildung ® : R?> — R? dadurch dargestellt, was siec mit
verschiedenen Vektoren x,y,z macht (z' = ®(z),y = ®(y), 2’ = P(z)). x ist ein Eigenvektor
zum Eigenwert 2, d.h. er wird durch ® um den Faktor 2 gestreckt. Auch y und z werden durch
den Eigenwert 2 beeinflusst: Schaut man sich die beiden Grafiken genau an, sieht man, dass Alles
in Richtung von x gestreckt wurde. x und y sind aber selbst keine Eigenvektoren zu irgendeinem
Eigenwert. Irgendwo ist noch der Eigenwert 1 versteckt; es diirfte eine gute Ubungsaufgabe sein,
einen Eigenvektor dazu zu finden.
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Um den Sinn von Eigenwerten besser zu verstehen, kann man sich z.B. die Eigenwerte bei einer
Spiegelung im R? anschauen. Die Vektoren, die direkt auf der Spiegelachse liegen, werden nicht
veréndert, d.h. sie sind Eigenvektoren zum Eigenwert 1. Die Vektoren, die genau senkrecht dazu
stehen, werden negiert, sind also Eigenvektoren zum Eigenwert —1. Die iibrigen Vektoren sind keine
Eigenvektoren:

A Spiegelachse

Ist x ein Eigenvektor zum Eigenwert ¢, dann ist klar, dass auch £ - z fiir k£ € K ein Eigenvektor zum
Eigenwert c ist. Das Gleiche gilt fiir beliebige Linearkombinationen von Vektoren zum gleichen
Eigenwert. D.h. die Menge Eig.(®) der Eigenvektoren zum Eigenwert ¢ ist ein Unterraum (wird
auch mit E,.(®) bezeichnet, aber man darf es nicht mit der Bezeichnung fiir die Einheitsmatrix
verwechseln). Speziell ist Eig,(®) = Kern ®. Man nennt ¢ eigentlich nur dann ,,Eigenwert von ®”,
wenn dies nicht der Nullraum ist, d.h. wenn es einen Eigenvektor gibt, der nicht der Nullvektor ist.
Man spricht aber trotzdem immer vom ,,Figenraum zum Eigenwert c”.

Der Schnitt von zwei Eigenrdumen ist immer der Nullraum, denn ein Vektor kann nicht gleichzeitig
Eigenvektor zu zwei verschiedenen Eigenwerten sein. Fithrt man diesen Gedanken fort, gelangt man
zu dem Schluss, dass auch mehr Eigenrdume immer eine direkte Summe bilden. Allerdings ist die
Summe aller Eigenriiume nicht immer der ganze Vektorraum. Z.B. hat im R? eine Drehung um den
Ursprung gar keine Eigenwerte.

Noch allgemeiner kann man sich auch beliebige Unterrdume anschauen und priifen, ob jeder Vektor
aus dem Unterraum wieder darin landet, d.h. &(U) C U. Man nennt U dann ,,®-invariant”. Die
Fragestellung hingt damit zusammen, weil man fiir eindimensionales U damit ®(z) = ¢z (c € K)
fiir alle x € U erreicht. Auch andere ®-invariante Unterrdaume lassen sich iiber Eigenwerte charak-
terisieren (Stichwort ,,Hauptrdume”), aber das darf man nicht mit den Eigenrdumen verwechseln.
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4.6.2 Einfache Fille

IstV=K'und®:V — V, x — A -z die Multiplikation mit einer Diagonalmatrix

C1 0 0
A — 0 Co ’
0 0 ¢,

1 1 0 0 0 0
0 0 1 Co
0 0 1 Cn

also sind diese Vektoren jeweils Eigenvektoren zu den Eigenwerten c; bis ¢,. Damit ist ganz V
die direkte Summe der Eigenrdume, die von den Standardbasisvektoren aufgespannt werden. Die
¢; miissen natiirlich nicht alle verschieden sein; bei gleichen ¢; bekommt man Eigenrdume hoherer
Dimension.

Man kann diesen Spezialfall etwas verallgemeinern, indem man nur voraussetzt, dass die Abbil-
dungsmatrix beziiglich einer beliebigen Basis eine Diagonalmatrix ist. Die Basisvektoren sind dann
die Eigenvektoren. Hat man umgekehrt eine Basis aus Eigenvektoren (indem man vorher die Eigen-
rdume bestimmt hat und die Summe davon tatsdchlich ganz V' ist), dann ist die Abbildungsmatrix
beziiglich dieser Basis immer eine Diagonalmatrix.

Ebenfalls ein wichtiger Spezialfall sind Projektionen. Man nennt ® eine ,,Projektion”, wenn 2 = ®
gilt, was man z.B. anhand einer Abbildungsmatrix recht leicht tiberpriifen kann. Da alle Vektoren
aus dem Bild wieder auf sich selbst abgebildet werden miissen, hat ® beziiglich einer Basis, die
nur aus Vektoren aus Kern und Bild bestehen, eine Diagonalmatrix als Abbildungsmatrix. Auf der
Diagonalen stehen nur Nullen und Einsen, deshalb sind das die beiden einzigen Eigenwerte, die
vorkommen. Sind umgekehrt O und 1 die einzigen Eigenwerte einer Abbildung, und ist die Summe
der zugehorigen Eigenrdume ganz V', dann ist die Abbildung eine Projektion.

4.6.3 Allgemeine Formeln

Ist V' endlichdimensional und B eine Basis, dann ist x € V' genau dann Eigenvektor zum Eigenwert
cvon ®, wenn Dpp(®) - Dg(z) = ¢ Dp(x) ist. Man kann also statt V' auch gleich K™ betrachten
und statt ¢ die Multiplikation mit der Matrix Dpp(®). Die Eigenwerte sind die gleichen, und die
Eigenvektoren sind gerade die Koordinatenvektoren der Eigenvektoren von ®. Daher kann man sich
von jetzt an auch einschrinken auf V= K" und ® : V' — V|, x — A - x mit einer n X n-Matrix A.
Man spricht dann auch von den ,,Eigenwerten von A”.

In A-x = ¢ -z kann man aber das Distributivgesetz anwenden; es ist dquivalentzu A - x —c- x =
(A—c- E,) -z = 0. Das liefert schon einmal eine Moglichkeit, den Eigenraum zum Eigenwert ¢
auszurechnen; es ist der Kern von A — ¢ - E,,. Jetzt muss man nur noch alle Eigenwerte ermitteln,
damit man weil}, welche ¢ man einsetzen muss.

Um ein Gefiihl dafiir zu bekommen, welche Rolle hier Polynome und Determinanten spielen, kann
man sich erst einmal iiberlegen, dass der Term A — ¢ - F,, sehr danach aussieht, als wire hier die
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Matrix A in das Polynom X — c eingesetzt worden. Zwar ist der Wert davon nicht selbst 0, aber
zumindest werden alle x € Eig, (®) auf 0 abgebildet. Das wird gleich noch wichtig.

Zunachst wird aber der Term auf eine andere Art als Polynom betrachtet: Man sucht ja alle ¢, so dass
(A—c- E,) -z = 0auch fiir ein z # 0 gilt, d.h. dass das Gleichungssystem nichttrivial 15sbar ist.
Das ist genau dann der Fall, wenn die Determinante von A — ¢ - E,, gleich 0 ist. Ersetzt man ¢ (nicht
A) durch X, dann ist die Determinante ein Polynom. Die Eigenwerte von A sind die Nullstellen.
Man nennt dieses Polynom das ,,charakteristische Polynom” von A oder ®.

Zur Bestimmung des charakteristischen Polynoms muss man also in A auf der Diagonalen iiber-
all X subtrahieren und dann die Determinante bilden. Damit das nicht zu kompliziert wird, sollte
man geschickt die verschiedenen Methoden (wie Laplace-Entwicklung, sieche 4.5.4) ausnutzen. Das
Resultat ist auf jeden Fall ein Polynom, aber es hat eine recht komplizierte Form; je nachdem, wie
geschickt man sich anstellt.

Um die Nullstellen zu bestimmen, rit man jeweils eine Nullstelle und benutzt dann Polynomdivision
(siehe 3.2.5), oder man verwendet direkte Formeln. Auf jeden Fall sollte man beim Ausrechnen der
Determinante schon darauf achten, gemeinsame Terme auszuklammern, wo es moglich ist. Teilt
man die Matrix in Blocke auf (siehe 4.5.3), dann ist dies automatisch gegeben. Bei der Laplace-
Entwicklung sollte am besten nur ein einziger Term iibrig bleiben, sonst muss man selbst nach
Moglichkeiten zum Ausklammern suchen.

Das charakteristische Polynom hat immer den Grad n, und der erste Koeffizient ist (—1)". Wenn
die Summe der Eigenrdume nicht ganz V' ist, dann kann sich das auf zwei verschiedene Arten im
Polynom widerspiegeln: Entweder das Polynom lésst sich nicht vollstdndig als Produkt von Faktoren
der Form (X — ¢;) schreiben (man sagt, es ,,zerfillt” nicht in , Linearfaktoren”), oder ein Faktor
(X —¢;) kommt mehrmals vor (d.h. als (X —¢;)*). Das heiBt nimlich noch nicht, dass die Dimension
des zugehorigen Eigenraums £ ist; sie kann auch kleiner sein.

Ist p das charakteristische Polynom von A bzw. ®, dann gilt nach dem Satz von Cayley-Hamilton
p(A) = 0 bzw. p(®) = 0. Fiir den Fall, dass p in Linearfaktoren zerfillt, kann man sich nach der
Bemerkung oben (dariiber, was passiert, wenn man A in das Polynom X — c einsetzt) vielleicht
ungefihr vorstellen, warum das so ist. Es ist natiirlich kein Beweis.

Dies kann iibrigens ganz niitzlich sein, um zu iiberpriifen, ob man das charakteristische Polynom
richtig ausgerechnet hat. Es ist aber recht mithsam. Zerfillt das Polynom in Linearfaktoren, dann
rechnet man besser zu den gefundenen Eigenwerten die Eigenrdume aus; oft ist es ohnehin Teil
einer Aufgabe.

4.7 Jordan-Normalform
4.7.1 Beschreibung

Jede lineare Selbstabbildung eines n-dimensionalen K -Vektorraums V', zu der eine Abbildungsma-
trix A € K™ beziiglich einer Basis gegeben ist, ldsst sich durch Basiswechsel (siehe 4.2.4) in
die sogenannte ,,Jordan-Normalform” bringen. Diese ist bis auf die Reihenfolge bestimmter Teile
(entspricht der Reihenfolge der Basisvektoren) eindeutig und hat eine sehr einfache Gestalt. Das hat
viele Vorteile, z.B.:

e Ist eine Abbildungsmatrix in Jordan-Normalform gegeben, kann man Vieles direkt ablesen,
denn es ist eine Dreiecksmatrix: Rang, Determinante, Eigenwerte, charakteristisches Polynom,
Verhalten beim Potenzieren, invariante Unterraume, usw. Diese Eigenschaften dndern sich
beim Basiswechsel nicht.
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e Da jede Matrix eine Jordan-Normalform besitzt, kann man sich bei Beweisen oft auf Matrizen
in Jordan-Normalform beschrianken.

o Sie liefert ein Entscheidungskriterium, ob zwei Matrizen durch Basiswechsel ineinander iiber-
fiihrt werden konnen (d.h. ob sie ,,dhnlich” sind). Denn dann haben sie die gleiche Jordan-
Normalform, weil diese eindeutig bestimmt ist.

e Manchmal ist es hilfreich, eine Matrix erst in Jordan-Normalform zu iiberfithren und dann
damit zu rechnen.

Gesucht ist also die Jordan-Normalform .J von A und eine Basiswechselmatrix B, so dass B~ - A -
B = Jist (siehe 4.2.4). Ist V = K" und A eine Abbildungsmatrix beziiglich der Standardbasis,
dann ist J die Abbildungsmatrix beziiglich der Basis B; deshalb spricht man oft von der ,,Jordan-
Basis” und nicht von der ,,Jordan-Basiswechselmatrix”. Der Einfachheit halber sei deshalb von jetzt
an ® : K" — K", x — A -z definiert.

Ist A diagonalisierbar, dann ist J die entsprechende Diagonalmatrix und B die Basis aus Eigen-
vektoren (siehe 4.6.2). Das ist z.B. der Fall, wenn das charakteristische Polynom p n verschiedene
Nullstellen hat.

Falls p zwar in Linearfaktoren zerfillt, aber einige Faktoren gleich sind (also Terme der Form (X —
c)k vorkommen), beruht die Existenz der Jordan-Normalform darauf, dass V' die direkte Summe der
,Hauptriume” Kern(A—c- E,,)" ist. Das Produkt der Terme der Form (A—c- E,,)" ist p(A), also nach
dem Satz von Cayley-Hamilton O (siehe 4.6.3). Jeder Vektor wird also 0, wenn er nacheinander mit
diesen Faktoren multipliziert wird. Es diirfte daher einleuchten, dass die direkte Summe der Kerne
ganz V ist (auch wenn dies wieder kein Beweis ist). Aulerdem ist die Dimension des Hauptraums £,
also der Exponent im charakteristischen Polynom. Auch das ist nicht schwer einzusehen, denn die
Summe der Dimensionen ist ja n.

Diese Hauptrdume sind ®-invariant, d.h. fiir z € Kern(A — ¢ - E,,)* gilt auch ®(x) € Kern(A — ¢
E,)k. Im Fall k = 1 ist es klar, denn dies ist dann der Eigenraum zum Eigenwert c. Aber auch sonst
kann man es leicht nachrechnen: Sei z € Kern(A — ¢+ E,,)*, d.h. (A —c- E,)F - 2 = 0. Zu zeigen
ist, dass (A —c- E,)f - ®(x) = (A—c-E,)* - A-2=0ist. Aber (A — c- E,)* - Aist die Matrix
A eingesetzt in das Polynom (X —¢)¥ - X = X - (X — ¢)*, also gleich A - (A — ¢ - E,,)*. Also gilt
(A—c-E)f-A-x=A-(A—c-E,)k 2= A-0=0. Man sieht hier sehr deutlich, dass es sich
lohnt, den Zusammenhang von Matrizen und Polynomen genauer zu beleuchten. Theoretisch kann
man es sich natiirlich auch anders erkliren: Multipliziert man néimlich (A — ¢ - E,,)* - A aus, dann
erhilt man eine Linearkombination von Potenzen von A, bei denen man auf der linken Seite wieder
A ausklammern kann.

Ist B nun eine Basis aus Vektoren der Hauptrdume, dann hat die Abbildungsmatrix von ¢ beziiglich
B eine Blockgestalt, in der zu jedem Hauptraum ein quadratischer Block (,,Jordan-Block™) auf der
Diagonalen gehort. Denn ein Vektor, der in einem Hauptraum liegt, wird wieder in den Hauptraum
abgebildet; Entsprechendes gilt fiir den Koordinatenvektor beziiglich B.

4.7.2 Berechnung

Zunichst zerfalle das charakteristische Polynom in Linearfaktoren, p = (¢;—X)-(coa—X)-...- (¢, —
X), die aber nicht unbedingt verschieden sein miissen. Man kann sich auf diesen Fall beschréinken,
weil z.B. in C jedes Polynom in Linearfaktoren zerfillt. Es gibt aber auch noch eine verallgemeinerte
Normalform, die ohne diese Beschrinkung auskommt.

Dann kann man J und B wie folgt berechnen:
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. Auf der Diagonalen von J stehen die Eigenwerte c; bis ¢, aus dem charakteristischen Po-
lynom. Dabei miissen gleiche Werte nebeneinander stehen, um die im vorherigen Abschnitt
angesprochene Blockgestalt zu erreichen.

. Die Blocke sollte man markieren. Die Matrix sieht dann ungefihr so aus:

C1
(&) 0
C3

Cy

Cn

(Dabei ist z.B. ¢; = ¢5.) Die folgenden Schritte beziehen sich auf jeden einzelnen Block, und
zwar zum Eigenwert c:

. Unterhalb der Diagonalen steht jeweils entweder 0 oder 1, der Rest ist 0. Die Stellen, an denen
eine Null steht, teilen den Jordan-Block in ,,Jordan-Kistchen™ auf:

0

S = O
— 0

[en] e

. Ganz rechts und iiberall dort, wo eine 0O steht, gibt es nur den Eigenwert auf der Diagonalen.
Ein Koordinatenvektor, der nur an der entsprechenden Stelle den Wert 1 und sonst 0 hat, wird
von J auf ¢ mal sich selbst abgebildet. Also muss der entsprechende Basisvektor in B ein
Eigenvektor zum Eigenwert ¢ sein. Fazit: Die Anzahl der Késtchen ist die Dimension des
Eigenraums zum Eigenwert ¢, also die Dimension des Kerns von A — ¢ - E,;:

¢ ! !

1 ¢

1 ¢
0lc

1 ¢

(Die Pfeile markieren die Spalten, zu denen in B ein Eigenvektor gehort.)

. Nun sollte man sich iiberlegen, ob dies schon ausreicht, damit der Jordanblock eindeutig be-
stimmt ist. Hat der Eigenraum die Dimension 1, gibt es z.B. nur ein Kistchen. Ist die Dimen-
sion die GroBe des Jordanblocks, gibt es nur Nullen auBerhalb der Diagonalen. Oder wenn die
GroBe des Blocks z.B. 3 ist und die Dimension des Eigenraums 2, dann gibt es zwei Késtchen,
also eines der GroBe 2 und eines der GroBe 1. Die Reihenfolge der Késtchen ist aber nicht ein-
deutig; sie kann hochstens per Konvention festgelegt werden (oft der Grofle nach absteigend
sortiert). Also ist man auch in diesem Fall fertig, wenn man 5 nicht bestimmen muss.
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6. Ansonsten muss man wissen, dass in jedem Késtchen der Basisvektor ganz rechts ein Vektor
aus Kern(A — ¢- E,) ist (der Eigenvektor eben), der links daneben aus Kern(A — ¢ - E,,)?, der
niichste aus Kern(A — ¢ - E,)3, usw. (Das ergibt sich daraus, wie man im néchsten Schritt die
Basisvektoren sucht.) D.h. man rechnet nacheinander diese Kerne aus und schaut, wie viele
Vektoren man darin findet, die mit den vorherigen linear unabhiingig sind. Die Anzahl ist die
Differenz der Dimensionen der beiden Kerne. Die Vektoren verteilt man gedanklich auf die
einzelnen Késtchen (am besten beginnend mit dem ersten, so dass die Kistchen der Grofie
nach absteigend sortiert sind), und damit weill man (oft schon beim zweiten Exponenten), wie
grof} die Késtchen jeweils sein miissen.

Vorsicht: Dies verrit nur die Anzahl der Vektoren und damit die Grifse der Kastchen. Mochte
man B bestimmen, dann muss man noch Folgendes beachten:

7. Unterhalb der Diagonalen steht im Kistchen iiberall eine 1, d.h. fiir zwei benachbarte Basis-
vektoren by und by gilt A - by = c-by + 1- by, also by = A - by — ¢ - by. Deswegen fangt man
beim groften Jordankidstchen an; es habe die Grole g. Man sucht einen beliebigen Vektor 0,
aus Kern(A — ¢ - E,)9, der nicht schon in Kern(A — ¢ - E,)9! liegt (am besten durch Raten
und Uberpriifen). Dies ist der Basisvektor, der zur linken Spalte des Jordankistchens gehort.
Der néchste Basisvektor by berechnet sich als by = A-by —c-by = (A—c-E,) b €
Kern(A—c- E,)% ', dannby = A-by — c- by € Kern(A — ¢ - E,,)972, usw. bis b,.

Das war das grofite Jordankistchen; jetzt schaut man sich das néchstkleinere an. Hat es die
GroBe h, dann braucht man wieder einen Vektor, der in Kern(A — ¢ - E,)", aber nicht in
Kern(A — ¢ - E,)"! liegt. Allerdings darf er auch nicht linear abhingig mit den bereits be-
stimmten Vektoren sein, denn es soll ja eine Basis werden. (Am besten wieder raten und iiber-
priifen. Alle Vektoren muss man nicht unbedingt iiberpriifen, sondern nur die, die selbst auch
in Kern(A — ¢ - En)h liegen. Jedoch reicht es nicht, die Vektoren einzeln zu priifen, sondern
man muss wie immer ein LGS mit allen relevanten Vektoren aufstellen.)

Die Vektoren fiir die weiteren Kistchen findet man analog.

Anhand dieser Schritte kann man sowohl J als auch B bestimmen. Jedoch kommt man mit weniger
Rechnung aus, wenn noch mehr Informationen gegeben sind:

Ist g die GroBe des groBten Jordan-Késtchens zum Eigenwert ¢, dann liegen alle Basisvektoren zum
Jordan-Block in Kern(A —c- E,,)9. D.h. Kern(A — ¢ E,,)? ist bereits der Hauptraum zum Eigenwert
c. Man nennt g den ,,Index” des Hauptraums. Wenn es mehrere Késtchen gibt (d.h. die Dimension
des Eigenraums ist grofer als 1), dann ist g offensichtlich kleiner als die Grofe des Jordan-Blocks,
also als der Exponent im charakteristischen Polynom.

Ersetzt man im charakteristischen Polynom p den Faktor (X — ¢)* durch (X — ¢)9, dann ist immer
noch p(A) = 0, denn (A — ¢ E,,) schickt genau die gleichen Vektoren auf 0 wie (A — ¢+ E,,)*. Tut
man dies bei allen Faktoren, dann erhélt man das kleinste Polynom p # 0, so dass p(A) = 0 ist; dies
nennt man das ,,Minimalpolynom” von A. Das Minimalpolynom hat also die gleichen Faktoren wie
das charakteristische Polynom, aber die Exponenten konnen kleiner sein (jedoch nie 0).

Ist das Minimalpolynom von A bereits bekannt, dann ist der Exponent dort also die Grofe des
groBten Jordankéstchens. Damit kann man oft die Jordan-Normalform ohne Rechnung schon genau
angeben (wenn auch das charakteristische Polynom und eventuell die Dimensionen der Eigenrdume
gegeben sind).
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5 Euklidische Vektorraume

5.1 Skalarprodukte
5.1.1 Definition

Aus der Schule ist vielleicht das Standardskalarprodukt im R™ bekannt, das durch

(,y) =21y +...+2yo=a -y (x=|:],y=[:])

definiert ist. Damit misst man in erster Linie Lingen und Winkel. Die Linge eines Vektors z ist

|z|| = V{x,x) = /a2 + ...+ 22.

Der Cosinus des Winkels zwischen z und y ist

{z,9)
Il - Myl
Um auch in anderen (reellen) Vektorrdumen Skalarprodukte einfiihren zu konnen, muss man die we-
sentlichen Eigenschaften von Langen und Winkeln voraussetzen. D.h. man definiert ||z|| := +/(z, x)

und fordert z.B.:
e (x,x) > 0 fir alle x € V, damit die Wurzel iiberhaupt definiert ist.
e Nur der Nullvektor soll die Linge 0 haben.

Diese beiden Eigenschaften nennt man ,,positive Definitheit”.

o |la-z| = |a|-||z| fuira € Rund z € V. Denn eine Linge zeichnet sich in erster Linie dadurch
aus, dass sie sich proportional verhilt, wenn man den Vektor streckt. Also (a-z,a-x) =
a® - (x, x). Man sieht schon, wie sich dies sinnvollerweise verallgemeinern lésst.

e Von Winkeln erwartet man zunichst einmal Symmetrie, d.h. der Winkel zwischen z und y soll
gleich dem zwischen y und z sein.

e AufBlerdem konnte man z.B. noch fordern, dass Winkel zwischen drei Vektoren, die in ei-
ner Ebene liegen, sich addieren. Das ergibt sich jedoch automatisch, wenn man statt dessen
(a-x,a-x) =a®- (x,z)erweitert zu {(a - x +b-y,2) = a- (x,2) +b- (y, z). D.h. das Ska-
larprodukt ist eine lineare Abbildung, wenn man einen der beiden Parameter fest ldsst. Man
nennt es deshalb ,,bilinear”.

5.1.2 Basen und Koordinatenvektoren

In einem n-dimensionalen Vektorraum V' kann man beziiglich einer Basis B zu jedem Vektor x €
V' einen Koordinatenvektor Dp(z) € R™ angeben (siehe 4.2.3). Diese Koordinatenvektoren sind
Elemente aus R", also kann man das Standardskalarprodukt benutzen:

(z,y) == Dp(z)" - Dp(y).
Ist auch V' = R™, dann gilt Dg(z) = B~' - 2. Dann kann man dies weiter auflosen:
(wy) =B 2)T (B y) =2 (BB y.

Das Besondere ist, dass (B~!)T - B~! eine Matrix ist. Diese wird im Folgenden charakterisiert.
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5.1.3 Bilinearformen als Matrizen
Die Abbildung 3(z,y) := 2" - A -y mit A € R™ " ist immer bilinear, und im R" lésst sich jede
Bilinearform (d.h. bilineare Abbildung nach R) so darstellen.

Man sollte wissen, wie man die Matrix A findet; das ist auch nicht schwer: Das Element in der i-ten
Zeile und j-ten Spalte kann man mit

ai; = B(€i, €5)
berechnen, wobei e; und e; die entsprechenden Einheitsvektoren sind.

So kann man auch schnell fiir zwei Vektoren = und y den Wert von ((x,y) auszurechnen. Wegen
der Bilinearitdt kann man (3(z, y) ,,auseinander ziehen”, indem man z und y als Linearkombination
der Einheitsvektoren schreibt. Dann erhélt man:

B(x,y) =1 aun Y1+ Qo Yo+ ...+ Ta Qo1 Y1+ ... T Qup Yo
In Worten: Man summiert iiber alle Kombinationen von ¢ und 7, d.h. von Komponenten der beiden
Vektoren. Dabei muss man noch mit dem Matrixeintrag in Zeile ¢ und Spalte j multiplizieren.

Das sieht zwar nach einer sehr langen Summe aus (n? Summanden), aber oft sind die meisten Kom-
ponenten oder Matrixeintrage 0.

5.1.4 Skalarprodukte als Matrizen

Als spezielle Bilinearformen haben auch alle Skalarprodukte diese Gestalt. Die Frage ist, wie man
erkennt, ob eine Matrix A ein Skalarprodukt induziert. Dafiir muss die Matrix natiirlich symmetrisch
sein, und sie muss zur positiven Definitheit fithren (man nennt sie dann selbst ,,positiv definit”).

Eine symmetrische Matrix ist immer diagonalisierbar. Dann ist positive Definitheit dquivalent zu
einer Reihe von Kriterien:

e Alle Eigenwerte sind positiv. Dies eignet sich besonders gut in Beweisen.

e Alle Hauptunterdeterminanten sind positiv. Das sind die Determinanten der quadratischen
Teilmatrizen, die oben links beginnen. Dies eignet sich besonders gut, um fiir eine gegebe-
ne Matrix die positive Definitheit zu testen.

e Es existiert eine regulire Matrix C' mit A = C'T-C. Diese Zerlegung ist oft sehr niitzlich. Setzt
man B := C~!, dann ist das Skalarprodukt nichts Anderes als das Standardskalarprodukt der
Koordinatenvektoren beziiglich B (siehe 5.1.2).

5.2 Orthogonalitidt und Normierung

5.2.1 Definitionen

Zwei Vektoren x, y heifien ,,senkrecht” oder ,,orthogonal” zueinander, wenn (z, y) = 0 gilt. Das ist
gleichbedeutend mit einem Winkel von 90°.

Ein Vektor x heiflt ,,normiert”, wenn ||z|| = 1 gilt. Man kann einen Vektor leicht normieren, indem

man ihn mit ﬁ multipliziert.
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5.2.2 Orthonormalbasen

Eine Orthonormalbasis ist eine Basis, in der alle Vektoren senkrecht aufeinander stehen und normiert
sind. Dies bezieht sich natiirlich immer auf ein bestimmtes Skalarprodukt.

Im R™ mit Standardskalarprodukt ist die Standardbasis eine Orthonormalbasis. Auflerdem ist eine
beliebige Basis immer eine Orthonormalbasis beziiglich des Skalarproduktes, das durch diese Basis
definiert wird (5.1.2). Denn die Koordinatenvektoren der Basisvektoren bilden ja die Standardbasis
des R™.

D.h. eine Moglichkeit, eine Orthonormalbasis zu einem Skalarprodukt (x,y) = 27 - A - x zu finden,
ist die Zerlegung von A in der Form BT - B (siehe 5.1.4). Z.B. kann man die Cholesky-Zerlegung
durchfiihren. Oft ist es jedoch einfacher, eine bestehende Basis zu orthogonalisieren und zu normie-
ren:

5.2.3 Orthogonalisierung

Mochte man zwei linear unabhiingige Vektoren = und y orthogonalisieren, dann kann man den Vek-
tor x fest lassen und y so lange in der durch x und y aufgespannten Ebene drehen, bis er senkrecht
auf z steht. Eine echte Drehung ist jedoch rechnerisch nicht ganz einfach. Viel leichter ist es, einen
anderen Vektor zu y zu addieren. Betrachtet man den Vektor y als Pfeil im Raum, verschiebt sich bei
gleichem Anfangspunkt die Spitze in der Richtung des Vektors, den man addiert.

In diesem Fall addiert man ein Vielfaches von z, um in der von x und y aufgespannten Ebene zu
bleiben. Der Vektor y wird damit in dieser Ebene gedreht. Es dndert sich zwar auch die Linge, aber
das ist fiir unsere Zwecke unerheblich.

Wir suchen also ein a € R, so dass
y=y+ta-z

senkrecht auf x steht. D.h. es muss gelten:

(@, y) = (r,y+a-2)=(r,y) +a-(r,2) =0

Insgesamt:

R 25
YV

Steht ein weiterer Vektor z schon senkrecht auf = und y, dann auch auf y’. Man kann mit diesem
Verfahren also auch mehrere Vektoren orthogonalisieren oder dafiir sorgen, dass ein einzelner Vektor
orthogonal auf mehreren anderen steht. Dies liefert eine Moglichkeit, aus beliebigen Basen Ortho-
normalbasen zu machen.

5.2.4 Koordinaten beziiglich Orthonormalbasen

In einer Orthonormalbasis B = (by,...,b,) kann man die Koordinaten beziiglich der einzelnen
Basisvektoren sehr leicht ausrechnen. Es gilt ndmlich fiir den Koeffizienten a; vor dem Vektor b;:

a; = <x7 bZ>
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Wenn die Basis nur eine Orthogonalbasis ist, gilt:

a; = <[L‘, bl>
<bi7 bl)
Ubrigens wird hier ein Zusammenhang zwischen Skalarprodukten und dem Dualraum deutlich. Die

Elemente des Dualraums sind ja Linearformen, also auch Bilinearformen, bei denen man eine Seite
fest ldsst. Die zu B duale Basis B* = {b}, ..., b} } ist ja so definiert, dass

b (z) = a;

gilt. Setzt man eine der beiden Formeln von oben ein, bekommt man eine einfache Mdéglichkeit, die
duale Basis auszurechnen.

5.2.5 Orthogonalprojektion

Fiir einen Untervektorraum U von V ist U+ die Menge der Elemente, die senkrecht auf allen Ele-
menten aus U stehen. U~ ist auch ein Unterraum. Im endlichdimensionalen Fall gilt V = U @ U+,
Fiir jedes Element z € V' gibt es also eine eindeutige Darstellung

r=u+v=my(x)+ myL(x)

mitu € U und v € U~. 7y und 7. nennt man die ,,orthogonale Projektion” auf U bzw. U+.

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, 7y (x) und 71 () auszurechnen. Auf jeden Fall sollte man
beachten, dass man nur Eines von beiden ausrechnen muss; dann kann man dies von x subtrahieren,
um den anderen Wert zu erhalten.

1. Aus einer Basis (oder einem Erzeugendensystem) von U kann man mittels eines LGS eine Ba-
sis von U+ bestimmen. Die Gleichungen des LGS ergeben sich daraus, dass das Skalarprodukt
mit den Basisvektoren 0 sein muss. Nun hat man Basen von U und U~ und kénnte klassisch
mit einem LGS die Losung finden.

2. Wenn man eine Orthonormalbasis (oder Orthogonalbasis) von U hat, kann man 7 () schnell
ausrechnen. Denn theoretisch kdnnte man sie zu einer Orthonormalbasis von ganz V' erwei-
tern, wobei die zusitzlichen Vektoren eine Orthonormalbasis von U' bilden. Dann rechnet
man die Koordinaten der Basisvektoren von U mit der einfachen Formel aus (siehe 5.2.4).

3. Die beiden Methoden kann man auch kombinieren, wenn U~ wesentlich kleiner ist als U:
Man bestimmt erst mit einem LGS eine Basis von U~+, macht diese zu einer Orthonormalbasis
(oder Orthogonalbasis), und rechnet dann 71 () nach der zweiten Methode aus.

4. Ist V = R3 mit Standardskalarprodukt und U zweidimensional mit Basis

T Y1
{ T2 y | Y2 }7
xs3 Ys

dann gilt:



5. Theoretisch konnte man Abbildungsmatrizen von 7y oder 7. aufstellen. Eine Abbildungs-
matrix beziiglich der aus U und U+ zusammengesetzten Basis kann man sehr leicht angeben;
es ist eine Diagonalmatrix mit nur 1 und 0. Dann konnte man einen Basiswechsel zur Stan-
dardbasis durchfiihren. In der Praxis ist dies viel zu umstindlich; man sollte aber wissen, dass
es moglich ist.

Ubrigens kann man auch die Orthogonalisierung als orthogonale Projektion auf den jeweiligen Raum
U+ betrachten.

5.2.6 Abstand

Der Abstand d(z, U), definiert als der kiirzeste Abstand d(z,u) := ||x — ul| aller u € U, ldsst sich
mit der orthogonalen Projektion berechnen:

d(z,U) = ||z = my(z)|| = [|my- ()]
Der Abstand zweier affiner Unterrdume £, = x4+ U, Fy = y + W ist:
d(E1, Ey) = ||7wwye (z = y)||
Konkrete Lotfulpunkte v € E; und v € FEs erhilt man z.B., indem man das LGS
u—v=myiw(@—y)

16st. D.h. man setzt fiir © und v allgemeine Linearkombinationen fiir Punkte aus F; und Ej ein.

Bestimmt man fiir 77 yy1 (x — y) eine Orthogonalbasis von U + W (statt (U + W)=), dann kann
man auch nachtriglich wieder eine Linearkombination der urspriinglichen Basisvektoren und damit
eine Aufteilung in U und W bekommen:

7T(U+W)(ZL'—y) = alb'1+agb'2+ = al-b1+a2-(k1-b1+bg)+... = (a1+a2-k:1)-b1+a2-b2+...

(Hierbei sind by, bo, . .. die urspriinglichen Basisvektoren, b},0,, ... die orthogonalisierten, und a;
und k; die ausgerechneten Koeffizienten.)

5.3 Die Adjungierte
5.3.1 Definition

Zu einer linearen Abbildung ¢ : V' — W gibt es in endlichdimensionalen Vektorraumen immer eine
eindeutige lineare Abbildung ®* : W — V mit

(®(v), w) = (v, *(w))

fiir alle v € V und w € W. Die Abbildungsmatrix beziiglich zwei ONBs ist die Transponierte der
Abbildungsmatrix von ¢ beziiglich der gleichen Basen.

In Beweisen, die mit adjungierten Abbildungen zu tun haben, versucht man normalerweise, ein
Skalarprodukt zu bekommen, bei dem auf einer Seite ® oder ®* steht. Dann wandelt man es geméaf
der Formel um.
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5.3.2 Selbstadjungierte Abbildungen

Selbstadjungierte Abbildungen sind Selbstabbildungen mit * = ®. Man erkennt sie an einer sym-
metrischen Abbildungsmatrix beziiglich einer ONB. Sie sind immer diagonalisierbar, d.h. es gibt
eine Basis aus Eigenvektoren. Auch diese ist eine ONB.

Anschaulich finden also nur in zueinander orthogonalen Richtungen Streckungen oder Spiegelungen
statt.

5.3.3 Isometrien

Eine Isometrie ist eine Selbstabbildung, bei der alle Winkel und Lingen gleich bleiben. Die Defini-
tion
(@(z), ®(y)) = (z,y)

bedeutet im Endlichdimensionalen auch ®* = ®~! bzw. AT - A = F fiir die Abbildungsmatrix A
beziiglich einer ONB. Solche Matrizen nennt man ,,orthogonal”’; man erkennt sich auch daran, dass
die Zeilen und Spalten eine ONB beziiglich des Standardskalarprodukts bilden.

Eine Isometrie ldsst sich immer in Drehungen in orthogonalen Ebenen und gegebenentfalls noch eine
Spiegelung zerlegen (abhingig von det ® = 1 oder —1). Wihlt man ONBs der Drehebenen als
Basis, bekommt man eine Abbildungsmatrix mit sogenannten ,,Drehkéstchen’:

cosw —sinw
sinw  cosw
Dabei ist w der Winkel zwischen einem = und ®(z) aus der Drehebene.

Diese Normalform kann man z.B. ermitteln, indem man A 4+ AT berechnet und diagonalisiert. Dann
werden Eigenwerte 1 und —1 jeweils zu 2 und —2, und eine Drehung um den Winkel w duBert sich
im zweifachen Eigenwert 2 - cos w. Als Basisvektoren fiir das Drehkédstchen wihlt man jeweils einen
normierten Eigenvektor x und ®(x) in orthogonalisierter und normierter Fassung. sin w berechnet
man am besten iiber die Formel:

(sinw)?® + (cosw)? =1

Bei Drehungen im R? gibt es immer genau eine Drehachse (den Eigenraum zum Eigenwert 1) und
eine Drehebene (das orthogonale Komplement). Sind zwei Werte ®(z) und ®(y) gegeben, dann
sind ®(x) — z und ®(y) — y Vektoren der Drehebene U. Fiir den Drehwinkel rechnet man 7y ()
aus und erhilt damit auch ® (7 (x)), weil 7wy (z) eine Linearkombination von x und einem Vektor
der Drehachse ist. Damit hat man die Normalform, und muss fiir eine Basis nur noch eine ONB der
Drehebene bestimmen. Die Reihenfolge der Vektoren ist wichtig fiir das Vorzeichen vor dem Sinus;
man probiert sie am besten aus.

Hat man im R? sogar schon eine Abbildungsmatrix, dann reichen Determinante und Spur aus, um
die Normalform zu bestimmen. Und zwar hat die Spur aufgrund des Gestalt der Normalform den
Wert det A + 2 - cos w, woraus man w berechnen kann.
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