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Einleitung

Hallo! Ich bin Informatikstudent im 4. Semester und Tutor fiir Lineare Algebra. In diesem ,,Skript”
werde ich (meist im Voraus) in Kurzform die Hinweise aufschreiben, die ich im Tutorium geben
will. Das hat den Vorteil, dass Ihr nicht unbedingt alles mitschreiben miisst und es trotzdem noch
einmal nachlesen konnt. Die Ubungsaufgaben, die ich wihrend des Tutoriums vorrechne, werde ich
natiirlich nicht abtippen. Wer will, kann sich am Abend vorher die neueste Version des Skripts unter
der oben angegebenen URL herunterladen, um wihrend des Tutoriums mitlesen zu konnen.

Selbstverstdndlich diirft und sollt Ihr anderen Personen von diesem Skript erzdhlen. Der Inhalt der
Linearen Algebra hiingt schlieBlich nicht vom gewihlten Tutorium ab, und im GroB3en und Ganzen
auch nicht von dem Dozenten, der die Vorlesung hélt. Was aber wiederum nicht heif3t, dass dieses
Skript ein Ersatz fiir die Vorlesung sein kann, wie Ihr schnell merken werdet.

Zum Schluss sei noch gesagt, dass jegliche Haftung fiir den Inhalt dieses Skripts ausgeschlossen
ist. Wenn Ihr Fehler findet, schreibt bitte eine Mail an SebastianR @ gmx.de.


http://www.stud.uni-karlsruhe.de/~uxauu/
mailto:SebastianR@gmx.de
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1 Grundlagen

1.1 Schul- und Uni-Mathematik

Viele Erstsemester, mich eingeschlossen, stellen sich kurz nach Vorlesungsbeginn die Frage, warum
sich die Mathematik an Schule und Uni so sehr unterscheiden. Denn wenn man an der Uni gleich
zu Anfang mit vollig neuen Begriffen konfrontiert wird, mit deren Hilfe die Mathematik komplett
und ohne Riickgriff auf bisher Gelerntes (,,axiomatisch) aufgebaut werden soll, dann heif3t das ja,
dass nichts, was man in der Schule gelernt hat, fiir die Uni wichtig ist. Und umgekehrt hat man
vielleicht das Gefiihl, man kann viele Problemstellungen aus seinem Fachgebiet (wenn es nicht
gerade Mathematik ist) mit den Mitteln der Schulmathematik 16sen; wozu braucht man also neue
Grundlagen?

Zum Gliick wird schnell deutlich, dass das Wissen, das in der Schule vermittelt wurde, doch extrem
wichtig ist. Und natiirlich braucht man die neuen Begriffe, die man erst an der Uni hort! Ich sehe
das folgendermaflen: Die Aufgaben, die man in der Schule 16st, wiirden an der Uni unter den Be-
griff ,,Rechnen” fallen. Grundlage fiir das Rechnen an der Schule sind die natiirlichen, rationalen
und reellen Zahlen und gewisse Begriffe, die darauf aufbauen. Bei der Einfithrung von Begriffen
wird darauf geachtet, dass so wenige davon verwendet werden wie moglich und dass man sie nicht
definiert, sondern erklédrt und benutzt. Z.B. werden irgendwann Funktionen eingefiihrt. Da der Be-
griff aber schon recht abstrakt und schwer zu fassen ist, wird versucht, das Wesen der Funktionen
zu vermitteln, indem man Wertetabellen aufstellt und Graphen zeichnet. Das geht, weil man sich auf
reelle Zahlen beschrinkt hat. Dann kann man sogar Stetigkeit und Differenzierbarkeit recht einfach
und ohne Grenzwertbegriff anhand des Graphen erkldren, auf eine sehr konkrete (wenig abstrakte)
Art und Weise.

Dieses Konzept hat jedoch auch eine Schattenseite, nimlich dass man Voraussetzungen fiir Sétze
und Definitionen grober angeben muss als notig. An der Uni wird deshalb untersucht, welche Vor-
aussetzungen man wirklich braucht. So kommt man zu den erwihnten neuen Begriffen, wie dem der
,Gruppe”’, den Ihr wahrscheinlich mittlerweile kennt. Man wird sogar Funktionen selbst in Funk-
tionen einsetzen, was se/ir unintuitiv und verwirrend sein kann; besonders dann, wenn man mit der
jeweiligen Schreibweise noch nicht so vertraut ist. (Wer mir das jetzt nicht glaubt, soll bitte in ein
paar Wochen noch einmal diese Zeilen lesen.)

Ein personliches Ziel meines Tutoriums ist, die Frustration abzubauen, die sich durch die vielen neu-
en Begriffe erfahrungsgemidfl am Anfang einstellt. Denn sie darf kein Grund sein, das Handtuch zu
werfen, selbst wenn man die Vorlesung nicht mehr versteht und/oder die Ubungsaufgaben zu schwer
sind. Wenn man dabei bleibt, wird der Stoff irgendwann einfacher, weil sich die Begriffe eingeprigt
haben und es wieder stirker darum geht, Zahlenbeispiele auszurechnen, bzw. die Losungswege zu
erlernen.

1.2 Existenz- und Allquantoren

Vielen von Euch werden die Symbole ,,3” und ,,v”> wahrscheinlich noch nicht vertraut sein, und an
der Uni kommen sie plotzlich fast in jedem Satz vor. Man kann sie als ,,es gibt” und , fiir alle” lesen;
das macht die Sache in diesem Fall wesentlich einfacher. Aber weshalb kommen sie in der Schule
kaum vor?

In der Schule kdnnte eine Aufgabe lauten: ,,Geben Sie die Losungen der Gleichung z* = 1 an.” Jeder
Schiiler erkennt sofort, dass ,,z € {1,—1}" die gesuchte Antwort ist. Etwas formaler ausgedriickt

1



konnte man schreiben: ,,z* = 1 = x € {1,—1}". Aber diese Aussage ist nicht besonders schon,
denn ihr Wahrheitswert hiingt davon ab, was ,,z” ist. (,,x” ist in diesem Fall eine so genannte ,.freie
Variable”.) Fiir x = 1 € R ist sie offensichtlich wahr, auch fiir z = 2 € R. (Erinnert Euch an die
Definition von ,, = "’!) Sie ist eben fiir alle x € R wahr. Aber fiir r = 1 € C z.B. nicht! Also wire die
Aussage .V : (z* =1 = x € {1,—1})” inder Tat eine falsche Aussage (auBerdem sind die Potenz
und die Symbole ,,1”” und ,,—” gar nicht fiir beliebige x definiert), wihrend ,,Vx € R : (x4 =1 =
x € {1,—1})” wahr ist. Da das Ziel der Mathematik ist, wahre Aussagen aufzustellen, sollten in

Sitzen eigentlich keine freien Variablen vorkommen. (Sie miissen allerdings nicht unbedingt durch
2

Existenz- und Allquantoren gebunden sein. Auch ,,» ~ i = 3” ist eine wahre Aussage.)
=1

Etwas eigenartig ist, dass die Quantoren nie wirklich definiert werden. Offenbar fiihlen sich Einige
(nicht gerade Mathematiker) dadurch ermutigt, jede Menge Unsinn dariiber zu behaupten. Ich habe
deshalb im Internet recherchiert und dort wenigstens fiir endliche Mengen eine Art induktive Defi-
nition gefunden. Dazu zunichst ein analoges Beispiel: Die induktive Definition der Summe (,,> )
sollte bekannt sein, ndmlich in etwa so:

0 n n—1
Zf(z) := 0 und Zf(z) = Zf(z) + f(n) firn € Ny
i=1 i=1 i=1
Zumindest fiir endliche Indexmengen / kann man analog auch ) f(i) definieren. Ebenso sollte das
il
Produkt (,,] [”) bekannt sein als das Analogon der Multiplikation. Das fiihrt zu folgender Tabelle, in
der man auch die Existenz- und Allquantoren einordnen kann:

| Symbol | Verkniipfung | Neutrales Element

> + 0
11 : 1
v A (und) wahr
= V (oder) falsch

Z.B. heifit ,, {Vm}(i < 3)” (was iiblicherweise geschrieben wird als ,,Vi € {1,2} : ¢ < 3”) das
e,
Gleiche wie ,,(1 < 3) A (2 < 3)”. Folgende Regeln ergeben sich ganz automatisch:

o ~(VYx e M:p(x)) & (Jx e M: —p(x))
e ~(dxr e M:p(x)) & (Ve e M: —p(x))

,»— bedeutet ,,nicht”. Es ist klar, dass diese Regeln auch fiir unendliche Mengen gelten sollen. Des
Weiteren gilt fiir eine beliebige ,,groBere” Menge N (M C N):

o (VxeM:px) < (Ve N:(xeM = p)))
e (JxreM:p(zx)) & (JxeN:(xreMAp(x)))

Man beachte den Unterschied bei ,,v"’ und ,,3”!



Die gedankliche Ubertragung auf unendliche und ,,allumfassende” Mengen liefert dann die wichti-
gen Regeln:

1. =(Vx :p(z)) & (Fzx: —p(x))
2. =2(Jz:p(x)) & (Vo :-p(x))
3. VxeM:px) & Vo:(xeM = px)))

4. (Jr e M : p(z)) & (Fz: (x € M Ap(x)))

In Textform sollten sie jedem sofort einleuchten:

1. Dass p(z) nicht fiir alle = gilt, heiBt genau, dass es ein z gibt, fiir das p(z) nicht gilt.
2. Dass es kein x gibt, fiir das p(x) gilt, heiBit genau, dass p(z) fiir alle z falsch ist.

3. Dass p(x) fiir alle z aus M gilt, heiBt genau, dass p(z) gilt, falls z aus M stammt (und fiir alle
anderen = wird keine Aussage gemacht).

4. Dass es ein x aus M gibt, fiir dass p(x) gilt, heiBt genau, dass es ein = gibt, das in M liegt und
fiir das p(z) gilt.

Wer also etwas Anderes behauptet (wie ,,(Vx € M : p(z)) < (Vo : (z € M Ap(x)))”), liegt damit
auf jeden Fall falsch.

Die meisten Sétze fangen in etwa so an: ,,Sei € R (beliebig). Dann gilt: ...”. Statt dessen konnte
man auch sagen: ,Fiir alle z € R gilt: ...”, bzw. ,,Vz € R :...”. Auf diese Weise kann man die 6de
Sprache der Mathematik etwas auflockern, ohne dabei an Exaktheit einzubii3en. Wichtig ist, dass die
Formulierung eine genau definierte formale Entsprechung hat, und dass einem geiibten Leser sofort
klar ist, wie die formale Entsprechung lautet. (Allerdings gibt es scheinbar in der Logik einen Satz,
der besagt: ,,Wenn eine Aussage fiir ein beliebiges z gilt, dann gilt sie fiir alle x.” Die Entsprechung
gilt hier also wahrscheinlich nicht per Definition.)

So weit zu meinen personlichen Theorien. Hoffentlich messt Thr den Existenz- und Allquantoren
genug Bedeutung bei, um meine langen Ausfithrungen zu entschuldigen. Ich werde Euch bei Gele-
genheit dafiir danken.

1.3 Beweisfithrung

Kommen wir jetzt zum ersten wirklich praktischen Teil. Wéhrend der gesamten Studienzeit werdet
Ihr wohl oder iibel Beweise fiihren miissen. Erfahrungsgemil sagt einem aber niemand, wie das
geht, sondern die Dozenten rechnen Beweise vor in der Hoffnung, dass man ihre Technik irgendwann
erlernt. Keine Panik, es gibt durchaus Verfahren, die in den meisten Fillen irgendwann zum Ziel
fiihren. Die ersten erscheinen wahrscheinlich trivial.



1.3.1 Voraussetzungen und Folgerungen

Ein Beweis hat normalerweise die Form eines Weges. Man fingt an einem bestimmten Punkt an,
versucht, ein Ziel anzusteuern, und hofft darauf, nicht zwischendurch wieder an einen bekannten
Platz zuriickzukommen. Einen grofen Unterschied gibt es schon: Auf dem gesamten Weg gewinnt
man immer mehr Erkenntnisse, d.h. man kann sich dem Ziel eigentlich gar nicht weiter entfernen.
Konkret sieht das so aus:

Zunichst schreibe ich alle Voraussetzungen auf, die mir auf den Weg gegeben wurden; das ist mein
Ausgangspunkt: ,,Sei G eine Gruppe, ...” . Nun gehe ich in einzelnen Schritten in eine Richtung,
die mir sinnvoll erscheint; die Schritte trenne ich durch einen Folgepfeil (,,= ). In jedem Schritt
darf ich die gesamten Voraussetzungen benutzen, das diirfte jedem einleuchten. Ich darf aber auch
alle Aussagen benutzen, die ich auf dem Weg schon gemacht habe. Am besten nenne ich mal ein
Beispiel:

Sei G eine Gruppe, x € GG, y; und y, invers zu x. Dann gilt:

e =1cANz-y2=1¢ = (1-2)-y2=1la-Y2 = v1-(®-Y2) = 2 oy Yi-le =y = y1 =12
Solange man wie hier gegebenenfalls die benutzte Tatsache unter den Folgepfeil schreibt, sollte dies
anerkannt werden, denn man hat vorher hergeleitet, dass sie unter den Voraussetzungen richtig ist.

Es ist iibrigens eine Konvention, ,A = B = C” fir ,(A = B) A (B = ()” zu schreiben,
genau wie man gerne ,,a = b = ¢” fiir ,,(a = b) A (b = ¢)” schreibt. Das macht in beiden Fillen
wegen der Transitivitdt Sinn (d.h. es gilt auch A = C bzw. a = ¢). Etwas gefahrlicher ist da schon
LA & B = C”, was fir ,,(A < B) A (B = ()” steht. Denn wenn man es iibertreibt, z.B.
»2A < B & (C = D”, dann kommt Unsinn dabei heraus. In diesem Beispiel konnte man weder
D aus A folgern noch umgekehrt.

1.3.2 Einsetzen in Definitionen

Der Schritt von ,,y; invers zu z” nach ,,y; - © = 15" im obigen Beweis ist eigentlich trivial, denn
es wird nur die Definition des ,,inversen Elements” benutzt. Trotzdem lohnt es sich mehr als man
glaubt, den Schritt explizit hinzuschreiben. Denn nur in der ausgeschriebenen Formel sieht man, wie
man weiter verfahren muss; von einer Aufgabenstellung wie ,,Sei GG eine Gruppe, z € G, y; und ¥y
invers zu x. Zeigen Sie: y; = y,.” wird man oft zunéchst tiberrumpelt.

Es bietet sich manchmal an, nicht direkt die Definition zu benutzen, sondern einen Satz, der sich
daraus ableitet. Das dridngt sich besonders auf, wenn der Satz zu einer alternativen Definition fiihrt.

Z.B. gibt es fiir eine Funktion f die Definition:
f ist bijektiv < f ist injektiv A f ist surjektiv
Aber es gilt die Aquivalenz:
f ist bijektiv < f~! existiert

Das wire also eine alternative Definition. Ist als Voraussetzung gegeben, dass f bijektiv ist, dann
braucht man viel ofter die Existenz von f~' als die Injektivitit oder Surjektivitit, und fingt den
Beweis lieber so an: ,,f ist bijektiv = f~! existiert = ...”
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Besondere Aufmerksamkeit verdienen Mengen, die iiber Bedingungen definiert sind: M := {z :
p(z)} mit einem Pridikat p. Fiir eine Variable m ist dann m € M &quivalent zu p(m) und m ¢ M
dquivalent zu —p(m).

Ist z.B. zu zeigen, dass Kern f C M ist, dann macht man das normalerweise so: ,,Sei k € Kern f
beliebig. f(k) = 0 =...= k € M?”. Hier wurde die Definition von Kern f benutzt, ndmlich
Kern f := {x € Def f : f(x) = 0}. Das Pridikat p ist in diesem Fall p(z) = (z € Def f A f(z) =
0).

Manchmal soll man die Abgeschlossenheit einer Menge M beziiglich einer Verkniipfung ,,x” zeigen.
Ist M definiert durch M := {x : p(z)} wie oben, dann geht das im Allgemeinen so: Seien my, ms €
M.p(my) Ap(mg) = ... = p(my*mg) = my*mg € M

1.3.3 Widerspruchsbheweise, Eingrenzen

Wieder etwas, das in der Theorie vollig klar ist: Wenn ich ,,A = B” beweisen will, kann ich
statt dessen auch ,,mB = —A” zeigen, denn das ist gerade dquivalent. Im weiteren Sinne wird
auch diese Technik ,,Widerspruchsbeweis” genannt. Man sollte stets beide Varianten ausprobieren,
d.h. man fingt bei A an und folgert in Richtung B, und fiangt auBerdem bei =B an und folgert in
Richtung —A. Wenn eine der beiden Varianten einfacher scheint, dann fiihrt sie vielleicht auch eher
zum Ziel. Es ldsst sich jedoch jeder Beweis komplett umkehren, indem man einfach jede Aussage
negiert und die Folgepfeile umdreht.

Mit etwas mehr Erfahrung kann man Probleme auf diese Weise auch eingrenzen, obwohl man noch
keinen vollstindigen Losungsweg kennt. Fithrt man nimlich gleichzeitig beide Varianten durch, kann
man sich quasi in der Mitte treffen. Man setzt dazu sowohl A als auch —B voraus und folgert daraus
einen Widerspruch.

Widerspruchsbeweise beginnen immer mit einer besonders ausgezeichneten Annahme. In diesem

Fall wiirde man schreiben: ,,Annahme: —5. Daraus folgt: ...” Kann man direkt das Gegenteil der
Voraussetzung A folgern, dann reicht das schon aus. Greift man auf die Eingrenz-Technik zuriick,
dann sollte man am Schluss noch unbedingt schreiben: ,,... im Widerspruch zur Annahme”. Ein

Beispiel findet sich unter [L3.17

1.3.4 Aquivalenz

Das naheliegendste Verfahren, um die Aquivalenz von Aussagen zu zeigen, sind Aquivalenzumfor-
mungen, wie man sie aus der Schule kennt. Uberraschenderweise ist es in der Linearen Algebra
oft viel vorteilhafter, nur Folgerungen zu benutzen. Um ,,A < B” zu zeigen, zeigt man sowohl
»A = B”alsauch, B = A”,und zwar getrennt.

Soll man die Aquivalenz mehrerer Aussagen zeigen, dann kann man dies mit Hilfe eines Zirkel-
schlusses tun. Am besten notiert man sich in der Aufgabenstellung mit Pfeilen, welche Schliisse
machbar sind. Das ist ein Graph, bei dem jeder Zyklus bedeutet, dass die jeweiligen Aussagen dqui-
valent sind. Erhélt man einen Zyklus, der nicht alle Aussagen umfasst, kann man immer noch die
Aquivalenz der iibrigen Aussagen zu den Aussagen im Zyklus zeigen.

Beispiel: Man soll ,A < B < C < D” zeigen. Sind die Schliisse ,A = B”, ,B = (C”
und ,,C' = A” machbar, dann hat man einen Zyklus ,A = B = (C = A” erzeugt und damit
LA & B & (7 gezeigt. Jetzt reicht es, D aus irgendeiner der anderen Aussagen zu folgern, und
irgendeine Aussage aus D, also z.B. ,A = D”und, D = B”.



1.3.5 Teilmengen

Soll man ,,A C B” zeigen, dann ist es fast immer sinnvoll, sich ein bestimmtes Element aus A
,herauszunehmen” und zu zeigen, dass es auch in B liegt: ,,Sei a € A beliebig. Dann: ... = a € B”
Das reicht als Beweis auch schon vollig aus; jedem Korrektor sollte klar sein, dass damit ,,A C B”
gezeigt wurde. Der Grund, warum dies einfacher ist als Mengenumformungen, ist, dass Mengen
immer iiber ihre Elemente charakterisiert werden. In manchen Fillen ist dies offensichtlich; unter
gab es ein solches Beispiel. Manchmal ist es aber auch nicht so leicht zu sehen:

,Sei GG eine Gruppe, H, und H, Untergruppen mit H, U Hy = G. Zeigen Sie: G C H1V G C Hy.”

Scheinbar werden hier nur Aussagen iiber die Mengen selbst gemacht. Aber Moment: Wie ist denn
., H1 U Hy” definiert? Richtig: Hy U Hy = {h : h € Hy V h € Hy}. Es hilft also doch, ein spezielles
g aus GG in der Hand zu haben, denn dann ist schon mal g € H, oder g € H,. Das ist natiirlich keine
Uberraschung.

1.3.6 Gleichheit von Mengen

Wie bei der Aquivalenz von Aussagen ([L3.4) bietet es sich fast immer an, die beiden Richtungen
getrennt zu behandeln. Das Beispiel von [LL3.3] etwas abgedndert:

,»Sei GG eine Gruppe, H, und H, Untergruppen mit H, U Hy = G. Zeigen Sie: G = H,V G = Hy.”
LH; C G” (i € {1,2}) ist aber trivial; es bleibt also noch ,,G C H;” fiir ein i, wie oben.

1.3.7 Gleichheit von Funktionen

Fiir zwei Funktionen f; : D — R (i = 1, 2) ist die Gleichheit definiert durch f; = f, & Ve € D :
fi(x) = fo(x). Um sie zu zeigen, greift man sich also wieder ein beliebiges € D heraus und zeigt
erst einmal fi(x) = fo(x). Da x beliebig war, ist dann f; = fs.

Oft soll man zeigen, dass eine bestimmte Funktion die Nullfunktion ist. Das ist eine kleine Falle,
denn ,,Zeigen Sie: f = 07 sieht sehr unscheinbar aus. Man muss zeigen, dass f alle z aus dem
Definitionsbereich auf 0 abbildet, also wieder so: ,,Sei = € Def f beliebig. Dann: ... = f(z) =07

1.3.8 Alternativen

Enthilt die Aussage, die man zeigen soll, zwei durch ,,oder” getrennte Alternativen, dann muss man
nur die Negation von einer der Alternativen annehmen und die andere zeigen. Denn ist diese An-
nahme falsch, also die entsprechende Alternative richtig, dann stimmt die gesamte Aussage sowieso
schon.

Um,G C Hy VG C Hy” im Beispiel von[L3.3 zu zeigen, kann ich annehmen, dass G ¢ H, ist
(d.h., dass es ein Element in GG gibt, das nicht in H, liegt), und unter dieser Annahme zeigen, dass
G C H, gilt. Denn wenn G C H, ist, dann bin ich schon fertig.

Natiirlich gibt es auch hier die Moglichkeit des Widerspruchsbeweises, d.h. man nimmt an, dass
beide Alternativen falsch sind, und folgert, dass dann die Voraussetzungen nicht erfiillt sind.



1.3.9 Befreiung gebundener Variablen

»3x...” und ,,Vx...” binden jeweils die Variable x. AuBlerhalb des Ausdrucks hat = eigentlich keine
Bedeutung, man konnte sie sogar theoretisch neu belegen. Folgendes Beispiel wire formal korrekt:

JyeBildf:z=y = FyeDef f:z=f(y)

Hier ist y in der ersten Aussage das, was f(y) in der zweiten Aussage ist.

So etwas ist aber iiberhaupt nicht schén und kann sogar Punktabzug geben! Aus Griinden der Uber-
sichtlichkeit werden Variablen namlich oft auch auerhalb ihres Geltungsbereichs benutzt. Hat man
die Existenz eines Objekts bewiesen, das einer bestimmten Bedingung geniigt, dann will man dieses
oft benennen, um damit weiterrechnen zu konnen. Der Existenzquantor hat dem Objekt aber schon
vorldufig einen Namen gegeben, den man nach Moglichkeit beibehalten sollte:

Jy € Bild f : z = y. Fiir dieses y gilt: 3x € Def f : y = f(x), und damit tiir dieses x: z = f(x)

Das reifit den Beweis jedoch stark auseinander, und man verfallt leicht in immer mehr natiirliche
Sprache. Man konnte versuchen, es mit mathematischen Symbolen zu schreiben, also so:

JyeBildf:z=y = dJxeDef f:y=f(z) = 2= f(z)

Es ist jedoch nicht klar, wie dies zu verstehen ist. Zunichst einmal gibt es jeweils zwei verschiedene
Moglichkeiten, wie man Klammern setzen konnte:

I. JyeBidf:(z=y = dr€Def f:y= f(x))
2 (yeBidf:z=y) = (FxeDeff:y= f(x))

Die erste Version driickt nicht das Richtige aus. Sie wiére z.B. auch dann wahr, wenn z = y fiir kein
y € Bild f gelten wiirde. Die zweite Version kann aber auch nicht richtig sein, denn y ist eigentlich
auBerhalb der ersten Klammer gar nicht mehr definiert.

Man braucht also eine neue Schreibweise. Mein personlicher Vorschlag ist, die Folgerung versetzt
unter den Term im Existenzquantor zu schreiben:

= y € Bild f tz=y
—_—
= dreDeff: y=f(x)
——

= 2= [(z)

z=y
Das sind die gleichen Symbole wie oben, nur anders platziert. Nun ist etwas klarer, auf welche Weise
gefolgert wird. Das Ergebnis soll iibrigens sein: 3z € Def f : z = f(x)

Das Ganze funktioniert iibrigens so nur mit Existenzquantoren und nur eingeschriankt mit Allquan-
toren. (Warum wohl?) Gliicklicherweise liefert die Technik des Widerspruchsbeweises eine Mog-
lichkeit, Allquantoren anhand der bekannten Regeln in Existenzquantoren umzuwandeln:

,Sei f 1 D — R eine injektive Funktion. Zeigen Sie: VM C D : f~Y(f(M)) = M.”

Die Injektivitit ist definiert als: Vx1,xo € D, f(x1) = f(x2) : 1 = x9. Die Negation davon ist:
Jx1,29 € D, w1 # x5 : f(x1) = f(x3). Und auch die Negation von¥M C D : f~1(f(M)) = M
liefert einen Existenzquantor: 3M C D : f~Y(f(M)) # M. Fangen wir also damit an. Wegen

M C f7Y(f(M)) istdann f~*(f(M)) ¢ M, also gibtes einx € f~'(f(M)) mitx ¢ M. Nach der
Definition von f~1 ist f(x) € f(M). Fiir jedes Element z aus f(M) (insbesondere fiir z = f(z))
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gibt es aber auch einy € M, so dass z = f(y) ist, d.h. f(x) = f(y). Wegenx ¢ M undy € M ist
x # y. Damit ist f nicht injektiv.

Es ist hoffentlich klar, dass es in Wirklichkeit keine Rolle spielt, wie gebundene Variablen heif3en.
Die Aussage, die hier gezeigt wurde, war: .3z, y € D,x # y : f(z) = f(y)”. Das ist dquivalent zu
W31, 79 € Dyxy # 29 0 f(21) = f(22)”.

1.3.10 Vollstindige Induktion

Das Prinzip der vollstdndigen Induktion mdchte ich hier nur der Vollstidndigkeit halber erwihnen.
Es eignet sich gut, um eine Aussage zu zeigen, die von einer natiirlichen Zahl n abhingt. Man zeigt
sie dann z.B. fiir n = 1 und sagt: ,,Wenn die Aussage fiir n = n gilt (ng € N), dann gilt sie auch fiir
n = ng + 1.” Man kann auch voraussetzen, dass die Aussage fiir alle n < ng gilt, aber das braucht
man sehr selten. Generell muss man immer die Induktionsvoraussetzung benutzen; darauf sollte man
als Erstes hinarbeiten.

Vollstindige Induktion iibt man im Laufe der ersten Semester sehr oft. Wer sich an den Ubungen
beteiligt, bekommt in den Klausuren dadurch wichtige Punkte geschenkt.

1.3.11 Symmetrie

Ich denke, in der Zwischenzeit habt Thr die Formulierung ,,0.B.d.A.” (,,ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit” bzw. ,,ohne Bedenken des Autors”) kennen gelernt. Tatsdchlich gibt es einige Situation,
in denen es gerechtfertigt ist, Voraussetzungen zu treffen, die nicht in der Aufgabenstellung gegeben
sind.

Beispiel: In der Aufgabenstellung ist eine endliche Menge reeller Zahlen ({a,, as, . . . , a, }) gegeben,
deren Reihenfolge fiir das Resultat keine Rolle spielt. Man hitte sie gerne in aufsteigender Reihen-
folge sortiert. Warum nicht? Denn wenn sie es nicht sind, kann man sie sortieren, den Beweis bzw.
die Rechnung auf den sortierten Zahlen durchfiihren, und das Ergebnis auch auf die unsortierten
Zahlen anwenden, da die Reihenfolge ja keine Rolle spielte.

Wichtig ist, dass es in der Aufgabenstellung eine Symmetrie im weitesten Sinne gibt. Was ich mit
»Symmetrie” meine, wird vielleicht eher an folgendem Beispiel deutlich:

,»Sei entweder a > 0 und b < 0, oder a < 0 und b > 0. Zeigen Sie: a - b < 0.”

Hier wire es vollig legitim, am Anfang ,,0.B.d.A. a > 0,b < 0” zu schreiben. Am besten schreibt
man am Ende noch etwas wie: ,,.Der Fall a < 0,b > 0 folgt aus Symmetriegriinden wegen der
Kommutativitit der Multiplikation.”

1.3.12 Gegenbeispiele

Ein Gegenbeispiel gibt man immer dann an, wenn man zeigen will, dass eine bestimmte Aussage, die
in mathematischer Schreibweise ein Allquantor-Term wire, falsch ist. Theoretisch gesehen wandelt
man dabei den Allquantor in einen Existenzquantor um, nach der entsprechenden Regel.

Vo € R: x > 0 ist falsch, denn x = 0 ist ein Gegenbeispiel. (Wow!)



1.3.13 Benutzen aller Voraussetzungen

In Ubungs- und Klausuraufgaben werden Voraussetzungen normalerweise nur dann angegeben,
wenn sie auch wirklich wichtig sind, d.h. wenn man sie irgendwo braucht. Die Aufgabe wird nicht
von einer ,,abelschen Gruppe” sprechen, wenn die Kommutativitit fiir das Resultat keine Rolle spielt.
Dementsprechend sollte man versuchen, ,,blind” die Voraussetzungen anzuwenden, wenn man sonst
keine Idee hat.

Wenn man sich nicht sicher ist, welchen Einfluss die einzelnen Voraussetzungen haben, konnte es
helfen, sie wegzulassen und jeweils ein Gegenbeispiel zu finden. Um bei dem Beispiel zu bleiben:
Man nehme z.B. die Gruppe S3, weil sie nicht abelsch ist, und schaue, warum die zu zeigende
Aussage dann nicht mehr gilt.

Es gibt eine Ausnahme von dieser Regel: Bei Vektorrdaumen wird oft vorausgesetzt, dass sie endlich-
dimensional sind. Das hilft beim Beweisen, weil man sich zunichst eine Basis basteln kann. Aber
die Aussage konnte trotzdem fiir alle Vektorraume gelten; sie ist dann eben nur schwerer zu zeigen.
Dementsprechend sollte man nie versuchen, ein unendlichdimensionales Gegenbeispiel zu finden;
das wiire sowieso viel zu schwer.

Besondere Aufmerksamkeit sollte man auf die Ergebnisse der vorherigen Aufgabenteile richten.
Teilaufgaben hingen meistens zusammen, wobei es nicht immer die direkt aufeinander folgenden
Teile sein miissen.

1.3.14 Themeniiberschneidungen

Manchmal iiberschneiden sich verschiedene Teilgebiete der Mathematik. Wo dies passiert, wird es
auch an den Aufgaben deutlich. Es ist dann hilfreich, sich die wichtigsten Ergebnisse der Teilgebiete
noch einmal ins Gedéchtnis zu rufen.

Z.B. iiberschneiden sich die Theorien iiber Ringe, Vektorrdume und Polynome beim charakteristi-
schen Polynom einer Matrix. Ist nun eine Aufgabe gegeben, in der Matrizen potenziert, mit Skalaren
multipliziert und addiert werden, sollte man schauen, ob man daraus nicht ein Polynom bilden kann;
auch wenn sich der Stoff gerade komplett um Vektorrdume dreht.

1.3.15 Modelle

Man kann fiir die verschiedenen Themen der Mathematik nur dann ein intuitives Verstindnis bilden,
wenn man sich Modelle iiberlegt, die ein abstraktes Objekt in ein anschauliches Gebilde iiberset-
zen. Das geht in der Gruppentheorie nur sehr bedingt; man kann sich hochstens iiberlegen, was man
als Gruppe betrachten kann und was nicht, welche Untergruppen es jeweils gibt, und wo es Ana-
logien gibt. Die Ringtheorie bietet da schon mehr Spielraum, denn die zwei Verkniipfungen eines
Rings dhneln auf irgendeine Art und Weise immer den aus der Schule bekannten. Spitestens bei den
Vektorrdaumen bieten sich jede Menge Moglichkeiten, Dinge anschaulich zu machen.

Bei jedem Modell muss man sich aber auch iiberlegen, wo die Grenzen des Modells liegen, d.h.
welche Sachverhalte vom Modell nicht sinnvoll wiedergegeben werden.

Einen endlichdimensionalen Vektorraum kann man sich oft in seine einzelnen Dimensionen aufge-
teilt denken. Das macht Sinn, wenn man allgemeine lineare Abbildungen untersucht, denn sie bilden
in gewisser Weise jede Dimension entweder wieder auf eine Dimension oder auf gar nichts ab. Auch
tiir Faktorrdume ist das Modell gut geeignet; damit kann man Dimensionen ,,entfernen”. Was das



Modell jedoch nicht leistet, ist eine sinnvolle Aussage iiber Vektoren selbst. Denn die identische Ab-
bildung (als Endomorphismus) kénnte man in diesem Modell z.B. nicht von irgendeinem anderen
Automorphismus unterscheiden.

1.3.16 Spezialfille

Ist eine Aufgabenstellung von allgemeiner Natur, und die Allgemeinheit der Grund dafiir, dass sie
schwierig ist, dann hilft es meistens, sich bestimmte Spezialfille zu tiberlegen, um so eine Grundlage
fiir die allgemeine Losung zu erhalten. Das ist besonders hilfreich, wenn man die Losung durch
vollstindige Induktion beweisen kann. Dann kann man anhand der ersten paar Spezialfille meist
die allgemeine Formel erraten. Normalerweise ist Raten in der Mathematik nicht erwiinscht, aber
wenn man anschlieBend mittels vollstandiger Induktion die Richtigkeit beweist, hat man seine Pflicht
getan.

Bei allgemeinen Vektorrdumen bietet sich oft an, sich die Dimensionen 1, 2 und 3 besonders anzu-
schauen. Wenn es um Unterrdume geht, hat dies allerdings einen Nachteil: Bei Dimensionn kommen
Unterrdume nur in n + 1 verschiedenen Dimensionen vor, wovon auch noch 2 véllig uninteressant
sind. Im 3-dimensionalen Anschauungsraum bleiben uns nur Geraden und Ebenen als Unterrdume,
die wir untersuchen konnen.

Ist ein bestimmter Mindestwert fiir eine Zahl gegeben (gilt z.B. eine Aussage nur fiir Vektorriu-
me der Dimension 2 oder groBer), dann lohnt es sich, diesen Mindestwert als Spezialfall genau zu
untersuchen, und auch festzustellen, warum die Aussage fiir kleinere Werte noch nicht gilt (siehe

[L313).

1.3.17 Formale Schreibweise

Ausnahmsweise mochte ich noch einen Hinweis geben, der nicht dem Finden eines Losungswegs
dient, sondern nur der Korrektheit und Nachvollziehbarkeit, insbesondere fiir den Korrektor, also
z.B. mich. :-) Wenn Ihr die Losung vor Augen habt, solltet IThr Euch unbedingt die Miihe machen,
den Beweis so formal wie moglich zu fithren. Mal wieder ein Beispiel, und zwar der klassische
Beweis fiir das Prinzip der vollstindigen Induktion, zunéchst in Textform:

Sei p(n) eine Aussage, die fiir jedes n € N entweder wahr oder falsch ist. p(1) sei wahr, und wenn
p(n) fiir einn € N wahr ist, dann sei auch p(n + 1) wabhr.

1. Sei m die kleinste natiirliche Zahl, fiir die p(m) falsch ist.

Weil p(1) wahr ist, istm > 2.

p(m — 1) ist wahr, weil m ja gerade die kleinste Zahl war, fiir die p(m) falsch ist.
Dann ist nach Voraussetzung auch p(m) wabhr.

Dies ist ein Widerspruch, also kann es kein solches m geben.

S T T

Also ist p(n) fiir alle n wahr.

Auf den ersten Blick ist der Beweis einleuchtend, und wahrscheinlich wiirde er so akzeptiert. Aber
eigentlich enthilt er einige Liicken:
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1. Wer sagt denn bitte, dass es eine kleinste natiirliche Zahl, tiir die p(m) falsch ist, iiberhaupt
gibt?! Siehe ,,5.”

2. Eigentlich folgt daraus erst einmal m # 1, daher m > 1 oder m < 1 (was wegen m € N
unmoglich ist), und aus m > 1 und m € N folgt m > 2. (Keine Sorge, so pingelig ist kein
Korrektor. Das hier ist nur ein Beispiel.)

3. Im formalen Beweis folgt dies direkt aus der Definition des Minimums. Hier ist zu viel natiir-
liche Sprache in Gebrauch, was sogar das Verstindnis erschwert.

4. Das ist schon gravierender. Denn die Voraussetzung besagt: ,,Wenn p(n) fiir ein n € N wahr

ist, dann ist auch p(n + 1) wahr.” Offenbar wird hier n := m — 1 gesetzt, denn dann ist
n + 1 = m. Das sollte man nicht auslassen. Und noch wichtiger ist es, n € N auch wirklich
zu zeigen!

5. Bei,,1.” hat man von ,,der” kleinsten Zahl gesprochen. Es ist extrem unsauber, dann zu zeigen,
dass man vorher irgendwo eine falsche Voraussetzung benutzt hat. Hitte man gesagt, dass m
eine Zahl sein soll, fiir die p(m) nicht gilt, und dass auBerdem fiir jede andere Zahl x, tiir die
p(z) ebenfalls falsch ist, x > m gelten soll, dann héitte man diese Unsauberkeit vermieden.
Oder man hétte wenigstens sagen sollen, dass man die Existenz des Minimums annimmt, um
sie zu widerlegen.

6. ,Fiir allen € N, bitte schon. Wenn man , fiir alle n”’ sagt, dann ist n durch den Satz gebunden;
die Aussage ,,n € N” von oben gilt nicht tiir dieses n.

Es fallt nicht schwer, den Beweis in die formale mathematische Sprache zu iibersetzen:

1. Die ,kleinste Zahl” hei3t in der Mathematik ,,Minimum”. Ein Minimum bezieht sich jedoch
immer auf eine Menge (oder Funktion, aber nicht in der Linearen Algebra). Also brauchen wir
erst einmal die Menge M, von der wir das Minimum min M bilden. Dabei kénnen wir auch
gleich die Definition von ,,min” in Bezug auf natiirliche Zahlen nachschlagen, um festzustel-
len, wann es denn nun existiert: VM C N.M # (0 : 3'm € M : Vn € M : n > m; und
min M :=m.

2. Hier tehlen bloB noch die Symbole.
3. Es bietet sich an, die Voraussetzung m = min M hier noch einmal zu erwéhnen.

4. Mit einem kleinen Trick werden die beschriebenen Liicken geschlossen, aber die Zeile bleibt
trotzdem kurz.

5. Wir haben gezeigt, dass das Minimum von M nicht existiert. Ein ganz normaler Widerspruchs-
beweis. Denn angewendet auf den Satz iiber das Minimum, den ich bei ,,1.” mehr oder weniger
formal hingeschrieben habe, folgt daraus rein formal M = ().

6. Auch hier fehlen wieder nur Symbole.
Das Ergebnis sieht dann so aus:

1. Sei M := {n € N : p(n) ist falsch}. Annahme: M # (). Dann existiert m := min M.
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2. m € M = p(m) ist falsch ():> hm7£1:>m22:>m—1€N
p(1) ist wahr

3. m=minM = m—-1¢ M = p(m — 1) ist wahr

4. = p(m) ist wahr (nach Voraussetzung)

m—1€N

5. Widerspruch zum € M, also Annahme M = () falsch = M = ()
6. = Vn € N:p(n)

Dieser Beweis ist zwar vielleicht schwerer zu lesen, aber er ldsst keine Zweitel aufkommen. Wer
will, kann wieder etwas mehr natiirliche Sprache einbauen, z.B. Folgepfeile durch ,,daraus folgt”,
»also”, ,,deshalb”, ,,daher”, ,,weil”, ,,wegen” usw. ersetzen. Wichtig ist, dass ein Leser jeden ein-
zelnen Schritt ohne den Rest des Beweises nachvollziehen kann. Wenn Ihr Euch sicher seid, dass
Eure Beweise dies auch ohne Formalismus leisten, konnt Ihr schliefSlich wieder fast die Textversion
hinschreiben. Aber iibt bitte am Anfang das formale Beweisen.

2 Mengenlehre

2.1 Mengen

Mengen und ihre Verkniipfungen sollten aus der Schule bekannt sein. Neu ist vielleicht die Schreib-
weise ,.{z,p(x)}”, ,.,{z | p(x)}” oder ,.{z : p(x)}” fiir die Menge aller x, fiir die p(x) gilt. Das sollte
man nicht nur wissen, sondern auch damit umgehen konnen. Siehe z.B.

AuBerdem wird an der Uni die Potenzmenge P (M) einer Menge M eingefiihrt; das ist die Menge
aller Teilmengen von M. Aussagen iiber P (M) erscheinen oft kompliziert, aber werden sofort einfa-
cher, wenn man daran denkt, dass A € P(M) nichts Anderes heifit als A C M. Zum Beispiel bildet
eine Funktion (s.u.) f : A — P(B) einfach jedes Element a € A auf eine bestimmte Teilmenge
f(a) C B ab.

2.2 Abbildungen

,Abbildung” ist nur ein anderes Wort fiir ,,Funktion”, das auch in der Schule behandelt wird. In-
formatikern fillt es nicht schwer, sich Funktionen so vorstellen, dass sie eine ,,Eingabe” entgegen-
nehmen und zu diesem Wert eine ,,Ausgabe” ,,berechnen”. An den vielen Anfithrungszeichen merkt
man schon, dass es nicht ganz so einfach ist; z.B. muss man den Funktionswert nicht unbedingt
wirklich berechnen kénnen, damit die Funktion existiert. Trotzdem mdchte ich gerne eine Funktion
f : A — B manchmal auf diese zwei Arten darstellen:

Dass in der Linearen Algebra hiufiger der Begriff ,,Abbildung” benutzt wird, konnte daran liegen,
dass sich die Lineare Algebra in erster Linie mit Anschauungsobjekten beschiftigt. Z.B. ist die Vor-
schrift, die angibt, wie in einem 3D-Computerprogramm ein Objekt auf dem Bildschirm angezeigt
werden soll, sicher eine Funktion bzw. Abbildung (wobei ich hier zugegebenermallen wichtige De-
tails auBBer Acht lasse):
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Hier werden vielleicht auch die Begriffe ,,Bild” und ,,Urbild” deutlich: Sei O das Objekt; es kann
z.B. eine Teilmenge des Definitionsbereichs der Abbildung, genannt f, sein. Dann ist das Bild von

O unter f, also f(O) = Bild f|o, tatsdchlich die entsprechende Menge im Wertebereich, d.h. auf
dem Bildschirm. Umgekehrt ist O gerade das Urbild seiner Darstellung auf dem Bildschirm.

Eine Abbildung heifit ,,injektiv”’, wenn es zu jedem Bildelement nur ein Urbildelement gibt, bzw.
zu jedem Element des Wertebereichs hochstens ein Urbildelement. (Die genaue Definition konnt Thr
Euch vielleicht noch einmal selbst iiberlegen; es ist nur eine mathematische Formulierung dieses
Satzes.) Im Beispiel oben hitte der Benutzer vielleicht gerne eine injektive Abbildung, dann wiisste
er genau, wie die Szenerie wirklich beschaffen ist. Aber wer weif}, ob hinter dem Klotz jemand
hockt. ..

Hier noch ein Vergleich von injektiven und nicht injektiven Abbildungen:
nicht injektiv injektiv

A B A B
f f

R
N
-

Man sieht, dass bei endlichen Mengen | B| > | A| sein muss, und bei unendlichen Mengen wird diese
Relation sogar iiber die Existenz einer injektiven Abbildung definiert.

Eine Abbildung heilit ,,surjektiv”’, wenn jedes Element des Wertebereichs tatsdchlich erreicht werden
kann, d.h. im Bild der Abbildung liegt bzw. mindestens ein Urbildelement hat. Anders ausgedriickt
ist das Bild der Abbildung der gesamte Wertebereich. Die obige Abbildung ist surjektiv, denn jeder
Punkt auf dem Bildschirm kann ein Objekt enthalten. Genauer gesagt gibt es zu jeder Bildschirm-
koordinate als Element des Wertebereichs eine Position, an der ein Objekt stehen kann, um darauf
abgebildet zu werden. (Aber natiirlich mehr als eine einzige Position, s.0.) Man kann jede Abbildung
durch Einschrinken des Wertebereichs ,,surjektiv machen”.

nicht surjektiv surjektiv

A B A B
f f

Hier muss nun |A| > | B| sein.

Eine injektive und surjektive Abbildung heifit ,,bijektiv’ oder ,,invertierbar” (,,umkehrbar”). Genau
dann existiert nimlich die Umkehrabbildung, denn Bijektivitit bedeutet, dass es zu jedem Element
des Wertebereichs genau ein Urbildelement:
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Wegen |B| > |A| und |A| > | B| ist dann sogar |A| = | B].

Eine bijektive Selbstabbildung (d.h. eine bijektive Abbildung f : A — A) nennt man ,,Permutati-
on”. Wem dieser Begriff in einem anderen Zusammenhang bekannt ist, nimlich als das Andern der
Reihenfolge von geordneten Elementen, dem fillt vielleicht auf, dass es genau darum geht: f kann
die Elemente aus A nur mischen, aber weder Elemente verschwinden lassen noch mehrere Elemente
auf die selbe Stelle abbilden:

Zwei Abbildungen f : A — Bund g : B — C kann man zu einer Abbildung A — C' verketten,

die mit ,,g o f” bezeichnet wird. Daran, dass die Schreibweise ,,riickwirts” ist, muss man sich leider

gewohnen. Aber die Reihenfolge stimmt praktisch in allen Fillen, die damit etwas zu tun haben,

tiberein. Wire sie andersherum, miisste z.B. auch die Matrizenmultiplikation, die ihr noch kennen

lernt, umgekehrt verlaufen. Daran kann man sich spiter vielleicht auch orientieren. AuBBerdem ist

(go f)(x) =g(f(z)), dh. eigentlich ist die Schreibweise ,,f(x)” schon ,riickwirts”. Grafisch sieht
4

das so aus:
A - C

Eine Relation vergleicht zwei Elemente einer Menge. Man kann sie z.B. als Verkniipfung betrachten,
die je zwei Werten entweder ,,wahr” oder ,,falsch” zuordnet, oder als Teilmenge des cartesischen
Produkts der Menge mit sich selbst. Die meisten Symbole, die in Aussagen vorkommen (,,=", ,,<”,
»<”,,,C”, =", ,&7, ...) sind Relationen. Zur Abgrenzung: ,,€” ist z.B. keine Relation, weil die
linke und rechte Seite nicht zur selben Kategorie gehoren. ,,4- ist auch keine Relation, weil die

Verkniipfung nicht ,,wahr” oder ,,falsch” als Ergebnis liefert, sondern eine Zahl.

2.3 Relationen

Man klassifiziert Relationen anhand bestimmter Eigenschaften. Am wichtigsten sind Reflexivitit
(jedes Element steht mit sich selbst in Relation), Symmetrie (es kommt nicht auf die Reihenfolge an)
und Transitivitit (,x < y < z = x < 27, siehe auch [L3T)). Sind nimlich diese drei Eigenschaften
erfiillt, kann man die Mengenelemente mit Hilfe der Relation in Klassen (,,Aquivalenzklassen”)
einteilen, so dass jedes Element genau mit den Elementen seiner Klasse in Relation steht (siehe 2.4)).
Die Relation heifit dann entsprechend ,,Aquivalenzrelation”.
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Ist die Menge endlich, dann kann man fiir die Relation (wie fiir jede Verkniipfung) eine Verkniip-
fungstafel aufstellen. Zum Beispiel konnte man eine Relation ,,<” auf der Menge {a, b} definieren
durcha < a,a < b,b £ a,b < b. Die dazugehorige Verkniipfungstafel sieht so aus:

[ <[ a]b]

w
f

a A
b w

Per Definition gilt: Um festzustellen, ob = < y gilt, sucht man z auf der linken Seite und y auf der
oberen Seite; dann kann man das Ergebnis der Verkniipfung im entsprechenden Kistchen ablesen.

Reflexivitdat und Symmetrie sieht man dann sofort, Transitivitéit leider nicht. In der Informatik wer-
den Relationen auf endlichen Mengen statt dessen hiufig als Graphen dargestellt, indem man die
Elemente der Menge in der Zeichenebene verteilt und Pfeile zwischen den Elementen einzeichnet,
die in Relation stehen. Bei symmetrischen Relationen ersetzt man die Pfeile durch einfache Linien.
In Graphen sieht man die Transitivitét besser:

nicht transitiv transitiv

O— /<> Qﬁg
O - O -

2.4 Klassenbildung

Wenn man eine Menge in Teilmengen aufteilt, so dass jedes Element in genau einer dieser Teil-
mengen vorkommt, dann nennt man diese Teilmengen ,,Klassen”. Z.B. konnte man die Menge
{1,2,3,4,5} in die Klassen {1,4}, {2,3} und {5} aufteilen, wenn man Lust dazu hat. Die Men-
ge der Klassen ist dann {{1,4},{2,3}, {5} }. Die Klasse eines Elements = wird normalerweise mit
[z] bezeichnet. In diesem Fall ist z.B. [1] = [4] = {1,4}. Auch unendliche Mengen kann man in
Klassen aufteilen, z.B. die Menge der ganzen Zahlen in gerade und ungerade Zahlen (dann gibt es
die zwei Klassen [0] und [1]).

Hat man eine Menge in Klassen unterteilt, kann man iiber die Zugehorigkeit zur selben Klasse
eine Relation ,,~” festlegen: © ~ y < [z] = [y]. D.h.: Zwei Elemente stehen genau dann in
Relation, wenn sie in der selben Klasse liegen. Dies ist eine Aquivalenzrelation. Umgekehrt (und
das ist der wichtigere Fall) kann man mit einer beliebigen Aquivalenzrelation ,,~" eine Menge M
in Klassen aufteilen, deren Elemente jeweils miteinander in Relation stehen (siche 2.3). Die Menge
dieser Klassen wird mit M/, bezeichnet, eine einzelne Klasse mit [x]. (wenn man die Relation
hervorheben will).

Beispiel: Um die ganzen Zahlen in gerade und ungerade Zahlen aufzuteilen, kann man auch erst eine
Aquivalenzrelation definieren:

r~Yy s elir—y=2-2

DanngiltzZB.0 ~2~4~ ..., 1 ~3~b5~...,0% 1,1 2, usw. Das bedeutet [0]. = [2]. =
4]~ = ..., [1]~ = [3]~ = [5]~ = ... und [0]~ # [1]~. Damit hat man genau zwei Klassen, d.h.
7] = {[0]~, [1]~}, wie oben.
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Wenn man eine Menge in Aquivalenzklassen einteilt, dann tut man es normalerweise aus dem Grund,
dass sich in bestimmten Situationen jedes Element aus der Klasse gleich verhilt. Dann mochte man
nicht mehr nur mit den einzelnen Elementen rechnen, sondern mit den Klassen selbst. Konkret heif3t
das, man will Abbildungen und Verkniipfungen fiir die Klassen definieren.

Z.B. konnte man eine Abbildung

0, fallsk = [0].

fi:Z/o—{0,1}, k— {1, falls k = [1].

definieren (wobei ,,~” die Relation aus dem vorherigen Beispiel ist). Weil es in 7./ . eben nur die
beiden Elemente [0].. und [1]. gibt, ist die Abbildung damit vollstindig definiert.

Aber wenn die Anzahl der Klassen unendlich gro8 ist, dann funktioniert das nicht mehr so einfach.
Deshalb darf man sich ausnahmsweise bei der Definition der Abbildung ein Element der Klasse
(,, Vertreter” genannt) herausnehmen, ungefihr so:

f2:Z/~ - {071}7 [I]N =z

Auf den ersten Blick ist dies tatsichlich eine Abbildung, nimlich die gleiche wie f, denn f5([0].) =
0 und f5([1]~) = 1. Aber 0 und 1 sind ja nicht die einzigen Elemente aus [0]. bzw. [1].! Es ist
[0]. = [2]~, und deshalb muss f>([0]~) = f2([2]~) sein. (Wenn x = y ist, dann ist immer auch
f(z) = f(y), sonst wire f(x) ja gar nicht eindeutig bestimmt.) Auf der anderen Seite sagt die
Definition von f; aber f>([0]~) = 0 und f5([2].) = 2.

Also kann man die Abbildung gar nicht so definieren. Man sagt, die Abbildung ist nicht ,,wohl-
definiert”. Das Problem der Wohldefiniertheit ergibt sich erst dann, wenn man sich die Ausnahme
zunutze macht, dass man die Abbildung iiber einen Vertreter der Klasse und nicht iiber die Klasse
selbst definieren darf. Dann muss man eben explizit dafiir sorgen, dass das Resultat der Abbildung
nicht davon abhéngt, welchen Vertreter der Klasse man benutzt. Korrekt wire:

0, falls x gerade ist

f3:Z/~ - {071}7 [$]N = {1

, falls x ungerade ist

Diese Abbildung ist wohldefiniert, denn nimmt man sich aus [x|. zusétzlich zu x einen weiteren
Vertreter x', dann ist ' gerade, falls x gerade ist, und ungerade, falls x ungerade ist. Um dies formal
zu beweisen, miisste man ausniitzen, dass x ~ z’ ist, und dies in die Definition von ,,~ einsetzen.

3 Algebra

3.1 Gruppen
3.1.1 Definition

Eine Halbgruppe ist eine Menge mit assoziativer innerer Verkniipfung (d.h. sie verkniipft zwei Ele-
mente der Menge zu einem neuen Element der gleichen Menge). Eine Gruppe ist eine Halbgruppe
mit neutralem Element und inversen Elementen. Eine Untergruppe einer Gruppe ist eine Untermen-
ge, die selbst wieder Gruppe ist.

Diese Definition ist erst einmal ziemlich abstrakt; man kann sich unter einer Gruppe schwer etwas
vorstellen. Also sollte man zunéchst untersuchen, was eine Gruppe ist und was nicht. Dabei bekommt
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man ziemlich viele verschiedene Ergebnisse, die auler den (abstrakten) Gruppeneigenschaften nicht
viel miteinander zu tun haben. Lohnenswerter ist es, die Eigenschaften von Gruppen zu untersuchen,
um wenigstens zu wissen, wofiir man Gruppen braucht. Leider (oder gliicklicherweise?) werden sie
erst in der Algebra wirklich wichtig. Ein Beispiel fiir ein gruppentheoretisches Ergebnis, das Thr
wahrscheinlich kennen lernen werdet, ist der Satz von Fermat-Euler.

Normalerweise muss man beim Beweis, dass eine Menge M mit Verkniipfung ,,0”” Gruppe ist, samt-
liche Gruppenaxiome testen:

e Das Ergebnis der Verkniipfung ist tatsdchlich immer ein Element der Menge: Vm 1, my € M :
my o mg € M. Man spricht von der ,,Abgeschlossenheit” der Verkniipfung.

e Die Verkniipfung ist assoziativ: Ymy, mg, m3 € M : (mq 0 ms) o m3 = my o (mg o mg).

e Es gibt ein Element, das sowohl rechts- als auch linksneutral ist: e € M : Vm € M : moe =
e o m = m. Oft findet man ein Element, das auf einer Seite neutral ist. Falls die Verkniipfung
nicht zuféllig kommutativ ist, muss man nachweisen, dass es auch auf der anderen Seite neutral
ist.

e Zu jedem Element gibt es ein Element, das sowohl rechts- als auch linksinvers ist: Vm &
M:3Im™t € M:mom™' =m~! om = e. Auch hier tritt oft der Fall auf, dass man zu
einem beliebigen Element ein anderes findet, das auf einer Seite invers ist, und man muss noch
zeigen, dass es auch auf der anderen Seite invers ist.

Theoretisch reichen fiir neutrale und inverse Elemente auch etwas schwichere Bedingungen, aber
da man im Allgemeinen diese Elemente direkt angeben kann, sollte man die Axiome so zeigen, wie
sie hier stehen. Fiir Untergruppen U muss man die Assoziativitit nicht mehr zeigen. Auch weil3 man
genau, welche Elemente neutral und jeweils invers sind. Das hei3t aber nicht, dass man gar nichts
mehr zeigen muss; vielmehr ergeben sich andere Probleme:

e Die Verkniipfung ist nicht unbedingt abgeschlossen, wenn man sie auf die Untermenge ein-
schriankt. D.h. man muss zeigen, dass fiir alle u; und us aus U auch wirklich u; o uy € U ist.
Im Allgemeinen ist das Produkt nur ein Element aus M.

e Das neutrale Element muss auch in der Untergruppe liegen: e € U.

e Zujedem Element x € U muss man zeigen, dass 1 € U ist.

Auch hier kann man es sich theoretisch wieder einfacher machen, indem man nur zeigt, dass U nicht
leer ist, und dass fiir alle uy, us € U das Produkt u; o uy Le Uist.

Dabei muss man sich héufig erst klar machen, was iiberhaupt ,,€ U” bedeutet. Fir U = {x € M :
p(z)} weist man am besten p(e) nach und schreibt dann: ,,Seien uy,us € U, d.h. p(u;) und p(us).
Zu zeigen: uy ouyt € U, d.h. p(uy o uyt). ...” (Siehe auch [L321) Ist p ein etwas komplizierteres
Pradikat, wird das Ganze sonst ziemlich uniibersichtlich.
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3.1.2 Erzeugnis

Viele Gruppen, darunter alle endlichen, werden von endlich vielen Elementen ,.erzeugt”. Das muss
man sich so vorstellen, dass man diese Elemente und die Gruppenverkniipfung vorgibt und dann
die Elemente sozusagen ,,arbeiten ldsst”, um eine Gruppe zu bilden. D.h. man fordert die Existenz
von neutralem Element und Inversen, verkniipft jedes Element mit jedem anderen, und erhilt damit
eine Gruppe. Fiir das Erzeugnis einer Menge M schreibt man [M] oder (M). M selbst nennt man
,Erzeugendensystem”.

Z.B.ist(Z,+) = [{1}], denn jedes Element lisst sich als 1 + 1+ - - - + 1 darstellen, oder als Inverses
einer solchen Zahl.

Ich schreibe dies aus folgendem Grund: Kennt man ein Erzeugendensystem einer Gruppe, dann gibt
dies Auskunft iiber die Struktur der Gruppe. Z.B. kann man Untergruppen finden, indem man aus
dem Erzeugendensystem Elemente weglésst.

Jede Permutation lésst sich als Produkt (Verkettung) von Transpositionen schreiben, d.h. von Permu-
tationen, die nur zwei Elemente vertauschen. Fiir die Gruppe S aller bijektiven Selbstabbildungen
von {1, 2,3} gilt also z.B.:

12 1—1 1+—3
Ss=H{2—1],[2~3],|2—2]|}]
33 32 3—1

1—2

Nimmt man nur das Erzeugnis der ersten Transposition, also [{ [ 2 — 1 | }|, hat man eine Unter-
33

gruppe, die S, entspricht.

3.1.3 Homomorphismen

Abbildungen zwischen Gruppen sind immer dann interessant, wenn sie die Gruppenstrukturen er-
halten; man nennt sie dann ,,Homomorphismen”. Aber was heilit das genau? Wichtige Eigenschaften
sind z.B.:

e Das neutrale Element der einen Gruppe wird auf das neutrale Element der anderen abgebildet.

e Das Inverse eines Elements wird auf das Inverse des Bildelements abgebildet.

e Untergruppen werden auf Untergruppen abgebildet. Insbesondere sind Bild und Kern eines
Homomorphismus Untergruppen.

e Man kann bei Rechnungen zuerst den Homomorphismus anwenden, im Bild rechnen, und das
Ergebnis wieder in die urspriingliche Gruppe zuriick transformieren.

e Die Verkettung von Homomorphismen ist wieder ein Homomorphismus. Ist ein Homomor-
phismus bijektiv, ist auch die Umkehrabbildung ein Homomorphismus.

Alles lésst sich in der Eigenschaft f(zoy) = f(x) * f(y) zusammenfassen, wobei f der Homomor-
phismus und ,,0” und ,,x”” die jeweiligen Gruppenverkniipfungen sind. Wichtiger sind aber eigentlich
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die anderen Eigenschaften. Soll man z.B. nachweisen, dass eine Teilmenge einer Gruppe eine Un-
tergruppe ist, dann kann man sich iiberlegen, ob man nicht einen Homomorphismus kennt, dessen
Kern oder Bild gerade diese Teilmenge ist.

Einen bijektiven Homomorphismus nennt man ,,Jsomorphismus”. Das Besondere an Isomorphismen
ist, dass man Rechnungen vollstindig in eine andere Gruppe iibertragen kann, also gewissermal3en
die beiden Gruppen als dquivalent betrachtet. Das spielt spiter bei Vektorrdumen (statt Gruppen)
eine sehr grofe Rolle, und zwar beim so genannten Basiswechsel. Es kann aber auch schon bei
Gruppen hilfreich sein:

Soll man z.B. in einer Gruppe einen Term z* ausrechnen, doch die k-fache Multiplikation von x ist
schwierig, dann ist es vielleicht einfacher, ein y zu finden, so dass z := y~! - x - y eine einfache
Form hat. Dann kann man z* ausrechnen und das Ergebnis wieder zuriickzutransformieren (also
y - 2¥ - y~1). Man kann zwar leicht nachrechnen, dass dies das Gleiche ist (die vy - y~" kiirzen sich
Jjeweils weg), aber man sieht es sogar ohne Rechnung und kommt vielleicht eher darauf, wenn man
weiB, dass die Abbildung f : G — G, x +— y~' - x - y ein Isomorphismus ist.

Man nennt zwei Gruppen ,,isomorph”, wenn es einen Isomorphismus zwischen ihnen gibt. D.h. um
zu zeigen, dass zwei Gruppen isomorph sind, sollte man diesen Isomorphismus angeben. Aber wie
findet man eigentlich Homomorphismen? Denn iiberlegt man sich erst eine Abbildung, dann ist sie
wahrscheinlich noch kein Homomorphismus. Die einzige Eigenschaft, auf die man sofort achten
kann, ist, dass das neutrale Element der einen Gruppe auf das neutrale Element der anderen Gruppe
abgebildet werden muss.

Praktischer ist es, ein Erzeugendensystem M der Gruppe G zu kennen (siehe B.1.2), wenn man
einen Homomorphismus f : G — H finden will. Denn dann muss man nur angeben, worauf die
Elemente von M abgebildet werden sollen. Der Rest ergibt sich automatisch, weil sich jedes g €
G als Produkt von Elementen aus M sowie deren Inversen schreiben ldsst; und die Eigenschaft
f(zoy) = f(x)* f(y) definiert dann gerade jedes f(g).

Muss man zeigen, dass zwei Gruppen nicht isomorph sind, d.h., dass es keinen Isomorphismus zwi-
schen ihnen gibt, dann hort sich das erst einmal schwer an. (Es sei denn, sie sind endlich und haben
unterschiedlich viele Elemente.) Aber mit dem Ergebnis aus dem vorherigen Abschnitt sieht man,
dass es gar nicht so schlimm ist, wenn man ein Erzeugendensystem der einen Gruppe kennt. Sind
die Gruppen klein, dann bildet man die einzelnen Elemente des Erzeugendensystems einfach nach-
einander auf alles ab, das es gibt, rechnet damit evtl. noch ein paar mehr Bildelemente aus, und sucht
jeweils eine Stelle, an der die Injektivitit verletzt ist. Oft kann man es sich aber auch viel einfacher
machen, wenn man weil3, worin sich die Struktur der Gruppen unterscheidet. Gibt es z.B. in der einen
Gruppe ein Element g # e (Neutralelement), das sein eigenes Inverses ist, in der anderen Gruppe
aber nicht, dann kann es keinen Isomorphismus geben. Denn es miisste ja f(g) = f(¢~!) = (f(g)) 7}
sein, also f(g) = e. Dann wire f nicht mehr bijektiv.

3.1.4 Der Homomorphiesatz

Obwohl dem Homomorphiesatz fiir Gruppen in der Linearen Algebra keine besonders grofle Be-
deutung zukommt, kann es nicht schaden, ihn verstanden zu haben. Denn es gibt einen analogen
Homomorphiesatz fiir Vektorrdume, und der ist an einigen Stellen unersetzlich. Auerdem verrit er
Einiges tiber das Wesen von Homomorphismen.

Um zu erkldren, worum es geht, fange ich erst einmal wieder bei ganz normalen Mengen und
Abbildungen an, also nicht bei Gruppen. Ich hatte bereits geschrieben, dass man eine Abbildung
»surjektiv machen” kann, indem man den Wertebereich auf das Bild einschriankt. Mathematisch
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korrekt formuliert kann man eine Abbildung f : A — B aufteilen in eine surjektive Abbildung
f:A—>Bidf a— f(a) und eine Inklusionsabbildung i : Bild f — B, b+ b,sodass f =io f
ist. Die Frage ist nun, ob man eine Abbildung auch ,,injektiv machen” kann, und damit insgesamt
sogar bijektiv.

Natiirlich ist das kein Problem. Und zwar muss man nur die Menge A in Klassen einteilen, so
dass alle Elemente einer Klasse jeweils auf das gleiche Element aus B abgebildet werden. Mit der
Aquivalenzrelation ,,~”, die durch a; ~ ay < f(a1) = f(as) definiert wird, ist A/ gerade die
Menge dieser Klassen. Die Abbildung f : A/ — B, [a]. — f(a) ist dann wohldefiniert und
wentspricht” f. Genauer gesagt ist mit der kanonischen Abbildung k¥ : A — A/, a — [a]., die
einfach jedes Element in seine Klasse abbildet, f = f o k.

Insgesamt bekommt man also ohne Weiteres eine bijektive Abbildung f:A /~ — Bild f, [a]~ —
f(a),sodass f =io f ok ist. Ein kleines Diagramm zeigt die einzelnen Schritte:

A4 2L

k|l o/ T
A/, — Bildf
f

Die drei Striche bedeuten, dass das Diagramm kommutiert, d.h. es ist egal, welchen Weg man geht.
Noch einmal: Die Abbildung f ist bis auf die Formalititen identisch mit f, aber bijektiv. Um das zu
erreichen, braucht man die Klassen sowie die sehr einfachen Abbildungen £ und 7. Bis hier hin ist
ibrigens noch nichts Besonderes passiert.

Jetzt mochte ich das Ganze auf Gruppen und deren Homomorphismen iibertragen. Natiirlich kdnnte
f a