Aufgabe I.1 (4 Punkte)

Es sei G :={e, g1, 92, g3} eine 4-elementige Gruppe mit neutralem Element e. Die Verkniipfung
auf G werde mit o bezeichnet. Aulerdem seien in G folgende Gleichungen erfiillt: g; o g1 = go

und g1 © ga = gs.
a) Stellen Sie die Verkniipfungstafel von G auf.
b) Es seien (G, o) die Gruppe aus Teil a) und Zs = Z/5Z die Menge aller Restklassen in 7Z
modulo 5Z.

Zeigen Sie, dass der einzige Gruppenhomomorphismus von (G, o) nach (Zs, +) die Abbil-

dung
. G — Z5
g — 0
ist.
Lésung:

a) Aus der Definition des neutralen Elements, den beiden Gleichungen ¢; o g = go und
g1 © g2 = g3 sowie der Tatsache, dass jedes Element in jeder Zeile und jeder Spalte genau
einmal auftaucht, ergibt sich
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als Verkniipfungstafel von (G, o).

b) Sei ¥ : G — Zs ein Gruppenhomomorphismus, es gilt also auf jeden Fall WU(e) = 0.

Aus der Verkniipfungstafel liest man g, 0 go = € ab. Dann folgt W(gs) + ¥ (g2) = ¥(e) = 0.
Das einzige Element in Zs, das dies erfiillt ist W(g2) = 0.

Aus g1 0 g1 = gy folgt analog ¥(g1) + ¥(g1) = ¥(g2) = 0, also ¥(g;) = 0.
Aus g1 0 g2 = g3 folgt ¥(g1) + ¥(g2) = ¥(g3), also ¥(g3) = 0.

Somit ist ¥ = &.
Alternative: Wir sehen g2 = go, g3 = go 0 g1 = g3 und g} = g, 0 g» = e. Daher ist g, = ¢}
und es ergibt sich

flg) = f(g)) =5f(g) = 0.
Insgesamt folgt f(g2) = 2f(g1) =0 und f(g3) =3f(g91) = 0. f(e) = 0 gilt ohnehin.



Aufgabe 1.2 (4 Punkte)

Es seien K ein Korper, V' ein K-Vektorraum, dessen Dimension mindestens 3 ist, und ¢ ein
Endomorphismus von V. Alle zweidimensionalen Untervektorrdume von V seien ®-invariant.
Zeigen Sie:

a)
b)

Alle eindimensionalen Untervektorraume von V sind ®-invariant.

Es gibt ein ¢ € K, sodass ® = ¢ - idy ist.

Lésung:

a)

Es sei U ein eindimensionaler Untervektorraum von V und u € U \ {0} beliebig. Dann
gilt U = [u]. Wir wihlen zwei weitere Vektoren v,w € V, sodass u,v und w drei linear
unabhéngige Vektoren sind. Das geht, da dim(V') > 3 vorausgesetzt ist. Nun setzen wir

Uy = [u,v], U :=[u,w).

Das sind dann zwei zweidimensionale Untervektorrdume von V, deren Durchschnitt gerade
U ist. Wieder nach Voraussetzung sind U; und U, unter @ invariant. Daher gilt

Deshalb ist U unter ® invariant.

Es sei v € V ein beliebiger Vektor # 0. Dann gibt es nach Teil a) ein ¢ € K mit ®(v) = c-v.
Wir miissen zeigen, dass fiir alle w € V' gilt:

O(w) =c-w.

Das ist klar fiir w € [v].

Es sei also w € V'\ [v], das heifit: v und w sind linear unabhéngig.
Dann gibt es wegen a) ein d € K mit ®(w) = d - w.

Wir miissen ¢ = d einsehen. Dazu betrachten wir v 4+ w.

Wegen a) gibt es ein e € K mit ®(v +w) = e - (v + w).

Die Additivitéit von ® erzwingt nun
0=0(v+w)— (Pv)+P(w))=e-(v+w)—(c-v+d-w)=(e—c) v+ (e—d)-w.
Da v und w linear unabhéngig sind, folgt hieraus
e—c=0=e—d, also c=e=d

wie gewiinscht. Das zeigt
d=c- ldV



Aufgabe 1.3 (4 Punkte)

Bestimmen Sie ein lineares Gleichungssystem, das die Losungsmenge

1 2 0 -2
2 4 2 -2
L=|3 |+l 4.2, 2 []cR
4 2 0 1
5 6 3 0

hat.

Léosung: Betrachten wir zunéchst das homogene lineare Gleichungssystem, das durch die Matrix

[\CRNan i \V]
N DN~
N DN
_ O N
S W o

gegeben ist. Der GauB-Algorithmus liefert:

2 4 4 2 6 |% 12213 12213 +
0 2 203] ~ 10 2 2 0 3 1~=>02203<T
-2 -2 =210 + 022 36 + 00033/ |5~
1 220 2 j+ 1000 —1
~ 102 20 3 1|3~ (o110 2
00011 0001 1
Die Losungsmenge dieses linearen Gleichungssystems ist
0 -2
-1 3
U =] 1, 0 1;
0 2
0 -2
in Matrix-Schreibweise liest sich das wie folgt:
0 -2
2 4 4 26 -1 3 00
0o 2 20 3 1 0 =100
-2 -2 =210 0 2 00
0 -2
beziehungsweise
0 -2\
-1 3 2 4 426\ o
1 0 0 2 20 3 = ( 00 O)
0 2 -2 -2 =210
0 -2



Damit besitzt das homogene lineare Gleichungssystem
—x9 + r3 = 0
—2x14+ 319+ 204 — 225 = 0

die Losungsmenge

2 0 -2
4 2 -2
u=[l 41|, 2|, -2 []
2 0 1
6 3 0
Wir miissen also nur noch ein b € R? finden mit
1
( 0 -1 10 0 ) g _b
-2 3 0 2 =2 4
5

Ausmultiplizieren liefert

Aus der Losungstheorie fiir lineare Gleichungssystem ergibt sich dann sofort, dass das inhomo-
gene lineare Gleichungssystem

—132+ZE3 =1
—2x1 4+ 319 + 214 — 225 = 2

die Losungsmenge L hat.



Aufgabe 1.4 (4 Punkte)

Es seien K ein Korper, V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum, U, W C V' Untervektorrdume von
V und V* der Dualraum von V. Dann ist die Menge

U :={2*|2* € V* und 2*(y) = 0 fiir alle y € U}
ein Untervektorraum von V*. Zeigen Sie:
a) dimU + dimU° = n.

b) (U +W)° = U WO,

Lésung:
a) Seien also 0 < dimU = m < n und {xy,...,z,} eine Basis von U. Dann existieren
Vektoren x,,11,...,2, € V,so dass B :={x1,...,x,} eine Basis von V ist. Es bezeichne
{z%,...,2}} die zu B duale Basis von V* und U’ := [z}, ,,...,z;] den von . ,..., 2}

erzeugten Untervektoraum von V*. Wir zeigen zunichst, dass U’ = U ist.

Sei * € U'. Dann existieren a1, ..,0, € K mit 2* = ap12},,, + -+ - + apx};. Nach
Definition der dualen Basis gilt dann fiir alle i € {1,...,m}:

I‘*(le) = am+1x:<n+1(ﬂfi> + -+ anx:;(xl) = 07

also z*(y) = 0 fiir alle y € U. Damit ist z* € U°.

Sei y* € UY. Dann existieren by, . ..,b, € K mit y* = bya} +- - +b,x’. Aus der Definition
von UY und der Definition der dualen Basis ergibt sich dann fiir alle i € {1,...,m}:

0=y"(z;) = bray(z;) + - - + bz (x;) = by,

also ist y* = by 12 + -+ + bpxl € U'.

Somit ist U° = U’, und da dim U° = dim U’ = n — m = dim V — dim U ist, folgt die
Behauptung.

Alternative: Wir betrachten den Vektorraumhomomorphismus
¢: VE = U, 2" = a,
Dieser ist surjektiv und hat den Kern U°. Daraus ergibt sich
dimV* = dimBild® + dimKern® = dimU* + dimU°.
Wegen dim V' = dim V* und dim U = dim U* folgt

dimV = dimU + dimU°.



(U+Ww)°

{zreV*|a*(y)=0firaleyec U+ W}

{z¥ e V* | 2*(u+w) =0 fiir alle w € U,w € W}

{z* € V* | 2*(u) = 0 fiir alle v € Uund z*(w) = 0 fiir alle w € W}
(" € V* | 2* € U°,z* € WO}

U'nwo.



Aufgabe 1.5 (4 Punkte)
Gegeben sei die reelle Matrix

111
2 2 2

| 1 1 2
A= 2 2 2
1 1 0

Zeigen Sie, dass A diagonalisierbar ist, und berechnen Sie
AL0000 | 49999 49998

Losung: Um zu zeigen, dass die Matrix A diagonalisierbar ist, bestimmen wir zunéchst ihre
Eigenwerte. Es bezeichne p das charakteristische Polynom von A.

-1 +
I
-1-X -3 1 -1-X X . ak -X 0 1
— — _ 1 1
p=| 4 -x | -] b -x -+ -x
1 1 -X 1 0 X 10 -X
-X 1
o 25y - —X(X%-1) = —X(X - 1)(X +1).
1 -X

Also besitzt A drei verschiedene Eigenwerte, namlich —1, 0 und 1, und ist damit diagonalisier-
bar.

Aus p = —X? + X folgt mit Cayley-Hamilton A% = A, woraus sich aber direkt fiir alle k € N:
A% = A? und A% = A ergibt.

Somit ist

A10000+A9999 —A9998 :A2+A—A2 — A.

Alternative: A ist diagonalisierbar, also existiert eine regulire Matrix S € R3**3 mit

00 O
STTAS=( 01 0
00 —1
Weiter gilt:
00 0 10000 0 0 0 9999 0 0 0 9998
S—I(AIOOOO_A9999+A9998)S — 01 0 — 0 1 0 + 0 1 0
00 —1 00 -1 00 —1
00 0
= 01 0
00 —1



Damit erhalten wir aber:

AlOOOO o A9999 —I—A9998 =9

o O O

o = O



Aufgabe 1.6 (4 Punkte)
Es seien aq, . .

1+ a1 as (7%
A— aq 1+ ag :
) a
aq (05} 1 + (07
Losung:
1+ a Qs an, -1
ap  l+ay ap, z+
a2
Qp,
aq as Ap—1 1+ G,
1 + Z?:l a; asg
0 1 0
= 0
0 0
Mit a; = as = ... = a, = —1 ergibt sich
0 1 1 0o -1 ...
1 0 1 1 -1 0 -1
: = (="
: 1 :
1 1 0 —1 -1

.,a, € R. Berechnen Sie die Determinanten der folgenden Matrizen A, B € R"*™:

1

-1 l1+a; as ... an,
-1 1 0 0
= 0
: 0
-1 0 0 1
a,
O n
0 i=1
1

(D" (1 +n-(=1)) = ()" (n-1)



