Losungsvorschlige fiir die Klausur

LINEARE ALGEBRA (10. Mérz 2005)

I.1

a) Es sei (G,-) eine abelsche Gruppe mit neutralem Element eg.

Zeigen Sie, dass
U:={9€CG|g’=ec}

eine Untergruppe von G ist.

b) In der symmetrischen Gruppe S; definieren wir analog zu a) die Teilmenge
T:={oce€S,|o®=1d}.
Zeigen Sie:
T ist nichtleer, fiir jedes o € T liegt auch o~! in T, aber T ist keine Untergruppe.

Lésung: a) Natiirlich ist eq € U, denn €}, = €% = eg, also ist U nicht leer. Weiter ist mit

g € U auch g7 € U, denn aus ¢° = eg folgt ¢! = g%, und damit

(6= ()P =9¢"= (") =& = eq.
SchlieBlich gilt fiir g, h € U auch (und nur hier braucht man die Kommutativitét)

(gh)® = ghg - hg-h =  gh -gghh = hggghh = hg®h* = heqgh?® = h* = eg,
~— ~
vertauschen vertauschen
also auch gh € U, und damit ist U nach dem Untergruppenkriterium eine Untergruppe.

b) Da man die Kommutativitit von G im a)-Teil nur bei der Abgeschlossenheit von U un-
ter der Multiplikation braucht, ist auch T nicht leer (eg € T') und unter Inversenbildung
abgeschlossen.

Allerdings ist T nicht mehr unter Multiplikation abgeschlossen. Um das einzusehen geben wir
2 Elemente ¢ und & von T an, deren Produkt nicht in T liegt. Wir geben sie durch eine

Wertetabelle vor:
¢ e 1 2 3 4 - 1 2 3 4
“\2314) \1 34 2 )

Dieses sind Elemente in 7. Es gilt hier
1 2 3 4

(o) =1d.

Alsoist ((0&)? = (o€ # Id. Daher liegt (o€ nicht in T, und dieses ist damit keine Untergruppe
der Sy.

und wir finden



1.2

a) Es seien V' ein Vektorraum und & ein Endomorphismus von V', sodass
%o (Idy — @) = ® o (Idy — @)% = 0.
Zeigen Sie, dass ® eine Projektion ist.

b) Geben Sie ein Beispiel fiir einen Vektorraum V' und einen Endomorphismus & von V
an, sodass ®? o (Idy — @) = 0, aber ® # @2

Lésung: a) Wir multiplizieren beide Ausdriicke aus. Dabei diirfen wir die binomische Formel
benutzen, da Idy, und ® miteinander vertauschen. Es folgen

0 =®%0 (Idy — @) = P2 — 93,
und
0 =®o(ldy — )2 =& — 202 + P3.

Addiert man nun die jeweils letzten Ausdriicke dieser Gleichungen, so folgt
0= (9% — &) + (& —29% + &*) = & — §?,

also
d? = P,

was die definierende Relation fiir eine Projektion ist.

b) Es sei der Kérper K beliebig und V' = K2 Der Endomorphismus ® von V sei gegeben

() - (2)
(2 -~ ()

also ist ®? die Nullabbildung. Damit ist auch ®3 = ® o ®2 die Nullabbildung, und es gilt

Dann gilt

P? = 3.

Andererseits ist ®2 =0 # ®, also ist ® keine Projektion.



1.3

Im Vektorraum V = R3*3 betrachten wir zu einer gegebenen Zahl a € R die Menge Q, aller
magischen Quadrate mit Zeilensumme a. Das sind diejenigen Matrizen

11 T12 T13
X = To1 T2 T23 )
T31 T32 33

fiir die gilt:

3 3

Vi, j e {1,2,3}: szk = ZSUkj = T11 + T2 + T33 = T13 + To2 + 231 = Q.
k=1 k=1

a) Zeigen Sie, dass ), genau dann ein Untervektorraum von V' ist, wenn a = 0 gilt.
b) Berechnen Sie die Dimension und eine Basis von Q.

c) Wieso gilt fiir alle X € @, die Gleichung x99 = a/3?

Lésung: a) Wenn @, ein Untervektorraum ist, dann liegt auch die Nullmatrix in @,, also muss
a =0 gelten.

Wenn umgekehrt a = 0 gilt, so liegt die Nullmatrix offensichtlich in )y, und @)y ist unter
Addition und skalarer Multiplikation abgeschlossen. Daher ist )y ein Untervektorraum.

b) Wir zeigen, dass X € @)y durch x;; und x5 eindeutig festgelegt ist. Dazu wéhlen wir erst
einmal zwel Matrizen B = (bij)lgi,jg?) und C' = (Cz’j)lgi,jgi% € Qo mit b11 = 1, blg =0 und
11 =0, cpo=1:

1 0 —1 0o 1 -1
B=| -2 0 2 , C:=1 -1 0 1
1 0 -1 1 -1 0

Die Matrizen B und C' sind linear unabhéngig. Wenn nun X € () beliebig ist, so betrachten
wir

0 0 w3
Yi=X—onB—2pC0=| ya Yy ¥z | € Qo
Y31 Y32 Ys3
Nun zeigen wir sukzessive, dass die y;; alle 0 sind. Fiir y;3 ist das klar, wegen der ersten
Zeilensumme. Wir setzen s := y9;. Dann ist y3; = —s wegen der ersten Spaltensumme, also

(wegen der Gegendiagonalen) 390 = 0 — 313 — y31 = s. Daraus folgt (wegen der Diagonalen)
Y33 = 0 — 0 — Yoo = —s. Das wiederum ergibt aus der dritten Spalte 393 = 0 — 313 — y33 = s,
also

38 = Yo1 + Y22 + Y23 = 0.

Daraus folgt s = 0 und insgesamt Y = 0.
Damit ist X = x11B + x12C, {B,C} ist eine Basis von @y, und @y ist zweidimensional.

c) Es sei X € Q, fiir beliebiges a. In @, liegt auch die Matrix A, deren Eintrige alle gleich
a/3 sind. Die Matrix Y := X — A liegt in @Qp, und ist damit eine Linearkombination der
Matrizen B und C aus dem b)-Teil, also ist yso = 0, und damit x9s = a/3.



14

Es sei V' der R-Vektorraum der reellen Polynome vom Grad < 2. In V seien die Polynome
Pk = (X + k)ka ke {07 172}

gegeben. Diese bilden eine Basis B := {pg, p1,p2} von V.

a) Schreiben Sie q¢ = ag + a; X + a; X? € V als Linearkombination von pg, py, pa.

b) Essei B* := {®g, P;, P2} die zu B duale Basis des Dualraums V* von V. Schreiben Sie
die Linearform

U:V—R, ¥(q):=q(-1),

als Linearkombination von ®, ®;, ®,.

Lésung: Zunéchst berechnen wir die Polynome pg, p1, po explizit:
po=X"=1, pr=X+1, py=X>+4X+4.
a) Es ist
q — azps = (a1 — 4az) X + (ap — 4as) = (a1 — 4as)p: + ag — ay,
also

q = (ap — a1)po + (a1 — 4az)p1 + azps.

b) Es ist (in der eingefiihrten Notation fiir ¢) ¥(q) = ¢(—1) = ag — a1 + az. Andererseits sagt
Teil a), dass
Po(q) = ao — a1, Pi(q) = a1 —4az, Pa(q) = a,

denn ®;(q) ist gerade der Koeffizient vor p;, wenn man ¢ als Linearkombination von po, p1, pa
schreibt.

Aus der Gleichheit
U(q) = ap —ay + az = as + (ag — ay) = Pa(q) + Po(q),

die fiir alle ¢ € V' gilt, folgt dann
\II = (1)2 + (I)(].



1.5

Es sei A € K™ eine quadratische Matrix mit
Rang(A) = 1.

Weiter sei v eine von 0 verschiedene Spalte von A.

Zeigen Sie:

a) Es gibt genau ein w € K", sodass A=v-w'.

b) Die Spalte v ist ein Eigenvektor von A zum Eigenwert Spur (A).

c) A ist diagonalisierbar genau dann, wenn Spur (A) # 0.

Lésung: Vorsichtshalber schreiben wir die Spalte v schon jetzt als v := (v; v5...v,)". Weiter
schreiben wir A als A = (a1 as...a,), also bezeichne a; die i-te Spalte von A.

a) Da A Rang 1 hat, sind je zwei Spalten linear abhéngig. Also gibt es —da v # 0 vorausgesetzt

ist — fiir 1 <i < n eine Zahl w;, sodass a; = w; - v. Damit folgt mit w := (w; wy...w,)" die

gewiinschte Gleichung A =v-w'.

b)Esgilt A-v=(v-w')-v=uv-(w' v), also ist v ein Eigenvektor von A zum Eigenwert

n
U)T U= E W;V;.
=1

Andererseits gilt

A=v-w'

= (v;wj)1<i j<n = Spur(4) = Zviwi =w' .
i=1

Das ist aber gerade der oben berechnete Eigenwert.

c) Der Rang von A ist 1, also hat der Kern von A die Dimension n — 1.

Wenn A diagonalisierbar ist, dann gibt es eine invertierbare Matrix S mit Eigenvektoren von
A als Spalten. Wir wéhlen die ersten n — 1 im Kern von A und finden

STTAS = diag(0,0,...,0,\,).

Dabei ist A, # 0, denn sonst wére der Rang von A gleich 0, da dieser gleich dem Rang von
S71AS ist. Damit ist aber die Spur von A auch nicht 0, denn

Spur(A) = Spur(STtAS) = A,.

Wenn umgekehrt die Spur von A nicht 0 ist, dann ist v ein Eigenvektor zu einem Eigenwert un-
gleich 0, ergénzt also eine Basis des Kerns von A zu einer Basis von K", die aus Eigenvektoren
besteht. Damit ist A diagonalisierbar.



1.6

Fiir die natiirliche Zahl n > 1 sei A, die reelle n x n-Matrix mit den Eintrigen

—1 fallsi=75-1,

o 1 falls i =j,
DTN 42 fallsi=g o+ 1,
0 sonst.

Zeigen Sie: det(A,) = nl.

Losung: Erst einmal schreiben wir uns die Matrix A,, hin:

1 -1 0 0 0
1 1 -1 0 0 0
0 4 1 -1 0
A, = :
Do (n—3)2 1 -1 0
0 ... 0 0 n-2% 1 -1
0 ... 0 .. 0 (n-12 1

Wir machen vollstdndige Induktion nach n und fangen an mit det(A;) =1 = 1! und

-1 0
1 |)=14441=23

L 1
4 1

1
-1 )) =21, det(Az) =det([| 1
11 0

det(Az) = det((

Nun setzen wir induktiv voraus, dass die behauptete Formel fiir alle A, mit & < n — 1 gilt.
Dies haben wir fiir n = 2, 3,4 gezeigt. Es folgt der Schritt von n — 1 nach n. Dazu entwickeln
wir det(A,) nach der letzten Zeile und erhalten

det(A,) = det(A,_1) — (n — 1)2det(A,_1),

mit
0
0
Apy = An_g
0
00...0 (TL—Q)! -1

Durch Entwicklung der Determinante von Z,:_/l nach der letzten Spalte folgt wegen der Induk-
tionsvoraussetzung

det(A,) =det(A, 1)+ (n—1)*det(A,_2) =
=(n—-D4+n-120-2)!=nh-1+n-1)?n-2)=
:n| (n—1)-(n—2)! =



11.1

a) Bestimmen Sie die Jordan-Normalform der Matrix

1 1 1
A= -1 -1 -1 | e ¢33,
1 1 0

b) Gibt es eine Matrix B € C3*3 fiir die B*> = A gilt?

Lésung: a) Das charakteristische Polynom von A ist

X-1 -1 -1
det(X1 —A) = det( 1 X+1 1 )
-1 -1 X
=X -X)+14+1-(X+1D)+(X -1+ X = X3

Also ist 0 der einzige Eigenwert von A. Da A den Rang 2 hat, ist der Kern eindimensional,
also gibt es genau ein Jordankéstchen von A zum Eigenwert 0. Dieses hat damit Lange 3, und
die Jordan-Normalform A von A ist ein Jordankéstchen:

000
0 0
10

A= 1
0
b) Eine Matrix B mit den gewiinschten Eigenschaften gibt es nicht.
Um das zu zeigen nehmen wir an, wir hdtten so ein B gefunden.

Aus B? = A folgte dann, dass B® = A% = 0, also wiire B nilpotent (oder Aquivalent: das
Minimalpolynom wiire ein Teiler von X?), also wire 0 der einzige Eigenwert von B. Der Rang
von B wire wegen

2 = Rang(A) = Rang(B?) < Rang(B)
mindestens 2. Damit wire die Jordan-Normalform B von B dieselbe wie die von A.

Dann miisste aber A = B2 zu (B)? #hnlich sein, was nicht sein kann, da

(B)* =

— o O
o O O
o O O

Rang 1 hétte, A hingegen Rang 2 hat.



11.2

Im euklidischen Standardvektorraum R3 sei mit den Vektoren

1 0 0
bl = 1 s b2 = —1 y bg = 0
1 1 1

eine Basis B = {by, by, b3} gegeben.

a) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis C' = {c;, o, c3} mit ¢; = \/igbl.

b) Geben Sie die Abbildungsmatrix einer 60°-Drehung um die Achse R - ¢; beziiglich der
Basis C' an. (cos60° = 1)

2

c) Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix der Drehung aus b) beziiglich der Standardbasis
{e1,e9,e3} des R3,

Lésung: a) by und by stehen schon aufeinander senkrecht und miissen nur noch normiert werden.
Den dritten Vektor sieht man natiirlich sofort. Man kann ihn aber auch mit dem Verfahren von
E. Schmidt berechnen durch Normierung von

c3 = bz — <b3, 01>01 - <53702>C2-
Eine mogliche Orthonormalbasis, die ¢; enthélt, besteht also z.B. aus

1 0 -2
1 1 1
cai=—\| 11, cg:i=—| —1 und ¢3 := — 1

V3 V2 Vo

b) Diese Matrix (oder ihre Transponierte — das hingt von den Vorlieben des Dozenten ab) ist

1 0 0
A=10 ég %g
0 % 3

c) Es sel Ayeu die gesuchte Abbildungsmatrix und S die Basiswechselmatrix von der Standard-
basis zur Basis C', also S = (c; ¢3 ¢3) € R3*3,

Dann gilt nach Basiswechselformalismus
A=8"1 A S, also Apu=5-A4-51.
Da C eine Orthonormalbasis ist, gilt hierbei S~ = ST, also folgt:

L 0 = 1 0 I .
V3 V6 V3 V3 V3
A - X =L L 0 1 =8 0 =L L
neu T {3 V2 6 22 V2 V2
S U U U 0 3 1 =2 1 1T
V3 V2 V6 2 2 V6 V6 V6
1 9 =2 S U
V3 V6 V3 V3 V3
_ | L =t I )
V3 V2 V6 6 V6 V6
2 2 -1
1
=3 -1 2 2
2 -1 2

(Wéhlte man in b) die transponierte Matrix, so erhilete man hier auch die transponierte Matrix als Aneu .)



11.3

Es sei V' der Vektorraum der reellen schiefsymmetrischen 3 x 3-Matrizen, also

0 a b
V:{ —a 0 ¢ ]a,b,cGR}.
—b —c 0

Auf V x V sei die Bilinearform
() :V xV — R, (A B):=Spur(A" - B)
gegeben.
a) Zeigen Sie, dass (-,-) ein Skalarprodukt auf V' ist.
b) Fiir festes A € V ist die Abbildung
P :V—V, X AX — XA,

ein Endomorphismus von V.

Zeigen Sie, dass —®,4 der zu ®,4 beziiglich des Skalarprodukts aus Teil a) adjungierte
Endomorphismus ist.

Ldsung: a) Nachzuweisen sind Symmetrie und positive Definitheit der Bilinearform.

Fiir beliebige

0 aq a9 0 b1 bg
A= —Q 0 as 5 B = —bl 0 bg eV
—Q9 —das 0 —bg —b3 0
gilt
(Ilb1 + CLQbQ (Igbg —a1b3
(A,B) = Spur(AT" - B) = Spur( asbsy a1by + azbs a1by )
—a3b1 CLle a2b2 + a3b3

=2- (a161 + CLQbQ + G3b3).
Dies ist offensichtlich symmetrisch.

Weiter folgt
(A A) =2(a® + a3 +a3) >0,

und der Wert 0 wird nur bei A = 0 angenommen. Damit ist die Bilinearform positiv definit.
b) Nachzurechnen ist die Gleichung
VX, Y eV (Pa(X),Y) = (X, —D4(Y)).

Wir formen sie durch Einsetzen der Definitionen des Skalarproduktes und des Endomorphismus
®4 um zu

VX,Y € V: Spur((AX — XA)"-Y) =Spur(X ' - (YA — AY)).
Wir losen die Klammern auf und benutzen die Additivitéit der Spur sowie AT = —A; das liefert
VX,Y € V : Spur(—X ' AY) + Spur(AX'Y) = Spur(X 'Y A) — Spur(X " AY).

Hier hebt sich der erste Term links gegen den zweiten Term rechts weg. Damit folgt die gesuchte
Gleichheit (alle Umformungen waren Aquivalenzumformungen) aus der bekannten Eigenschaft
Spur(C'D) = Spur(DC) fiir die Matrizen

C:=A und D:=X'"Y.



11.4

Es sei @ eine lineare Isometrie eines vierdimensionalen euklidischen Vektorraums mit Deter-
minante 1.

a) Zeigen Sie, dass es reelle Zahlen a,b gibt, sodass das charakteristische Polynom von &
das folgende Polynom ist:

X*+aX?+bX?+aX +1.

Tipp: Verwenden Sie die Isometrie-Normalform!

b) Nunsei ® eine Isometrie eines euklidischen Vektorraums mit charakteristischem Polynom

3 5 3
CP(®,X) = X* — 5X?’ + 5X2 X+ L

Bestimmen Sie die Isometrie-Normalform von ®.

Lésung: a) Da die Determinante von & gleich 1 ist, muss die Vielfachheit des Eigenwerts
—1 gerade sein. Da 4 gerade ist, muss damit auch die Vielfachheit des Eigenwerts 1 gerade
sein, denn das orthogonale Komplement zur Summe der Eigenrdume von 1 und —1 ist ein
Vektorraum gerader Dimension. Wir erhalten damit fiir ¢ eine Isometrie-Normalform

wobei ¢ + 57 = c2 + 53 =1 gilt und s; oder s, auch Null sein diirfen.
Nun berechnet sich das charakteristische Polynom von & zu
CP(®,X) =CP(AX)=(X?-200X +1)(X? —20,X +1) =
= X1 —2(c; + ) X3 + (dereg +2) X2 — 2(cq + 2) X + 1,
und wir finden die Behauptung mit a := —2(c; + ¢2), b:=4cic + 2.

b) Nun sind a = —3/2,b = 5/2 gegeben, und wir miissen mit obigen Gleichungen die Werte ¢;

und ¢y berechnen:
15 1
cL+c=—-, cecg=—(=—2

4 13725

Setzen wie ¢y = % — ¢ in die zweite dieser Gleichungen ein, so folgt
2

3 9 1
301 1TV —45 3 1
cl—ch+§:O, also 01:4 1; 8:§:|:§‘
Wir setzen ¢; = % Co i. (Die andere Wahl von ¢; vertauscht ¢; und ¢y nur.) Das gibt

s1:=4/1—c = % und sy := /1 —c3 = ‘/Tﬁ, wobei wir jeweils die positive Quadratwurzel
wahlen diirfen, denn der Drehwinkel ist nur bis aufs Vorzeichen festgelegt.

w
o

Die Normalform A von @ ist also die Matrix

0
0
1
1

o O wlau‘up
o O wlr—twlg
w

A3

iy
ot
INTS |ﬁ© )}
=
ot

W~



11.5

Es sei V' # {0} ein euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-) und zugehoriger Norm
| - ||. Fiir einen Endomorphismus ® von V' sei

s:= sup [[®(z)].
zeV,|jz||=1

Zeigen Sie:

a) Fir jeden Eigenwert A von & gilt |A| < s.

b) Ist V' endlichdimensional und & selbstadjungiert, so ist s oder —s ein Eigenwert von

b.

Lésung: a) Es sei A ein Eigenwert von ® und v ein Eigenvektor zum Eigenwert A. Dann ist

auch vo := 7 ein Eigenvektor zum selben Eigenwert, aber jetzt gilt |lvol| = 1.

|v]
Es folgt
s=sup [[®(x)]| = [[(vo)|| = [[Avoll = [A] - [[voll = [Al.

zeV,||z||=1

b) Nun sei V' endlichdimensional, n := dim(V'), und & selbstadjungiert. Wir wihlen eine Or-
thonormalbasis {b1,...,b,} aus Eigenvektoren von ®. Dabei sei b; Eigenvektor zum Eigenwert
A; und es gelte

Vie{l,...n}: | ] > |\

Jetzt sei x € V,||z|| = 1. Wir schreiben z als Linearkombination der Basis auf:

n
r = ZCibi, C; € R.
i=1

Es folgt
ol = (3" ebi, S by = Y e i) =S ¢
i=1 J=1 ij=1 i1

Die letzte Gleichheit gilt, da die b; eine Orthonormalbasis bilden. Nun berechnen wir ||®(x)||?.
Es ist ja jeder der Basisvektoren ein Eigenvektor, und wir finden

[@(x) |17 = (DI, cibi), @5 ¢5by)) = (30 ce®(bi), 307, ¢;2(D)))
= (Dimy G, D05 i Agby) = D00y cici A (bi, by)

=>""  ?)\? (selbes Argument wie eben)

i=1"1""

<SS AEA2 (weil 0 < A2 < A2 und ¢ > 0)

=1 "1"'n

= A 2 im 6 = Al

=1 "1

= \2.

Damit gilt fiir das Supremum s: s < |\,|; wegen Teilaufgabe a) folgt s = |\,| = +\,.

Damit gilt s = A\, oder —s = \,, also ist s oder —s ein Eigenwert.



I1.6
Im R? sei die Quadrik QQ gegeben als

Q:: {('Tayaz)—r €R3’3€2—y2+z:0}.

Zeigen Sie, dass es fiir jeden Punkt P € () genau zwei affine Geraden durch P gibt, die in @
enthalten sind.

Lisung: Es sei P = (p, q, )" € Q, also
p’—q¢+r=0.

Wir legen durch P die affine Gerade g := P + R - (29, %o, 20)". Nun wollen wir den Rich-
tungsvektor bestimmen, sodass ¢ ganz in @) liegt. Das ist dquivalent dazu, dass fiir all t € R
gilt:
0 = (p+txg)* — (q+ tyo)® + (r +tz)

= p® + 2pxot + 23t? — ¢* — 2qyot — YAt + 1 + 2ot

= (p* — ¢+ 1) + (2pzo — 2qy0 + 20)t + (25 — y5)t*.
Notwendig und hinreichend dafiir, dass dies fiir alle ¢ € R gilt, ist die Bedingung, dass alle
Koeffizienten dieses Polynoms in der Unbestimmten ¢ verschwinden, also

(p° —¢* +7) = (2pxo — 2qy0 + 20) = (x5 — y3) = 0

Der erste Ausdruck ist 0, da P € ) vorausgesetzt war.
Die Bedingung zZ — 32 = 0 ist gleichwertig mit yo = +.

Im Fall xq = gy, folgt aus der zweiten Bedingung

20 = 2(q — p)wo,

und im Fall xy = —y, folgt
z0 = —2(q + p)zo.

Insbesondere darf xg nicht selbst Null werden, da sonst auch yo und zy verschwinden. Wir
diirfen also zo = 1 normieren und finden die zwei Geraden

1 1
g =P+R 1 und g :=P+R -1
2(g —p) —2(q+p)



