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TEIL I der PROBEKLAUSUR zu

LINEARE ALGEBRA UND ANALYTISCHE GEOMETRIE

Name, Vorname:

Matrikelnummer:

Fachrichtung:

Semester:

Zur Bearbeitung: Verwenden Sie fiir die Bearbeitung jeder Aufgabe ein neues Blatt, auf
welches Sie die Nummer der Aufgabe sowie Ihren Namen schreiben.

Fiihren Sie die Beweise in allen Einzelheiten aus. Wenn Sie Sétze der Vorlesung anwen-
den, zitieren Sie die Sétze genau. Wo gerechnet werden muss, schreiben Sie nicht nur
die Zahlen hin, sondern erkldren und begriinden Sie alles, was Sie tun.

Zur Auswertung: ”Bestanden” haben Sie die Priifung, wenn Sie in Teil I und Teil II
zusammen 20 oder mehr Punkte erzielt haben. Dabei wird in jedem Teil diejenige
Aufgabe, in der Sie am meisten Punkte erhalten haben, doppelt gewertet.

Punkte (wird von den Priifern ausgefiillt!)

max | » ,; | > | > | Note

11

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

Bitte kreuzen Sie hier an,
<= welche Aufgaben Sie
bearbeitet haben




Aufgabe 1.1

Sei (G, -) eine Gruppe.

»o»

a) Zeige, falls U eine endliche nichtleere Teilmenge von G ist, die unter abgeschlos-

sen ist (d.h.Vr,y e U: x-y € U), soist U bereits eine Untergruppe.

b) Sei x,y € G mit ord(x) = ord(y) = 2.
Finden Sie drei Beispiele (d.h. (G,-),

Wert annimmdt.

x,y), so dass ord(zx - y) jeweils einen anderen

Aufgabe I. 2

Beziiglich einer Basis {b1,bs, b3} eines dreidimensionalen reellen Vektorraums V' sei zu
jedem Paar (n,v) reeller Zahlen ein Endomorphismus ® von V' durch

(I)(bl) = b1 + 77b2 + 7]2b3 1 -1 1
(I)(bg) = b1 + ng + l/2b3 b1: 2 ,bgz 0 ,b3: 1
O(bs) = by + by + b 0 -1 1
gegeben.

a) Bestimmen Sie jeweils alle Paare (n,v), so dass der Vektor by + nbs

o kein Urbild
e genau ein Urbild

o unendlich viele Urbilder
besitzt.

b) Geben Sie die Darstellung von ® fir (n,v) = (—1,3) beziiglich der Standardbasis an.



Aufgabe 1. 3
Betrachten Sie den Q-Vektorraum Q[v/2,v/3] := {a +bv/2 + V3 +dV6 | a,b,c,d € Q}.

a) Zeigen Sie, dass
¢ Qv2, V3 — Qv2, V3
T — 3z

ein wohldefinierter Isomorphismus ist.

b) Geben Sie eine Basis B von Q[v/2,v/3] und Dpgp(®) an.

Aufgabe 1.4

Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum tiber dem Kérper K und ®, ¥ € V*\ {0}. Zeigen
Sie:

a) dim(Kern(®)) = dim(Kern(V)) =n —1
b) @,V sind genau dann linear abhingig, wenn Kern(®) = Kern(W¥) ist.
c) Sind ©,V linear unabhingig, so gilt dim(Kern(®) N Kern(V)) =n — 2



Aufgabe 1.5

Kreuzen Sie an, ob die Aussagen richtig oder falsch sind. Es konnen pro Aufgabenteil auch
mehrere Antworten richtig sein. Fiir jede richtige Antwort gibt es }1 Punkt, fiir jede falsche
Antwort wird }l Punkt abgezogen. Wird eine Frage nicht beantwortet, so zdhlt sie 0 Punkte.
Es kénnen minimal 0 und mazimal 4 Punkte erreicht werden.

’ \ Wahr \ Falsch ‘

Sei A € C™™ nilpotent. Dann gilt : Kern(A") = Kern(A™"*!) = Kern(A""?) = . ..
Sei A € C™" beliebig. Dann gilt : Kern(A") = Kern(A"*!') = Kern(A"*?) = ...

Alle Matrizen A € K°®*¢ mit o CP4(X) = (X — 1)*X +2)% und
MP4(X) = (X —1)*)(X +2) o o
o CPA(X) = (X — DX +2)% und
MP4(X) = (X —1)(X +2) o o
e CPA(X) = (X — 14X +2)% und
MP4(X) = (X —1)3(X +2) o o
sind einander ahnlich.
Sei Ae K™ f e K[X]
mit f(A) = 0. Dann gilt : o MP4(X) | f
o CP4(X) | f
. [ 1 CPA(X)

Sei f:C? — C? eine C—lin. Abb.

Dann gilt : e f hat mind. einen EW o o
e f hat zwei versch. EWe o o
e f kann vier versch. EWe haben o o
e f ist diagonalisierbar o o

Sei V ein reeller VR,

f € End(V) mit f° = f.

Welche EWe kann f haben? o 1 o o
e o o
o — 1 o o
e — o o
e 0 o o
o5 o o




Aufgabe 1. 6

a) Geben Sie eine Definition der Determinantenabbildung an.

b) Gegeben sei die Matriz

1-X -1 0 1 0 2
1 2—-X 0 -1 —1 0
0 0 -X 1 0 2
AX) = 0 0 0 1-X 0 1
1 0 1 -1 =X 0
0 0 -1 1 0 2-X

Berechnen Sie die Determinante von A(X) und geben Sie das Ergebnis in
Linearfaktoren zerlegt an.
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Aufgabe II. 1

Gegeben sei die Matrixz

1 -1 0 1 0 2
1 2 0 -1 -1 0
o 0 o0 1 0 2
A= o 0 0 1 0 1
1 0 1 -1 0 O
o 0 -1 1 0 2

mit charakteristischem Polynom C'Pa(X) = (1 — X)S.
a) Bestimmen Sie die Jordan’sche Normalform J von A.

b) Geben Sie eine requlire Matriz S an, so dass J = S™1AS gilt.

Aufgabe 1II. 2

Es sei A € R™" eine symmetrische, positiv definite Matrix.

a) Zeigen Sie: A und A? haben die gleiche Anzahl an Figenwerten. Jeder Eigenvektor
von A ist Eigenvektor von A? und umgekehrt.

b) Geben Sie eine reelle symmetrische Matriz an, fir die beide Aussagen in a) falsch
sind.



Aufgabe II. 3

Es seien V' ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum und ® und ¥ selbstadjungierte
Endomorphismen von V. Zeigen Sie die Aquivalenz folgender Aussagen:

(i) Bild(®) C Kern (V)
(ii) ® oW ist die Nullabbildung
(iii) Bild(®) L Bild(¥)

Aufgabe II. 4
Es sei ® eine Isometrie des euklidischen Standardvektorraums R mit det(®) = —1.
a) Zeigen Sie:

(i) ® besitzt den Figenwert —1.
(i) Ist v ein Eigenvektor zum Eigenwert —1, so gilt (®(z)+z) L v fiir alle v € R3.

b) Fir ® gelte zusdtzlich

1 V2 +2 ~1 ) V2 + 12
d(12])=|v2-2| und &([ 3 |)=-(6vV2—-2
3 V2 2 e

Berechnen Sie die (euklidische) Normalform der Isometrie ®.



Aufgabe I1. 5

Im affinen Standardraum R? seien die Punkte

1 0 0 1
T = 0 , Tg = 1 , T3z = 0 , Lyg = —1
0 0 1 0

gegeben, sowie eine affine Abbildung ® : R? — R3 mit ® o ® = & (Projektion,).
Es gelte: ®(xq) = x9, P(x3) = x4

a) Stellen Sie die affine Abbildung ® beziiglich des Standardkoordinatensystems des R3
dar.

b) Berechnen Sie die Fizpunkte und Fizgeraden von ®.

Aufgabe II. 6

Im reellen dreidimensionalen affinen Standardraum A sei eine Quadrik Q) beziiglich der
affinen Standardbasis S durch folgende Gleichung gegeben:

x% + 21129 —x% — 2x§+4x2x3 — 211 — 6o +423+1=0

a) Bestimmen Sie die Form der Quadrik @ beziglich der affinen Basis

0 0 1
T=(0 -1 0;|—=1],(1),]-1])
1 0 0

b) Bestimmen Sie die affine Normalform von Q und geben Sie die zugehdrige
Koordinatentransformation an.
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LOSUNGEN TEIL I der PROBEKLAUSUR zu

LINEARE ALGEBRA UND ANALYTISCHE GEOMETRIE

Losung 1.1

a)

U # 0 und U abgeschlossen unter ”-”. Bleibt nur noch z.z.:¥Vx € U 127t € U

Seix € U. Da U endlich und abgeschlossen folgt {x" | n € N\ {0}} CU
= ord(z) < o0
= firr=e¢ & ord(z)=1 folgt x™' =2 €U und

fiir v # e < ord(x) > 1 folgt x7' = g d@~1 c U

1. Méglichkeit: z=y=y ' ay=c

Beispiel: v =y=2¢€ (Z/AZ,+) = x+y=0 = ord(zy) =1
2. Mdglichkeit: x # y und G abelsch = xyzy = 2*y* = e = ord(xy) = 2

Beispiel: G = ((Z/2Z)*,+), x= ((1)) Y= ((1))

= andere Werte der Ordnung kénnen nur fiir G_nicht abelsch auftreten:

Beispiele:
® (S5,0), z=(12), y=(2 3)
roy= (1 2 3) :>0rd(xo y) =

* (55,0), == (12)@3 )y ( )(45)
roy=(12453)=ord(zo

-<GL2<<C>,->, ( 1)y( )



CP,.y(X) = X?—3X +1 hat die Nullstellen Xy, =3 +
= CP,.,(X) = MP,.,(X)

V5

N[

Wire ord(z - y) = n, so wire X™ — 1 annullierendes Polynom
= X" — 1 wdire Vielfaches von MP,.,(X)

= Nullstellen von MP,.,,(X) miissten Nullstellen von X™ — 1 sein

Widerspuch! Denn X™ — 1 hat nur Nullstellen auf dem Einheitskreis und
da die Nullstellen x1/5 reell und ungleich £1 sind, liegen diese nicht auf dem
Finheitskreis.
Losung 1. 2
1 1 1
a) Dpp(®)=|n v 1
n? v? 1
1 1 1]0 “ 1 1 1 0
=Lése LGS [n v 1|1~ """~ [0 v—0 1—1n 1
n” v:o1|n 0 0 (1-nl-v)|—v

Fallunterscheidung ergibt:

o kein Urbild: (n=1ANv#0)V (v=1) V (n=v)
o genau ein Urbild: n#v N v#1 A n#l
e unendlich viele Urbilder: n=1 N v=10

1 -1 1\ /1 1 1\ /1 =11 -2 7 -1
b) Dgs(®) = MspDppMgy =12 0 1) (-1 5 1|2 0 1] =31[-30 21 21
0 -1 1/ \1 +1/\0 -11 10 -1 -9



Losung 1. 3

a) e & wohldefiniert, denn:

z.2.:¥r € Q[V2,V3]: ®(z) € Q[v2,V3]
Seix=a+bvV2+cV/3+dV6 €Q[v2,V3].
d(x) = 3z = V3(a+bvV2+cV3+dV6) = av/3+bvV6+3c+3dv2 € Q[vV2, /3]

o ® linear, denn:
zz: Ve, y € QV2,V3],Va € Q: ®(x+y)=0(x)+d(y) A Pla-2)=a-®(2)

Seien z,y € Q[v2,V3], a € Q.
O(r+y) =3z +y) = V3x+V3y = d(z) + ()
dla-2)=V3(a-z)=a-V3x=a-3x
o @ bijektiv " MYV injertiv & Kem(®) = {0}

e {a+bvV/2+cV/3+dV6 | V3(a+byv2+ /3 +dv6) =0} = {0}
b) B :={1,v2,V/3,/6}

0030
000 3
= Des(®) =11 ¢ ¢ ¢
0100

Losung 1.4

a) dim(V) = dim(Bild(®)) + dim(Kern(®)) = dim(Kern(®)) =n — 1
=n =1, da ®#0

dim(Kern(¥)) =n — 1 analog
b)y’=": &, e V-\ {0} La. & Ja,be K*: a-®+b-U=0
(denn ©, V¥ l.a. < da,b € K nicht beide 0 : a® + b¥ = 0
EBa0%a- 0£0=b-T£0%"04£0)
Sdece KX :c- =V

r € Kemn(®) & ¢(z) =0 c-P(z) =0< ¥Y(z) =0« x € Kern(¥)



7<7: Kern(®) = Kern(¥) = @|kern@) = ¥|kern(w) =0

Basisergidnzungssatz

dim(Kern(®)) =n —1 Basis von V*: B = {by,bs,...,b,} mit

by € Kern(®), by, ...,b, € Kern(P)

B(by) # 0 # U(by), also 34 € K*

Also z.2.: & = %\P

Zwer lineare Abbildungen sind gleich, wenn Basisvektoren einer beliebigen Basis
auf dasselbe abgebildet werden.

Fiir by gilt: (b)) = 33U (b) < B(by) = B(by)

{

Fiir by, ..., by gilt: ®(b;) = 2D g(p) = 0=0
——

=0 =

= = igﬁg\k also ®, ¥ [.a.

c) &,V Lu. 4 Kern(®) # Kern(¥)

Dimensionssatz:

dim(Kern(®) + Kern(V)) +dim(Kern(®)NKern(¥)) = dim(Kern(®)) + dim(Kern(¥))

=n (%) = n—1 = n—1

Also: dim(Kern(®) NKern(¥))=(n—1)+(n—1)—n=n—2

(x) denn: v € Kern(®) : v & Kern(V), also: < v >+ Kern(V) =V,
da: dim(< v >)+dim(Kern(¥)) = n = dim(V)

=1

= n—1

Hier gilt ibrigens auch die Umkehrung!



Losung 1. 5

] \ Wahr \ Falsch ‘

Sei A € C™" nilpotent. Dann gilt : Kern(A") = Kern(A™""!) = Kern(A"™?) = ... | x
Sei A € C™*" beliebig. Dann gilt : Kern(A") = Kern(A"*!) = Kern(A™""2) = ... | x
Alle Matrizen A € K%%% mit o CP4(X) = (X — D*X +2)? und
MP4(X) = (X —1)*(X +2) X
o CP4(X) = (X — D)4X +2)% und
MP4(X) = (X —1)(X +2) X
e CP4(X) = (X —1D*X +2)? und
MP4(X) = (X —1)3(X +2) X
sind einander ahnlich.
Sei Ae K™ f € K[X]
mit f(A) = 0. Dann gilt : e MPA(X) | f X
o CPA(X) | f X
° f 1 CP4(X) X
Sei f : C?* — C? eine C—lin. Abb.
Dann gilt : e f hat mind. einen EW X
e [ hat zwei versch. EWe X
e f kann vier versch. EWe haben X
e f ist diagonalisierbar X
Sei V' ein reeller VR,
f € End(V) mit f° = f.
Welche EWe kann f haben? o 1 X
o X
o — 1 X
o — 1 X
e 0 X
) \/3 X




Losung 1.6

a) Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum tber dem Korper K. Die Determinante ist
dann definiert als normierte, alternierende Multilinearform von V"™ nach K.

b) Mit Hilfe der Laplace-Entwicklung und Polynomdivision erhalten wir:
det(A(X)) = (X —1)°
Viel Spafl beim Rechnen!
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LOSUNGEN TEIL II der PROBEKLAUSUR zu

LINEARE ALGEBRA UND ANALYTISCHE GEOMETRIE

Losung II. 1

1 0 0 0 O
*1 1 0 0 0
. . . . 0 *9 1 0 0
a) Wir wissen bereits, dass die JNF folgende Gestalt hat:
0 0 %3 1 0
0 0 0 %4 1
0 0 0 0 x5
mit *q,...,x; € {0,1}
0 -1
-1 0
Berechne Kern(A — Ig) =< :} , 8 > = J hat z2wei Kdstchen,
0 -1
0 0
100 000 100000
1100 00 110000
01 1000 01 1000
also - T=1log 00100 ° 7=loo1100
000110 000O0T1O0
000O0T1T1 000O0T1°1
100000
110000
01 1000
oder =190 11 0 0
000110
000O0O01

_ o O O O O



-1 0 0 0
0 -1 0 -1
_ 2 _
Berechne Kern(A — Ig)* =< o'l ol lol>
0 0 -1 0
0 0 0 1
= J hat 4 —2 =2 Kdstchen der Grofie > 2

Noch keine eindeutige Aussage iiber J machbar, also berechne
Kern(A — I5)? = Kern(0) = R°
= J hat 6 — 4 = 2 Kdstchen der Gréfie > 3

100000
110000
011000
(X _1)3 _
= MP4(X)=(X—-1)°=J 000100
000110
000011
1
0
b) Wihle b; € Kern(A — Ig)* \Kern(A — I)?, z.B. b, = 8
—_——
=R6 0
0
0 -1
1 0
0 9 0
:>b2:(A—I6)b1: 0 5 ng(A—[G) 'b1: O
1 —1
0 0

Wiihle by € Kern(A — Ig)* \(Kern(A — I)? + < by >), 2.B. by =
—_————

=RR6

= by = (A—1Is) by = , bo=(A—1I)% by =

_— O = N O N
O W= = =W

_— O O O OO



=95 =

S OO oo

0 -1 0 2
1 0 00
0 0 0 2
0 0 01
1 -1 00
0 0 11

S W = = W

Nachrechnen: A= SJS ™! < J=S8"1AS

Losung I1. 2

a) A e R™™ symmetrisch = 3

STAS =

wobet ¢y, ca, . .

C1

C1
(&)

A positiv definit = ¢, ¢y, ..

2
&1

orthogonale Matrix S mit

C2

Ck

A

— A (Esgilt St =257)

Ck

., Cx paarweise verschiedene Figenwerte von A sind.
e >0

2 = (STAS)? = ST A%S,



d.h. A? ist diagonalisierbar und hat genau die Eigenwerte c3,c3, ..., c;. Diese sind
paarweise verschieden wegen: ¢; = ¢§ & |¢i| = |¢;| & ¢; = ¢;, denn ¢;,¢; > 0.
Damit ist gezeigt, dass A und A? die gleiche Anzahl an Eigenwerten haben.

Sei nun v ein Figenvektor von A zum Eigenwert c;. Dann gilt:
A*v = A(Av) = Acjv = ¢;Av = v, d.h. v ist Eigenvektor von A* zum Eigenwert c;.
Mit E; :=Figenraum von A zum Eigenwert ¢;, E; :=FEigenraum von A? zum FEigenwert
c? gilt also: E; C E; (= dim(E;) < dim(E;))
noch zu zeigen: FE; O Ez
A diagonalisierbar = R" = @ E; = n = > dim(E;)

i=1 i=1

A? diagonalisierbar = R™ = é Ei=>n= i dim(E;)
Angenommen E; 2 E;, = Jv é E; \ B = (jlzr;(]fz) > dim(FE;)
=>n= i dim(E;) < i dim(E;) =n  Widerspruch!

Also: Ez=§ E; -

b) Die gesuchte Matriz muss symmetrisch, aber darf nicht positiv definit sein. Betrachte

— 1 0 2X2
z.B. A= (0 _1> € R=*=2,

A hat die Eigenwerte 1 und —1 und die Eigenrdume < ((1)> > und < (?) >.

A? hat nur den Eigenwert 1 und den Eigenraum R?, d.h. insbesondere ist ! EV

1
von A2 aber nicht EV von A.

Losung I1. 3

Beweis durch Ringschluss: (1) = (i1) = (iii) = ().
Vorbemerkung: Bild(®) C Kern(V) < Y od =0 (%)

(i) = (i4) ¥,y €V (@0 W)(2),5) = (W(), B(y)) " "= (z, (W 0 @) (y)
Insbesondere gilt dies fiiry := (® o ¥)(x), also (P o \I/)( ), (o W) (x))

() pos def. zev bel.

(@0 W)(z) =0 Dol =0



(17) = (i1i) nach (ii) gilt: Ve,y € V : (U(x), P(y)) = (z, (Vo ®)(y)) =0

T2 Bild(®) L Bild(T)

(1it) = (i) z.z2.: (Vod)(z)=0Vr eV .
Yo,y €V (To®)(x),y) " (), U(y)) Y o

Insbesondere gilt dies firy := (Vo ®)(x), also (Vo ®)(x),(¥Vod)(z)) =0
(Vo ®)(x) =0 = Behauptung

def.
) pos.de

Losung I1. 4

a) (i) Die Isometrie ® hat beziiglich einer ONB des R? die (euklidische) Normalform

a 0 0
Agp = (0 cos(w) sin(w))

0 sin(w) cos(w)

mit a € {1,—1} und w € [0, 7.
Nach Voraussetzung ist —1 = det(®) = det(Ag) = a(cos’w + sin*w) = a
= a = —1 ist Figenwert von P.
(ii) Seien x € R? beliebig und v € R® v # 0 mit ®(v) = —v. Dann gilt:
PIsometrie
(®(2) + z,0) = (B(2),v) + (z,0) =" (2(z),v) + (B(x), 2(v))

=—v

= (®(x),v) — (P(x),v) =0, also (P(z) +z) L v VreR?

b) Wir bestimmen zundchst einen Eigenvektor v von ® zum FEigenwert —1 (existiert

nach a) (i) ).
Wegen a) (i) gilt:

1 1 V2 +12 1 V2+3
v iy =02+ ([2]=Vv2-2]+ (2] = V2
3 3 V2 3 V2+3

1 —1 V2 + 12 ~1 V2+8
UJ_yg:(I)((3>)+(3> }1(6\/52) +(3) }1(6\/§+10)
2 2 V2 2 V248



Also ist v € < y1,yp >T.
Elementare Umformungen von V243 V2 V243 ~s > 10 1
g V2+8 6V2-2 va+s)

1
ergeben: v = \% 0 | st normierter Figenvektor zum FEigenwert —1.

—1

Nun bestimmen wir den Drehwinkel w, indem wir ®(w) fir einen geeigneten Vektor
w aus < v >+ (Drehebene) berechnen:

1 1 1 2
we= (2] =(|2].,0)v= (2] +V2v=[2
3 3 3 2

Dann ist {(v,w) =0, also w € < v >+ und

1 1 V242 V2+1
d(w)=d(| 2| +vV20)=d([2]) +V22() = |V2-2]| —V2u=|V2-2
3 3 et V2 V241

Wegen [|@(w)|| = [[wl] = VI2 gilt:

— _(wow) 1 _
cos(w) = ety = 3V2 W=7

= sin(w) = /1 — cos?(w) = 1v2
Die Normalform von ® hat damit die Gestalt:

-1 0 0
Apg=10 3v2 —1V2
0 V2 V2

Losung I1. 5

a) Es gilt: ®(x1) =29 = 19 = P(x1) = (Po®)(21)) = P(x2) wund
D(x3) =24 = x4 = P(23) = (P o P)(3)) = @
= w9 und x4 sind Fizpunkte.

a1 Q12 a13 by
Weiter gilt: ®(x) = Ax +b mit A= |aa as a3 | und b= |be
31 ag2 ass3 b3



Also: O

— O O O = O

1. Komponente:

a11
12
ais

a1; —a12

2. Komponente:

a21
22
a32

Q21 —Q22

3. Komponente:

as1
asz2
33
a3z;r —as32
-1 -1
= A= 2

o O =
N—
|

a1
a21
a3

a2
22
32

+b, =
+by =
+by =
+b1 =

+by
+0bs

+bs =
+bs =
+bs =
+bs =

— = O O

1
1
—1
—1

o O O O

\

/: app = a2

\

/=> A21 = A22

\
/

= a31 = A3z = 433

=b =1

alp = —1
19 = —1
aiz = 0

CL21:2
CL22:2
CL32:O

:>b2:_1

=b3=0

= 31 = A3y = a3z = 2



b) Berechnung der Fizpunkte:
x Fizpunkt & ®(z) =2 © Av+b=2 & (A—I3)x=-b

-2 -2 0 |-1 1103
Also lose LGS 2 1 0|1 ]~1000]0
0O 0 =110 00 1]0
L- 1
= alle Punkte der Form x = A , A€ R sind Fizpunkte
0
0 (-

= g ={reR3|z=(1]+A , A € R} ist Fizpunktgerade

Diese Fizpunktgerade ist auch die einzige Fixgerade, denn:

g Fizgerade von ® & ®(g) =g < Pp+<r>)=p+<r> firg=p+t<r>
S VAeRIueR: Alp+ A Ir)+b=p+pur

S VAeRIueR: (A—L)p+b=pur— NAr

konstant in A = Ar=fjr
=nr

& (A-L)p+b—nr=0

Berechne zundchst die Eigenwerte von A :

~ 0 ist doppelter EW , 1 ist einfacher EW

interessiert uns nicht weiter

Die folgende Berechnung muss man nun fiir jede Fizrichtung d.h. fiir jeden normier-
ten EV zu jedem EW # 0 machen. Da wir aber nur einen EW # 0 haben und, wie
wir gleich sehen werden, der Eigenraum zu diesem Dimension 1 hat, hdlt sich das
Rumgerechne in Grenzen.



1
Eig(A,1) =< [ -2] >

0
1
Wihle r = | =2 | € Eig(A4,1)
0
—2 —1 0 -1\ (" 1
= A-Lp+b—nmr=0< |2 1 0 2| |P+[=1]=0
0 0 0 0 1273 0

Also lose LGS 2 1 0 2 1

Gauss
ANS e e

O Ol
o O O
O ol

1
~ 10
0

= L=

O ONi=
+
A
—_
V

Um die Anzahl der Fizgeraden in Richtung r zu bestimmen, missen wir £ im Fak-
torraum R3/ < r > betrachten. Da L dort einem Punkt entspricht, gibt es nur eine
Fizgerade in diese Richtung.

Losung II. 6

a) Die Quadrik bzgl. der Standardbasis hat folgende Form:

1 1 0 9\ 7
211 -1 2 |x+1|-6 r+ 1 =0
0 2 -2 4 ~




Bezeichnen wir den affinen Basiswechsel von T nach S mit ®, so gilt:

0 0 1 0
P(z)=(-1 1 —-1]az+|-1
1 0 0 0

:‘:,M =:t

Beziiglich unserer neuen Basis T hat die Quadrik dann die Form:

O(x)T - A-®(x) +07 - D(z) +¢c=0

& Mx+t)T-A-(Mz+t)+b" - (Mz+1t)+c=0
& (TMTA+tTA)(Mz+t) + 0" Mz +b"t+c=0
& 2TMTAMx +tTAMx + 2" MTAt +tT At + V" Mz + Tt +¢c =0
& ol (MTAM)x + (2tTAM + 0" M)z + (tT At + b7t +¢) =0
-7 3 4 a\"
s 23 -1 2 |a+|-4] 24+6=0
-4 2 =2 0

& — 7x% — x% — 2x§ 4+ 62129 — 8103 + 493 + 427 — 49 +6 =10

2?2 4 2m9 — 23 — 222 + daows — 211 — 629 + 423+ 1 =10
& (21 + 29 — 1) — 223 — 4wy + 4xox3 — 223 + 423 =0
<:>(I1+$2—1)2—2([E2—ZE3+1>2+2:0
@(%(ZL‘l—I—fL‘Q—1))2—($2—$3+1)2+1:O
<:>(x2—$3+1)2—(\/Lﬁ(xl—i—xg—l))Q—l:O
Mit Zi‘l Z:$2—$3+1

%’2 = \/Li(xl + o — 1)

T3 ‘= T3
folgt die Normalform: i3 —13—1=0

Dies ist tibrigens ein hyperbolischer Zylinder.

Die zugehorige Koordinatentransformation ist gegeben durch:

0 1 -1 1
1 1

CID(:L‘) == » 0 |xz+ —3
0 O 1 0



