Aufgabe I.1 (4 Punkte)

Es seien (G,0) und (H, x) Gruppen.
a) Wann heifit eine Abbildung ® : G — H ein Gruppenhomomorphismus?

b) Es seien &,V : G — H zwei Gruppenhomomorphismen. Zeigen Sie, dass
U:={geG|®(g)=¥(g);
eine Untergruppe von G ist.

c) Essei G = H = S5 die Gruppe der Permutationen von {1,2,3}. Finden Sie einen Homo-
morphismus ¢ : S3 — 53, fiir den die Untergruppe

{9 € S3| ®(g9) = g}

genau zwei Elemente enthélt.

Aufgabe 1.2 (4 Punkte)

Gegeben sei die lineare Abbildung

P : R2><2 N R2><2
a b . a—b c—d
c d b—c a—d |’
b) Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix von ® beziiglich der Basis

(DGO

a) Bestimmen Sie Kern &.

des R2*2,

Aufgabe 1.3 (4 Punkte)

Es seien V' ein Vektorraum und II : V' — V eine Projektion, das heiffit ein Endomorphismus
von V mit I1? = II. Weiter sei ® : TI(V) — TI(V) ein Isomorphismus. Zeigen Sie, dass fiir den
durch ¥(z) := ®(Il(x)), z € V, definierten Endomorphismus von V' gilt:

a) V= KemV¥ @ Bild V.

b) W ist genau dann eine Projektion, wenn & die Identitét ist.



Aufgabe 1.4 (4 Punkte)

Es sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber dem Koérper K. Zu einem Untervektorraum
U von V definieren wir den Untervektorraum

U = {o* € V* | 2*(u) = Ofiir alleu € U}

des Dualraums V* von V. Es seien nun U, W Untervektorrdume von V mit U N W = {0}.
Zeigen Sie:

a) Fiir alle w € W\ {0} existiert ein 2* € U, sodass z*(w) # 0 ist.
b) V* = U9 4 WO,
) V=U'o Wl = V=UasW.

Aufgabe 1.5 (4 Punkte)

Gegeben sei die komplexe Matrix

A = e C33,

o o Qe
o o
Q@ OO0

a) Zeigen Sie: Fir a,b, c € R ist A stets diagonalisierbar.

b) Bestimmen Sie fiir (a,b,¢) = (1,0,7) die Diagonalform A von A, sowie eine Matrix S mit
STIAS = A.

c) Zeigen Sie: Fiir (a,b,c) = (0, 1,7) ist A nicht diagonalisierbar.

Aufgabe 1.6 (4 Punkte)

Gegeben sei die reelle n x n-Matrix A,, = (a;;) durch

S 1 fiiri =lodery =1
v Qi1+ Qi1 firi > 1undj >1

Berechnen Sie det A,, zunéchst fiir n = 5 und dann allgemein.



Aufgabe I1.1 (4 Punkte)

Gegeben sei die reelle Matrix

2 3 -1 0
o 2 10
A= L1
-2 -3 -3 1

a) Bestimmen Sie die Jordan’sche Normalform A von A.

b) Zeigen Sie, dass es keine zu A &hnliche Matrix B mit der Eigenschaft

B? =

O O o
O O = O
O = O O
_ o O O

gibt.

Aufgabe I1.2 (4 Punkte)

Es seien V' ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-), U # V
ein Untervektorraum von V' und II die Orthogonalprojektion von V' aut U. Zeigen Sie die
Aquivalenz der folgenden Aussagen:

a) dim U = dim V' — 1.

b) Fiir alle z,y € V mit (z,y) = 0 und (II(z),[I(y)) = 0 gilt z € U oder y € U.

Aufgabe II.3 (4 Punkte)

Gegeben sei der Vektorraum R™ versehen mit dem Standardskalarprodukt (-,-). Weiter sei
® : R" — R" ein Endomorphismus mit Abbildungsmatrix A beziiglich der Standardbasis.

a) Zeigen Sie:
(Vo e R": {z,®(x)) =0) = A=-A"

b) Es seien A = —AT und U C R" ein Untervektorraum. Zeigen Sie:

Uist ® — invariant <= U~ ist ® — invariant.



Aufgabe I1.4 (4 Punkte)

Im euklidischen Vektorraum R? (versehen mit dem Standardskalarprodukt) sei beziiglich der
Standardbasis ein Endomorphismus ® von R? durch die Abbildungsmatrix

3 1 1
i —1 —ivo
e L
1 1 1
V6 V6

gegeben.
a) Zeigen Sie, dass ® eine Isometrie ist.
b) Bestimmen Sie die euklidische Normalform von ®.

c) Geben Sie eine Orthonormalbasis des R? an, beziiglich der ® die Normalform annimmt.

Aufgabe IL.5 (4 Punkte)

Es sei V' ein n-dimensionaler unitédrer Vektorraum. Zeigen Sie:

a) Fiir jeden normalen Endomorphismus ® von V' lésst sich der zu ® adjungierte Endomor-
phismus ®* als Polynom von @ schreiben. Genauer gilt:

dag,...,a, € C: P~ :Za,@i.
i=0

b) Sind ®, ¥ zwei normale Endomorphismen mit ® o ¥ = Wo &, so ist der Endomorphismus
® o U normal.

Aufgabe I1.6 (4 Punkte)

Im reellen dreidimensionalen affinen Raum R? sei beziiglich des Standardkoordinatensystems
eine Quadrik @ gegeben durch

Q: 2x§ — x§ + 221209 — 22123 + 201 + 229 + 223 = 0.
(a) Fiir welche a € R liegt der Punkt (0,1, a) auf der Quadrik?

(b) Bestimmen Sie die affine Normalform von Q und geben Sie ein affines Koordinatensystem
an, beziiglich dessen Q die Normalform annimmt.



Aufgabe I.1 (4 Punkte)

Es seien (G,0) und (H, x) Gruppen.

a)
b)

c)

Wann heifit eine Abbildung ® : G — H ein Gruppenhomomorphismus?

Es seien &, U : G — H zwei Gruppenhomomorphismen. Zeigen Sie, dass
U:={ge€G|2(g) =¥(g)}
eine Untergruppe von G ist.

Es sei G = H = S3 die Gruppe der Permutationen von {1,2,3}. Finden Sie einen Homo-
morphismus ® : S3 — S5, fiir den die Untergruppe

{9 € S3| ®(g9) = g}

genau zwei Elemente enthélt.

Losung:

a)

b)

Die Abbildung ® : G — H ist ein Gruppenhomomorphismus von (G, o) nach (H, %),
wenn fiir alle ¢y, g» € G gilt:

®(g1 0 g2) = P(g1) * P(g2).
Da & ein Gruppenhomomorphismus ist, ist ®(eg) das neutrale Element von H; dasselbe
gilt fiir ¥(eq). Daher gilt e € U, und U ist nicht leer.
Weiter gilt fiir g € U auch ®(g~') = (®(g))~' (analog auch fiir ¥),

_ _1 91,92€U _ _
Vg1,00 €U ®(grogy') = 0(gn) * (B(ga)) ™ " ET W(gr) * (U(ga)) ™ = U(gr 095",
also g1 o gy, ' € U.
Wir diirfen also das Untergruppenkriterium anwenden, und es folgt, dass U eine Unter-

gruppe von G ist.

Es sei 7 € S5 die Transposition, die 1 und 2 vertauscht:
7(1):=2, 7(2) :=1, 7(3) := 3.

Es gilt 72 = id(:= egs,), und daher ist U := {id, 7} eine Untergruppe von S3 mit zwei
Elementen. Wir benutzen den Signaturhomomorphismus

sgn: S5 — {1,—1}.
Es gilt sgn(r) = —1, und damit ist sgn|y ein Isomorphismus von U auf die Gruppe
{1, —1}. Die Umkehrabbildung nennen wir =.
Nun definieren wir den Homomorphismus ¢ : S3 — S5 als Komposition von = und sgn:

Vo € S3: ®(o) := Z(sgn(0)).

Dann gilt

~ [ id, falls sgn(o) =1,
(o) = { 7, falls sgn(o) = —1,

und ®(0) = 0 < o =id, 7. Somit ist
{o0€85;5|P(0)=0c}{id, 7} =U.



Aufgabe 1.2 (4 Punkte)

Gegeben sei die lineare Abbildung

P - R2><2 N R2><2
a b . a—b c—d
c d b—c a—d )’
b) Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix von ® beziiglich der Basis

=(oo) (o) (i) (ia)

a) Bestimmen Sie Kern ®.

des R?x2,
Lo6sung:

a) Aus der Definition von ® ergibt sich sofort

a b a—b c—d 00
Q)((C d>):(b—c a—d)z(() 0> A a:b’bzcac:dgd:a.

Also gilt:
a a
Kern@-{(a a)]aeR}.

b) Wir bestimmen zunéchst die Abbildungsmatrix A von ® beziiglich der geordneten Basis

= on) (Vo) (o0) (o)

Einsetzen der einzelnen Basisvektoren in @ liefert

1 0 -1 0
0 -1 1 0
A=10 1 0 1
1 0 0 -1

Die Basiswechselmatrix von B zu B’ ist gegeben durch

@)

I
O = O
OO =
_ o O =
O~ = O

und somit ist die Abbildungsmatrix A von @ beziiglich B gerade

A=S"1AS.



Mittels des Gauss-Algorithmus berechnet man

1 -1 1 -1
1 1 1 -1 -1

_1 _ .

5= 2 o 0 0 2|’
-1 1 1 1
und wir erhalten
— 0 0
A=



Aufgabe 1.3 (4 Punkte)

Es seien V' ein Vektorraum und II : V' — V eine Projektion, das heiffit ein Endomorphismus
von V mit IT? = II. Weiter sei ® : TI(V') — TI(V) ein Isomorphismus. Zeigen Sie, dass fiir den
durch ¥(z) := ®(Il(z)), v € V, definierten Endomorphismus von V' gilt:

a)
b)

V = Kern ¥ @ Bild .

U ist genau dann eine Projektion, wenn ® die Identitét ist.

Lo6sung:

a)

® ist injektiv, also gilt:
U(zx)=d(Il(z)) =0 < I(z)=0 <« z€ Kernll.

Somit ist Kern ¥ = Kern II.
® ist auBerdem surjektiv, woraus sofort Bild ¥ = II(V') = Bild II folgt.

Da II Projektion ist, gilt V = Kernll & Bild I, und es folgt die Behauptung.
Falls ® = idy ist, so gilt ¥ = II, also ist ¥ Projektion.
Es sei also ¥ eine Projektion. Falls @ # idpv) gilt, so existiert ein y € II(V) mit der

Eigenschaft ®(y) # y. Da @ injektiv ist, folgt daraus ®(P(y)) # P(y). Weil auBerdem
II(z) = = fur alle z € II(V) ist, ergibt sich deshalb

U (y) = (I(2(I1(y)))) = ©(2(y)) # L(y) = (I(y)) = Y(y),

und ¥ wére keine Projektion.



Aufgabe 1.4 (4 Punkte)

Es sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum. Zu einem Untervektorraum U von V definieren
wir den Untervektorraum

U = {o* € V* | 2*(u) = Ofiir alleu € U}

von des Dualraums V* von V. Es seien nun U, W Untervektorrdume von V mit UNW = {0}.
Zeigen Sie:

a) Fiir alle w € W\ {0} existiert ein z* € U, sodass z*(w) # 0 ist.
b) V*=U"+ WO
) V*=U'o Wl = V=UasW.

Losung: Sei dim V' =: n in dieser Aufgabe.

a) Wir ergidnzen w =: by zu einer Basis {b, ..., b,} von W. Sei weiter {b,11, ..., b,} eine Basis
von U. Wegen U NW = {0} ist dann die Vereinigung {by,...,b,} eine Basis von U + W.
Wir ergédnzen diese weiter zu einer Basis von V' und erhalten {by,... b4 bgs1,-.., 00}
Bezeichnen wir mit {bj,...,b}} die zugehorige Dualbasis des Dualraums V* von V, so
gilt:

bi(w) =bj(b1) =1#0und bj(b;) =0fir j=p+1,...,q.

. Damit ist b (u) = 0 fiir alle w € U. Mit x* := bj folgt also die Behauptung.

b) Wegen U°, W° C V* geniigt es zu zeigen, dass dim(U° + W?) = dim V* = n gilt.
Aus dem Aufgabenteil (a) konnen wir folgern, dass {07, ..., 05,07 ,..., b} } eine Basis von
UV ist: Einerseits liegen diese Vektoren alle in U° und sind linear unabhiingig, andererseits
ldsst sich jede Linearform ¢ € U als Linearkombination ¢ = """ | \;bf schreiben. Wegen
Aj =¢(b;) =0 fiir alle j =p+1,...,q folgt die Zwischenbehauptung.
Analog folgt, dass {b%,,,...,05} bzw. {bZ,,...,b;} Basen von W bzw. U’ N W° sind.
Mit dem Dimensionssatz ergibt sich nun

dim(U°4+W° = dimU°+ dim W° — dim(U° N W°)
= (n—dimU)+ (n—dimW) - (n —dimU — dim W) = n.

c) Nach Aufgabenteil (b) ist die Aussage V* = U® @ W #quivalent zu dim(U° N W?) = 0.
Dies ist aufgrund der Rechnung in (b) dquivalent zu n = dim U + dim W. Wegen der
Voraussetzung U N W = {0} gilt dies genau dann, wenn V =U @& W.



Aufgabe 1.5 (4 Punkte)

Gegeben sei die komplexe Matrix

a)
b)

c)

A = e C33,

o o Qe

b
a
0

2 OO

Zeigen Sie: Fiir a,b,c € R ist A stets diagonalisierbar.

Bestimmen Sie fiir (a, b, ¢) = (1,0, 7) die Diagonalform A von A, sowie eine Matrix S mit

S1AS = A,

Zeigen Sie: Fiir (a,b,c) = (0,1,47) ist A nicht diagonalisierbar.

Lo6sung:

a)

b)

Die Matrix A ist reell und symmetrisch, somit ist A sogar iiber R diagonalisierbar. (Spek-
tralsatz!)

Es gilt

107

A=1(10 1 0

701
Das charakteristische Polynom lautet dann det(A — zE) =--- = —(x 4+ 6)(z — 1)(z — 8)
und die Diagonalform ist

-6 0 0

A=|0 10
0 0 8

Um eine Matrix S zu bestimmen, benotigen wir die Eigenrdume. Diese kann man jedoch
leicht erkennen, wenn man sich die Matrix A genau anschaut (ansonsten sind die Rech-

1 0 1
nungen auch nicht schwierig). Es gilt: E.¢ = [| 0 |],E; =[|1]|] und Es = [[ 0 |].
—1 0 1
Wir kénnen somit
1 01
S=10 10
-1 0 1
wéhlen.
Es gilt
01 4
A=11 0 0
t 00
Das charakteristische Polynom lautet dann det(A — zE) = —z3. Das heifit, 0 ist der

einzige Eigenwert von A. Da A offensichtlich nicht die Nullmatrix ist, kann A somit nicht
diagonalisierbar sein.



Aufgabe 1.6 (4 Punkte)
Gegeben sei die reelle n x n-Matrix A,, = (a;;) durch
e — 1 firi =loderj =1
v Q1,5 + ;51 flire > 1 undj >1

Berechnen Sie det A,, zunéchst fiir n = 5 und dann allgemein.

Losung: Zunéchst gilt
det A, = det (1) =1

det Ay = det(1 1) =2-1=1

1 2
-1 +
1
1 11 -1 1 11 1 00
detAs = det |1 2 3 713+ =det |0 1 2 =det |0 1 1 =det Ay =1
1 3 6 3+ 01 3 01 2

Dies fiihrt zu der Behauptung, dass det A,, = 1 gilt fiir alle n € N. Insbesondere die Berechnung
von det Az zeigt, wie man in einem Induktionsschluss det A,, aus det A,,_; berechnen kann. Wir
fithren dies aus und haben damit nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion die Behauptung
bewiesen.

det An = det(aij)

-1
1 2 - j=1  j j+41 - n |33+
: . :

= det |1 =1 - @121 G-1j G141 0 Gicip (J—l
-1 +

1 l o G-t Qi 5 Aij+1 0 Qi —(_‘
: : —1

Lon e @nja Gnj o Gngyr ot Gop i




-1 +
-1 + -1 +
-1 +
11 1 1 1 1
01 J—2 g—1 7 n—1
= det |0 1 A;—1,j—2 QAj—1j5-1 Qi-15 *°° Qi—1n-1
0 1 - a2 Qj5—1 Qi1 1 Qin-1
L o R N B
10 0 0 0 0
1 1 1 1 1
= det {0 1 --- a;—25-2 Aj—2j5-1 Aj—25 - Aj—2n-1 =det A,
o1 - A;—1,5—-2 Ai—1,5-1 Gi—151 - Ai—1p—1
o1 .- Qp—14-1 QAn—-1j5 Apn—1j5 *** QGp-1n-1

Hierbei wurde jeweils die Rekursion verwendet, und zwar bei den Zeilenumformungen in der
Form a; ; — a;—1; = a; j—1 bzw. bei den Spaltenumformungen als a; ; — a; j—1 = a;—1 ;.



Aufgabe I1.1 (4 Punkte)

Gegeben sei die reelle Matrix

2 3 -1 0
o 2 10
A= L1
-2 -3 -3 1

a) Bestimmen Sie die Jordan’sche Normalform A von A.

b) Zeigen Sie, dass es keine zu A &hnliche Matrix B mit der Eigenschaft

4 0 00
1400
2 _
B = 0040
0001
gibt.
Losung:
a) Fiir das charakteristische Polynom p von A gilt:
2-Xx 1 -3 0
0 3-X 3 0
p= =(1-X)2-X)*
1 Losox o
—2 -3 -$ 1-X

Der Jordanblock zum Eigenwert 1 hat also die Lénge 1.

Der Eigenraum F5 zum Eigenwert 2 ist Losung des homogenen linearen Gleichungssystems

1 1
0 2 2 0 0 1 1 0
2 T2
1 1
0 2 2 0 1 1 1 0
- 2 2

Die letzte Matrix hat offensichtlich Rang 3, also gilt dim Fy = 1. Damit gibt es genau ein
Jordankéstchen im Jordanblock zum Eigenwert 2. Deshalb ist die Jordan’sche Normalform



A von A gegeben durch

2000
. 1200
A=10120

000 1

Da B idhnlich zu A sein soll, ist B auch #dhnlich zu A. Es exitiert also eine invertier-
bare Matrix S € R** mit der Eigenschaft B = S~'AS. Fiir B? ergibt sich daraus
B? = S71A2S: B? ist also dhnlich zu A?, insbesondere haben also beide diesselbe
Jordan’sche Normalform.

Nun gilt aber

A? =

2

— s
S = =~ O
O = O O
_ o O O

0
Somit besitzt A% das charakteristische Polynom (1 — X)(4 — X)3.

In der Jordan’schen Normalform von A? (und B?) hat der Jordanblock zum Eigenwert 4
also die Lange 3.

E, ist die Losungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems

S = = O
O = O O
o O OO
w o OO

hat also offensichtlich Dimension 1. Damit ist die Jordan’sche Normalform von A (und
B?) gegeben durch

4 0 00
1 400
01 40
0 0 01
Da andererseits die Matrix
4 0 0 0
1 400
0 0 40
0 0 01

ebenfalls in Jordan’scher Normalform ist, und diese nicht mit der von A iibereinstimmt,
kann es keine zu A dhnlich Matrix mit der gesuchten Eigenschaft geben.



Aufgabe I1.2 (4 Punkte)

Es seien V' ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-), U # V
ein Untervektorraum von V' und II die Orthogonalprojektion von V' aut U. Zeigen Sie die
Aquivalenz der folgenden Aussagen:

a)
b)

dim U = dim V — 1.
Fiir alle z,y € V mit (x,y) = 0 und (II(x),I1(y)) = 0 gilt x € U oder y € U.

Lo6sung:

(a)=(b)

Es gilt V = U & U+ und deshalb
dimV = dimU +dimU* = dimV — 1+ dimU™.
Hieraus ergibt sich dim U+ = 1. Seien nun z,y € V beliebig. Wegen x = u +w mit u € U
und w € U+ gilt Tl(z) = v und z — I(z) = w € U*. Ebenso ist y — I(y) € U~.
Gilt nun
<:B,y> = <H($)aH(y)> =0,

so ergibt sich
0 = (z,y) = (x—(z) +(z),y — Ly) + L(y)) =

(z —1(z),y — (y)) + (z — I(z),11(y)) + ((x),y — IL(y)) + (IL(z),11(y)) =
(z = Il(z),y — () + (I(z),1(y)) = (z—1(z),y - (y)).
Wegen z — I(z),y — l(y) € U+ und dim U+ = 1 sind z — I[I(z) und y — I(y) linear
abhéngig, sodass aus der letzten Gleichung = — II(x) = 0 oder y — II(y) = 0 folgt. Dies
ist aber gleichbedeutend mit x = Il(z) € U oder y = Il(y) € U.

Wir miissen zeigen, dass dim U+ = 1. Die Gleichung dimV = dim U + dim U+ liefert
dann die Behauptung.

Wir nehmen dim U+ # 1 an. Wegen U # V ist dann dim U+ > 2. Also gibt es z,y € U*\
{0} mit (z,y) = 0. Wegen II(z) = II(y) = 0 gilt (II(z),II(y)) = 0. Nach Voraussetzung
folgt damit o € U oder y € U. Wegen U N U+ = {0} ergibt sich 2 = 0 oder y = 0, im
Widerspruch zur Voraussetzung. Es muss also dim U+ = 1 gelten.



Aufgabe I1.3 (4 Punkte)

Gegeben sei der Vektorraum R™ versehen mit dem Standardskalarprodukt (-,-). Weiter sei
® : R" — R" ein Endomorphismus mit Abbildungsmatrix A beziiglich der Standardbasis.

a) Zeigen Sie:
(Vz e R": (z,®(x)) =0) = A=-AT

b) Seien A = —AT und U C R" ein Untervektorraum. Zeigen Sie:
Uist ® — invariant <= U ist ® — invariant.
Losung:
a) Es bezeichne (e, es,...,¢e,) die Standardbasis und A = (a;;)1<; j<n. Dann gilt fiir alle

i,je{l,...,n}:

(€i, D(ey)) = <6iazakjek> = Zakj<ei7€k> = aj(ei €) = aij.
k=1 k=1

Es gelte nun fiir alle z € R" : (x, ®(z)) = 0. Mit z = ¢; folgt hieraus direkt

0 = <€i, @(el)> = Agj;-
Seien nun 1 < i < 7 < n. Dann folgt
0 = (eitejPeite5)) = (ei+ej,Ple;) +Pley)) =
(ei, ®(ei)) + (e, P(ej)) + (€5, (es)) + (ej, P(ey)) =
Qi + aij + aji + Cij = CLij + CL]‘Z'.
Es ergibt sich also a;; = —ay; fiir alle i, j € {1,...,n}, mithin A= —AT.

b) =-Richtung: Es bezeichne ®* die zu ¢ adjungierte Abbildung. Nach Voraussetzung gilt
®* = —®. Sei nun U P-invariant und x € UL beliebig. Dann gilt fiir alle u € U :

da ®(—u) € U. Also gilt ®(z) € U*+.
<-Richtung: Wir haben eben gesehen dass, aus der ®-Invarianz von U+ die ®-Invarianz
von (UL)l folgt. Wegen (Ul)L = U folgt damit bereits die Behauptung.



Aufgabe I1.4 (4 Punkte)

Im euklidischen Vektorraum R? (versehen mit dem Standardskalarprodukt) sei beziiglich der
Standardbasis ein Endomorphismus ® von R? durch die Abbildungsmatrix

L
e G
VRV

gegeben.

a)
b)

c)

Zeigen Sie, dass ® eine Isometrie ist.
Bestimmen Sie die euklidische Normalform von .

Geben Sie eine Orthonormalbasis des R? an, beziiglich der ® die Normalform annimmt.

Lo6sung:

a)
b)

Rechne nach AAT = E.

Berechne die Eigenwerte von

3 1 0
2 2
A+AT=| -1 % 0| =B
0 0 1
3y 1 0
2 2 3 1
-5 2-X 0 :(5—)\)2(1—)\)—1(1—/\):—()\—1)20\—2).
0 0 1—A

® + &* hat den Eigenwert 2 mit der Vielfachheit 1 < ® hat den Eigenwert 1 mit der
Vielfachheit 1.

®+®* hat den Eigenwert 1 mit der Vielfachheit 2 < in der Normalform von ® tritt genau

1 3
2/2 = 1 Drehkéstchen der Gestalt ( A1 ) auf. Die Normalform von ® lautet also
2 2
1 0 0
1 3
0% 3
Sei FE.—s der Eigenraum von ® + ®* zum EW 2, dann ist {x1} mit z; = (\/Li’ —\%,0)T

1 _1

5 0
2 T2
eine ONB von E._, (Bestimme dazu Kern(B — 2F) =Kern| —3 —3 0 |). {1} ist
1

0 0
eine ONB des Eigenraums E._; von ¢ zum EW 1.
Wir bestimmen nun ein vy im Eigenraum von ® + ®* zum EW 1 mit |Juy|| = 1:
1 1 L
Lo % .
Kern(B —1- FE) =Kern| —35 5 0 = 7 | =ve| . Sel vy = Q(vg) =
0 0 0 0



(ﬁi’ ﬁ, ?)T Wir ergénzen nun zs := vg mit dem Gram-Schmidtschen Orthogona-

lisierungsverfahren zu einer ONB {zy, 73} von [vs,v3]. Es ergibt sich z3 = (0,0,1)". Die
gesuchte ONB lautet also

1 1
V2 2 0
1 4 0
vz oty v |
0 0 1



Aufgabe I1.5 (4 Punkte)

Es sei V' ein n-dimensionaler unitdrer Vektorraum. Zeigen Sie:

a)

b)

Fiir jeden normalen Endomorphismus ® von V' lésst sich der zu ® adjungierte Endomor-
phismus ®* als Polynom von @ schreiben. Genauer gilt:

dag,...,a, € C: P~ :Zaiq)i.
i=0

Sind ®, ¥ zwei normale Endomorphismen mit ® o ¥ = U o @, so ist der Endomorphismus
® o ¥ normal.

Losung:

a)

Da ® normal ist, gibt es eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren (Spektralsatz fiir nor-
male Endomorphismen). Wir wéihlen solch eine Orthonormalbasis {by,...,b,}, und be-
zeichnen mit ¢; € C die zugehdrigen Eigenwerte:

Vie{l,...,n}: ®(b;) = c;b;.
Bekanntlich gilt fiir die adjungierte Abbildung ®* dann

Vi€ {L....n} s @°(b)) = b,
wobei ¢; die zu ¢; konjugiert komplexe Zahl ist.

Wegen der Lagrange-Interpolationsformel gibt es ein komplexes Polynom Y X", das
ausgewertet bei den Zahlen c¢; die Werte ¢; annimmt.

Dann gilt fiir jeden Basisvektor b;:

n

(Z a;®")(b;) = Zai(q)i(bj)) = Zai(cﬁ “by) = (Z a;c}) - by =T - by = *(by).

Die zwei Endomorphismen ®* und Y 7  a;®’ stimmen also auf einer Basis iiberein, und
sind damit gleich.

Aus @ o U folgt per Induktion sofort, dass fiir alle ganzen Zahlen ¢ > 0 gilt:
Dol =Tod
Nach Teil a) kénnen wir ®* schreiben als >, a;®", fiir geeignete a; € C. Es folgt

P oU = (Y ad) ol =Y a(® o0

i=0 , .
= E?:o a;(Vod') =Vo (Z?:o a;®')
= o O*,

Analog gilt auch ® o U* = U* o ®. Das fiihrt zu

(PoW)o (PoT)* = (PoVW)o (T od*)=T*o (PoW)od*
=V od* o (PoV)
— (®o) o (0o D)

und das sagt laut Definition gerade, dass ® o ¥ normal ist.



Aufgabe I1.6 (4 Punkte)

In einem reellen dreidimensionalen affinen Raum
R3 seien beziiglich des Standardkoordinatensystems eine Quadrik Q gegeben durch

Q: 293% — $§ + 22129 — 22123 + 221 + 229 + 223 = O.
(a) Fiir welche a € R liegt der Punkt (0,1, a) auf der Quadrik?

(b) Bestimmen Sie die affine Normalform von Q und geben Sie ein affines Koordinatensystem
an, beztiglich dessen Q die Normalform annimmt.

Lsung:
(a): (0,1,0) € Q+=2—-a’>+2+2a=0<=a>-20—4=0<=>a=1%++5.
(b):  Normalform von Q:

2$% — a:% + 2x109 — 221203 + 201 + 229+ 2203 = 0
Quadratische Ergédnzung ergibt

)] —2(

.731—'—1
2

33'1—{—1

5 )2 — (3 +223(zy — 1) + (21 — 1)} + (21— 1)* + 22, = 0

2[26% + a9+ 1)+ (

Daraus folgt

1 1 1
2(1’2 + §I1 + 5)2 - («773 + 7z — 1>2 + §($1 — 221 + 1)2 =0,

also

1 1 1
2(1}2 + 51}1 + 5)2 — ($3 + 1 — 1)2 -+ 5(.1'1 — 1)2 = 0.

Mittels der affinen Abbildung ¢, die durch
Y1 = \/5(%$1+IE2+%) = \%xl—&—\/i@—i—\%
Y2 = \%(-’ﬂl—l) Z\%fm—%

Ys = I + T3 — 1

gegeben ist, erhalten wir die Normalform von ¢(Q) im gegebenen Koordinatensystem

yi+vys —y; =0,

also ist Q ein Kegel.

QO selbst nimmt diese Normalform bezglich des neuen Koordinatensystems
(0™ HO); @7 (ey), 7 (eg), P (e3) an, wobei ® die zu ¢ gehérende lineare Abbildung
ist.

Bezglich der Standardbasis gehort zu ® die Abbildungsmatrix

V2 V2 0
A= 4v2 0 0 [,
1 0 1



also zu ®~! die Abbildungsmatrix

ATl =

N |+
OSO
O
|
&

Damit gilt fiir ¢!

o )=A"ls A —L

Somit lautet das gesuchte Koordinatensystem

1
V2
1
V2
—1

<N

_ o O



