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Aufgabe 41

Ein Bitstrom X, bei dem mit Wahrscheinlichkeit 5 > % Nullen auftreten, werde
ebenfalls in einen Bitstrom Y transformiert:

X: ---0000010000001001000000000000010000000000010000000 - - -

Y: ---01011110111110101100101 - - -

Um zu komprimieren, soll Y naheliegenderweise eine Lauflingenkodierung von X
sein:

X: ---000001 0000001 001 0000000000 0001 0000000000 01 0000000 - - -
e A — e ——N
0111 1011 11 1010 11 001

Es werden also immer Metazeichen der Form 2 = 0"1 Huffman-kodiert.

a) Stellen Sie eine Kodierungstabelle fiir die Metazeichen 0”1 auf.

Waihlen Sie fiir das maximale n den Wert npya.x = 9. Berechnen Sie zunéchst
die Auftrittswahrscheinlichkeiten fiir die Metazeichen (Worter der Eingabe)
1, 01, 001, ..., 0™m=x1 und 0™==xQ, wenn 3 = 85% gewihlt wird. (Es geniigt,
wenn Sie mit vier Nachkommastellen rechnen.)

Gehen Sie so vor, daf (bei Verzweigungen von zwei Huffman-Kodewortern mit
gleichem Préfix) stets die unwahrscheinlichere Alternative mit “0” und die
wahrscheinlichere mit “1” kodiert wird. Hierdurch wird die Kodierungstabelle
eindeutig festgelegt.

b) Die Ausgabe — der von Thnen ermittelte Huffman-Kode — sei mit Y bezeichnet.
Berechnen Sie die (relative) Redundanz von Y und vergleichen Sie sie mit der
Redundanz des urspriinglichen Bitstroms (der Eingabe) X.

¢) Wiihlen Sie nun 8 = 90% und wieder ny,.x = 9. Ermitteln Sie einen Huffman-
Kode fiir die Lauflingenkodierung.

Wie grof§ ist nun die relative Redundanz der Ausgabe Y?

d) Was passiert fiir npax — 00?



Aufgabe 42 wird korrigiert: %+3+3+3+% bzw. 4+2+4=10 Punkte

Wir bieten wieder zwei alternative Aufgabenstellungen an. Es muf3 nur eine der beiden Alternativen

korrekt bearbeitet sein, um volle Punktzahl zu erlangen.

Alternative 1: Multiplizieren Sie zwei in Koeffizientendarstellung gegebene Po-
lynome
filx) =3z +2 und folz) = =222 + 2 +3

mithilfe der Schnellen Fouriertransformation (FFT).
a) Wie viele Stufen (logn) mufl Thr FFT-Schema haben?

Wieviele (n) Stiitzstellenwerte w? benotigen Sie?
Welchen Wert hat also w?

b) Transformieren Sie f; durch vorwirts-FFT in Stiitzstellendarstellung.
c¢) Transformieren Sie fo durch vorwirts-FFT in Stiitzstellendarstellung.

d) Multiplizieren Sie die Werte von f; und fo an den Stiitzstellen miteinander.
Transformieren Sie das so erhaltene Produkt durch riickwéarts-FFT wieder in
Koeffizientendarstellung.

e) Welches Ergebnis bekommen Sie, wenn Sie die gegebenen Polynome ohne FFT
multiplizieren? (Proberechnung)

Alternative 2:

a) Fithren Sie fiir die Zeichenkette w = SUPERDUPER eine Burrows-Wheeler-
Transformation durch und geben Sie die Ergebniszeichenkette v an sowie den
Startindex k fiir den Riicktransformationsalgorithmus.

b) Geben Sie eine sowohl eine Lauflingen- als auch eine move-to-front-Kodierung
fiir v an.

Anfangswerte fiir diese Kodierung seien

D|E|P|R|S|U
0112|345

c) Fithren Sie fiir die Zeichenkette v = MIINNAEESL eine inverse Burrows-
Wheeler-Transformation (Dekodierung) durch; der Startindex! sei k = 8.

IWir beginnen bei Eins zu zdhlen, nicht bei Null.



Aufgabe 43

Betrachten Sie fiir n = 23 das 3-stufige Butterfly-Schema der Schnellen Fourier-
transformation (FFT) genauer: Gegeben sei das Polynom

7
f@)=> aa’  mit  (a;)i=o..,7 =(0,0,0,1,1,1,0,0)
1=0

a) Fiillen Sie die Eintrige des dreistufigen Butterfly-Schemas mit den konkreten
Zahlenwerten fiir die Zwischen- und Endergebnisse:

a (0 ) ) F(@Y)
ao /;)\ //% P
a--(0) .A () fe5)
a0 < XX SICE
o ——0 04
a:- (0 ) é’é . f(co‘”‘)
ar - .v' fl@)
ar (1 a flo=)
a0 () \Q/ \Df(m)

Uberlegen Sie sich zunichst den Wert von w, und wie die Gewichte (zur Er-
mittlung der neuen Eintrége aus den alten) in den einzelnen Varianten der
einstufigen Basis-Schemata gewihlt werden miissen:

Stufe 3

Stufe 2 1

Stufe 1

1

(eine Variante)

?

(zwei verschiedene Varianten)

(vier verschiedene Varianten)

Beachten Sie aulerdem die Reihenfolge, in der die Koeffizienten a; an der
Eingabe anliegen miissen. (vgl. Skript)

b) Fithren Sie mit den in Teil (a) erhaltenen Funktionswerten
f(D), f(w), f(w?),..., f(w") eine inverse FFT durch, indem Sie das drei-
stufige Butterfly-Schema fiir @ := w™! = w* mit diesen Funktionswerten
fiittern.?

c) Beschreiben Sie mit eigenen Worten, wie (d.h. als was) das Element ag in
dem dreistufigen Schema aus (b) zustande kommt.
Tip: Da w = ¢ + ¢i einen irrationalen Real- und Imaginir-Anteil ¢ = /1/2 = 1/v/2 = v/2/2 =

sin45° = cos45° hat, schreiben Sie im dreistufigen Schema die Eintrdge besser als Linearkombi-
nationen von 1, q, 7, qi.

2Wie miissen die Gewichte fiir die Basis-Schemata hier gewihlt werden?
Sie sollten an der Ausgabe dann wieder die urspriinglichen Koeffizienten a; erhalten; bzw. das
23 = 8-fache davon, weil ja der Normierungsfaktor 1/n nicht beachtet wurde, vgl. Skript.



Aufgabe 44

Studieren Sie das JPEG-Kompressionsverfahren fiir fotografisches Bildmaterial.

a) Zeigen Sie, dafi die Basisterme der (eindimensionalen) Diskreten Kosinus-
Transformation

(2x + Dur

Ty =
() = cos 15

1 1
auf dem Intervall I = [—2 , 72} Sx

fiir verschiedene u € {0, 1, ..., 7} paarweise orthogonal sind.

b) Die Fourieranalyse im Komplexen bewiltigt Phasenverschiebungen von reell-
wertigen Signalen f(x) = I sin(a+wz) dadurch, dafl diese in die orthogonalen
reellen Komponenten b(w) = Isin(wz) und a(w) = [ cos(wz) zerlegt werden:
C(w) = a(w) + b(w) - 4. Der Betrag |C| = a? + b? gibt dann korrekt die Am-
plitude [ des urspriinglichen Signals, unabhéngig von der Phasenverschiebung
«, an (vgl. Vorlesung, Kapitel 5, Seite 27).

Wie reagiert die Kosinustransformation (die die ergéinzenden Sinus-Terme
nicht zur Verfiigung hat!) auf Phasenverschiebungen bspw. des Signals

f(x) = (_I)T fir z € {07 1727374a57677} ?

Was ist mit Phasenverschiebungen von

z o123 |45 |6]|7
glx) | 0 |4+1] 0 |—-1|0 [+1] 0 |-1

Konsultieren Sie dazu Kapitel 5.5 des Vorlesungsskripts.

Erbauliches zum Einstein-Jahr 2005, letze Folge:

“Wenn man nicht gegen den Verstand verstifst,
kann man iberhaupt zu nichts kommen.”



