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Aufgabe 30

a) Es sei m < n. Dann gilt wegen

1 1 1 1
H{—, ., — = - —log— = 1
(1o2) © Sl o
11 11
H(—, .., - = - —log— = 1
(n, n) ;n og ogn
und der strengen Monotonie der Logarithmusfunktion (m < n < logm <
logn) auch
1 1 1 1
m m n n
b)

1 1 1 1 a
H (,...,) + H (,...,) @ logm + logn
m n

~ log(m-n) @ H(l 1)

PR
mn mn

c¢) Das Axiom

H(p17-~~7pr7pr+la'“apn) = H(aab) +GH(&,,&) +b'H<pr+1a“'a&)
a a b b
mit a= Zpi b= Z Di
i=1 i=r+1

148t sich induktiv aus der einfacheren Form, quasi dem Basisfall®

D1 D2 D3
H(p1,po, = H , Do+ +pi- H|— + +p3)-H ,
(Pl D2 P3) (Pl D2 p3) D1 <p1> (pz P3) (p2+p3 p2+p3>

=—-1logl=0

gewinnen, dessen Giiltigkeit wir im folgenden zeigen wollen:

D2 D3
H(p1, p2+p3) + (p2+p H( )
(1 P2 ) (P2 ) p2 +p3 p2+ D3

Lder echte, triviale Basisfall wire natiirlich

H(p1,p2) = H(p1,p2) +p1 H (&) +p2 H (p£>,
P1 P2

=0 =0



= —(p1 logp1 + (p2 + p3) log(p2 +p3))

b2 D2 P3 D3
log + log >
D2 + D3 p2+p3s  p2+ D3 p2 +p3

—(p2 +p3) <

P2 b3
= - <P1 logp1 + p2 log(p2 + p3) + p3log(pe +p3) + p2log + p3log >
D2+ p3 P2+ p3

= - <p1 log p1 + p2 log(p2 + p3) +p3log(pz + p3)

— —_——~
+ p2(logpz — log(pz + p3) ) + ps(log ps — log(pz + p3) ))
= —(p1logpi +palogps +p3logps) = H(pi,p2,p3)

d) DaB
H(p,1-p) = *(plogp+ (1 —p)log(1 *p)>

in (0,1) > p stetig ist, folgt aus der Stetigkeit des Logarithmierens im Intervall
(0,1) sowie der Stetigkeit der Addition, Subtraktion und Multiplikation auf
ganz IR.

q. e. d.
Aufgabe 31
a) Es ist nach Claude E. Shannon
H(p,1-p) = —plogp —(1—p)log(l—p)

Im interessierenden Intervall [0, 1] sind beide Summanden, —plog p und —(1—
p)log(1 — p), konkav, wie die zweite Ableitung? zeigt:

(Z;(—Plogp) = C;;(—p nglogp} + [Cz)(—p)] logp)
- é(—pl:;]—k[—l]logp) = %(—1—10@)
= %(—1)+%(—logp) = 0+(—%) = —% < 0

(Die Argumentation fiir die Konkavitidt von (1 — p) lduft analog, aus Sym-
metriegriinden im Intervall [0,1].) Da also die zweite Ableitung sowohl von
—plog p als auch von —(1 — p)log(1 — p) im betrachteten Intervall negativ ist,
gilt dies auch fiir die Summe der beiden; auch sie ist konkav.

Dies heifit jedoch, daB die Funktion H(p, 1—p) selbst hichstens ein Extremum
(das ein Maximum ist!) auf [0,1] hat, und zwar genau dort, wo die erste
Ableitung Null wird:

dipH(;m 1—p) = d%( —plogp — (1 —p)log(1 —p))

= d%(*plogp) + %(* (1= p)log(1 — 1))

2wir wenden im folgenden zunichst die Produktregel (f-g)' = f-¢' 4+ f' - g an



= [(—p)z9 log p + d%(—p) logp)] +| (=1 -p) d%log(l —p) +d%( — (1 —p))log(1 —p)

—_———
(fog)'=g’-(f'o9)
1 1
= [+ s + | (- @ - 0 g
= [-1—logp|+ [l +log(1—p)] = log(l—p)—logp
Dieser Term, f(1 —p) — f(p), wird offenbar dann® Null, wenn 1 — p = p wird:

l1-p=p & 2p=1 & p:§

Hier liegt also ein bzw. das Maximum von H(p,1 — p) vor.

q. e. d.

Bemerkung: Wir haben beim Ableiten vorausgesetzt, dafl “log” hier der
natiirliche Logarithmus In = log,, ist,* wihrend doch in der Informationstheo-
rie der Zweierlogarithmus 1d = log, gebrauchlich ist, weil wir iiblicherweise
in der Einheit “bit” rechnen. Man hétte die Rechnung auch mit “Id” fiihren
kénnen, hitte aber ein paar unschone (konstante) Faktoren In 2 oder 1d e hin-
einbekommen, die sich aber schliefllich wieder herausgekiirzt hitten.

b) Fiir den biniren symmetrischen Kanal seien also die Ubertragungswahrschein-
lichkeiten wie folgt:

P(Y=0|X=0) = P(Y=1|X=1) = 1-3 ( kein Ubertragungsfehler )

P(Y=1]X=0) = P(Y=0|X=1) = p  (Ubertragungsfehler )

Gegeben: diese bedingten Wahrscheinlichkeiten
Gesucht: die Kanalkapazitit

Die Kanalkapazitét ist die maximal erreichbare Transinformation; maximiert
wird dabei tiber alle moglichen Quellenstatistiken, das sind die Wahrschein-
lichkeitsverteilungen P( X =z ) an der Eingabe.

Aufgrund der Symmetrie des Kanals, d.h. der Symmetrie der Ubertragungs-
wahrscheinlichkeiten P(Y|X), kann ausgeschlossen werden, daff das Maximum
der Transinformation H(X;Y") bei einer anderen Quellenstatistik als der sym-
metrischen angenommen wird. Setzen wir also diese symmetrische Quellensta-
tistik

P(X=0) = P(X=1) = g

voraus und berechnen die resultierende Transinformation H(X;Y"). Dies kann
prinzipiell auf zwei verschiedene Arten geschehen: entweder als

H(X;Y) = H(X) - H(X|Y)

3und zwar sogar genau dann, da die Funktion f = log streng monoton und somit injektiv ist
4konkret: beim Schritt (Inp)’ = 1/p



oder umgekehrt als
H(X;Y) = HY) - HY|X)

Wir zeigen hier nur der Vollsténdigkeit halber beide Varianten:

Erste Methode:
11
H(X) = H(,>
272
= 1 bit

Dieser Wert (fiir die binére Gleichverteilung) kann als bekannt vorausgesetzt
werden. Der Subtrahend H(X|Y') bestimmt sich zu

H(X|Y) = €y[H(X|Y:y)} ( Erwartungswert )
= P(Y=0)-H(X|Y=0)+P(Y=1)-H(X|Y=1)

P(Y=0)-H(P(X=0|Y=0),P(X=1|Y=0))
+P(Y=1)-HP(X=0|Y=1),P(X=1]Y=1))

Die bedingten Wahrscheinlichkeiten fiir die Fingabe in Abhéngigkeit von der
(gestorten) Ausgabe haben wir aber nicht. Mit einer einfachen, aber nicht
vollig trivialen Hilfsrechnung® kénnen diese aber aufgrund der Symmetrie des
Kanals als ebenso symmetrische P(z|y) = P(y|x) ermittelt werden. Und wei-
ter:

1 1

H(ﬁ71 _5)
= —flogp —(1—p)log(l—p)

Zweite Methode:

HY) = H (;, ;) ( vgl. Fuinote )

= 1 bit

5Es muB “riickwirts” gerechnet werden, um iiber die bekannten P(Y|X) die P(X|Y) zu gewin-
nen:

P(X=0,Y=0)
- P(y=0)

P(X=0)-P(Y=0|X=0)

P(X=0)-P(Y=0|X=0)+P(X=1)-P(Y=0|X=1)
l.n1=

2 2
Fiir die komplementire Wahrscheinlichkeit gilt natiirlich P( X=1|Y=0)=1-P( X=0|Y =
0 ) = B; die Fille fiir Y = 1 laufen analog. Noch leichter liee sich aufgrund der Symmetrie des
Kanals fiir die Ausgabestatistik zeigen, dafl

P(X=0|Y=0) =

P(Y=0) = P(Y=1) =



HY|X) = & H(Y|X:x)} ( Erwartungswert )
= P(X=0)-H(Y|X=0)+P(X=1) H(Y|X=1)

= P(X=0)-HP(Y=0|X=0),P(Y=1|X=0))
+P(X=1)-HP(Y=0]|X=1),P(Y=1|X=1))

S H(=5,6) + 5 H(5,1-0)

= —Blogf—(1—B)log(l—f)

Aufgabe 32

a)

Da dieser Informationskanal kein Gedédchtnis (also keine verschiedenen
Zustinde) hat, geschieht die Ubertragung der Bits unabhiingig voneinander.
Die Wahrscheinlichkeiten multiplizieren sich also:

P(1001/1100) = P(1]1)- P(0|1) - P(0[0) - P(1|0)
= 90%-10%-80%-20% = 1,44%

Die Quelleninformation erreicht (wie jede andere biniire Information auch)
genau dann ihr Maximum von H(X) = 1 bit, wenn beide Zeichen, 0 und 1,
gleich oft auftreten. Das heifit, wenn

1
po = PX=0) = 5 = P(X=1) = pm

ist. Dann gilt fiir den Empfang Y der Erwartungswert

P(Y=y) = Y p. -PY=ylX=n)
~ —
T Gewicht Wert

Mit den konkreten Werten fiir die p, erhalten wir:

P(Y=0) = %-80%4— % -10% = %-90% = 45%
PY=1) = %.20%+;90% _ %.110% —  55%
Die empfangene Information H(Y) ist also
H(Y) = H(45%,55%) =~ 0,9928 bit
H(Y)=1bit <  PY=0) = P¥Y=1) = %

Um daraus nun die Quellenstatistik pg,p; zu ermitteln, miissen wir
“riickwérts” rechnen, was auf das folgende lineare Gleichungssystem fiihrt:

1
3 = P(YZO) = 80%po + 10%p1



1
5 =PY=1) = 20%po+90%p

Das System ist leicht nach p; aufzulésen, indem man das 4-fache der zweiten
Gleichung von der ersten subtrahiert:

3
—5 = 10%p1 - 360%p1 = —35O%p1
3 3
= _— = — ~ 42
b1 2-350% 7 9%
4
p = 1-p = 7 ~ 57.1%

Und so ist schliefflich die Quelleninformation

43
H(X) = H(7,7> ~  0,9852 bit

d) Aus (b) wissen wir, daf} fiir py = p; gilt P(Y=0) < P(Y =1).
Aus (c) wissen wir, daB fir P(Y=0) = P(Y =1) gilt pg > p1.

Py P(Y) Py P(Y) Py P(Y)

b) c) d)

Offensichtlich® ist fiir den Kanal sowohl in Teil (b) als auch in Teil (c) po >
P(Y=0)und p; < P(Y=1).

Daher” muf es eine Quellenstatistik pg, p; geben, fiir die gilt
po=P(Y=1) bzw. p1 = P(Y=0)

Fiir diesen Betriebsmodus des Kanals wird dann H(X) = H(Y).

Aus pg = P(Y =1) erhilt man:

p
/—/iﬁ
po = P =1)=20%po+90% (1—po)

= 90% — 70%po

90% 9
= —_— = _— ~ 2
Po 1+ 70% 17 52,9%
1oy = 2~ a1
P = Po = 17 ~ ;170

Andere Lésung: Der Fall

6weil namlich die Ubertragung der “0” stirker gestért ist (20%) als die Ubertragung der “1”
(10%)

"weil es hier namlich stetig zugeht; wir kénnen also interpolieren



kann auch eintreten. Aus pg = P(Y =0) erhélt man:

p1

—
po = P =0)=280%po+ 10% (1 —po)
= 10% + 70%pq

10% 1
Po - 1_ 707% - g ~ 33,3%
2
P1 = 1— Po = g ~ 6677%

(In der Aufgabenstellung war allerdings nur eine der beiden Losungen gefragt.)

e) Die Gesamtinformation des Kanals berechnet sich aus den Wahrscheinlichkei-
ten aller kombinierten® Basisfille p(X =z A Y =y) = p(X =2,Y =y):

HX,Y) = H(p(0,0), p(0,1), p(1,0), p(1,1))

= H(80%po , 20%po , 10%p1 , 90%p1 )

Fiir die drei verschiedenen Betriebsmodi von b), ¢) und d) ergibt sich daraus
durch Einsetzen:

| [ b | o [ d d |
20 1/2 47 9/17 1/3
n 1/2 3/7 8/17 2/3
H(X,Y) ~ || 1,5955 bit | 1,5988 bit | 1,6004 bit 1,4716 bit

f) Aus der Gesamtinformation (vgl. Teil (e)) lassen sich leicht die beding-
ten Informationsgehalte, ndmlich Fehlinformation H(Y|X) und Aquivokati-
on H(X|Y), berechnen:

HY|X) = H(X,Y)-H(X)
H(X[Y) = H(X,Y)—H(Y)

H(X) und H(Y) haben wir bereits in Teil (b) und (c) berechnet; fiir Teil (d)
ergibt sich zunéchst:

9 8 .
HX)=HY) = H (17717> ~ 0,9975 bit
bzw. fiir die alternative Losung (vgl. (d))
12 .
HX)=HY) = H (3, 3) ~ 0,183 bit

GemiB obigen Formeln fiir die Fehlinformation und die Aquivokation bekom-
men wir schliellich:

| . b» [ o | d d |
H(X) 1 bit ~ 0,9852 bit | ~ 0,0975 bit ~ 0,9183 bit
H(Y) | ~0,9928 bit 1 bit ~ 0,975 bit ~ 0,9183 bit
H(X,Y) || ~ 1,5955 bit | ~ 1,5988 bit | ~ 1,6004 bit ~ 1,4716 bit
H(Y[X) |[ ~ 0,5955 bit | ~ 0,6136 bit | ~ 0,6029 bit ~ 0,5533 bit
H(X|Y) || ~ 0,6027 bit | ~ 0,5988 bit | ~ 0,6020 bit ~ 0,5533 bit

8nicht zu verwechseln mit p(Y =y|X =) oder p(X = z|Y = y)! Die Summe dieser bedingten
Wahrscheinlichkeiten wiirde ja auch nicht Eins ergeben.



Hier ist deutlich zu sehen, daf} trotz der relativ kleinen Fehlerraten des Kanals
(10% bis 20%) der GroBteil der Information “kaputt geht” im Zuge der —
vermeintlichen — Ubermittlung:

Die Aquivokation H(X|Y) macht in allen Féllen iiber 50% der an der Quelle
eingespeisten Information H(X) aus; iiber 50% der Quelleninformation gehen
also verloren.

Ebenfalls iiber 50% (also iiber die Hilfte!) der empfangenen Informati-
on H(Y), nimlich genau die Fehlinformation H(Y|X), ist storungsbedingt,
also Unfug: reine Pseudoinformation.

g) Die Transinformation H(X;Y) bezeichnet denjenigen Anteil der Quellenin-
formation H(X), der die Ubertragung “iiberlebt” und beim Empfinger Y
ankommt; also genau denjenigen Anteil der empfangenen Information H(Y),
der iiberhaupt von der Quelle X stammt (und nicht durch Stérungen verur-
sacht ist).

Sie 148t sich daher wahlweise durch eine der beiden Formeln berechnen:
H(X;Y)=H(X)- H(X|Y)
H(X;Y)=H(Y)-HY|X)

Mithilfe der schon in Teil (f) berechneten Werte erhalten wir:

| [ » [ o9 [ 4 4 |
H(X) 1 bit ~ 0,9852 bit | &~ 0,9975 bit = 0,9183 bit
H(X|Y) = 0,6027 bit 0,5988 bit 0,6029 bit 0,5533 bit
H(Y) ~ 0,9928 bit 1 bit ~ 0,9975 bit = 0,9183 bit
H(Y|X)~ 0,5955 bit 0,6136 bit 0,6029 bit 0,5533 bit
] H(X;Y) = H 0,3973 bit \ 0,3864 bit \ 0,3946 bit 0,3650 bit ‘

In allen vier Varianten (Betriebsmodi) werden also pro Bit Nenninformation

nur weniger als 0,4 bit Realinformation iibertragen.

h) Experimentell® 18t sich herausbekommen, daf8 die maximale Transinformati-

on fiir Quellenstatistiken in der Ndhe von

Do N 0,4825
P =~ \0,5175
erreicht wird. Diese mazimale erreichbare Transinformation

~
~

H(X;Y) 0,39775 bit

ist damit die Kapazitit C' des Ubertragungskanals:

C

max H(X;Y)
p€(0,1)

[H(X) - H(X\Y)}

max
p€(0,1)

max
p€(0,1)

{H(X) FH(Y) - H(X, Y)}

9d. h. numerisch, also: wahlweise durch eine Schleife, die po bzw. p1 im Intervall (0,1) fein
genug abtastet, oder durch eine Intervallschachtelung (was eleganter ist, aber nicht so schnell zu
programmieren)



= max {—(p~log2p—|—(1—p)-10g2(1—p))—
p€(0,1)

((80%p+10%(1—p)) 1og, (80%p+10%(1—p))+(20%p+90%(1—p))-log, (20%p+90%(1—p))) +

(80%p-10g2(80%p)+20%p-10g2(20%p)+10%(1—p)~10g2(10%(1—p))+90%(1—p)~10g2(90%(1—p)))] bit

(Sobald wir den Logarithmus zu einer bestimmten Basis ziehen, haben wir
uns damit auf eine Informationseinheit festgelegt. Da hier die Basis = 2 ist,
wird in “bit” gemessen.)

Aufgabe 33

a) Wir betrachten zunéchst Wahrscheinlichkeiten fiir den Wert der Zufallsvaria-
blen X; =: X und stellen fest:

3 1

(X=0)=7 P(X=1)=

Mit dieser stochastischen Bestimmung ist zugleich der Informationsgehalt der
Quelle @ (“ohne Gedéchtnis”, d.h. ohne Wissen iiber X;_1, X; o, ...) gegeben:

H(X) = H(P(X=0),P(X=1)) = 310g%,i

1
~1 logz ~ 0,811 bit

Dies ist somit der durchschnittliche Informationswert pro emittiertem Zei-
chen X;.

b) Ist das vorhergehende Zeichen X;_; (das wir nun der Einfachheit halber YV
nennen) bekannt, so #dndern sich — angesichts der Periodizitit der Folge — die
Wahrscheinlichkeiten fiir X; =: X (die ja nun bedingte sind):

P(X=0|Y=0) = P(X=0|Yy=1)=1

wl— Wl

P(X=1|Y=0)= P(X=1|Y=1)=0

Damit &ndert sich aber auch der Informationsgehalt. (Bereits vor jeder Rech-
nerei ist anzunehmen, dafl mit dem Vorwissen iiber Y die wirklich neue Infor-
mation, die X liefert, kleiner geworden sein muf.)

H(X|Y) = E P(Y=y)-HX|Y=y)
—— —_——— ——
Erwartungswert v Gewicht ‘Wert

= P(Y=0H(X|Y=0)+P(Y=1)H(X|Y=1)

1
= zH(X|Y:O)+ZH(X|Y:1)

3 21 1
1 (3’3>+4 L9
3 2 2 1 1
= 3 (21062 1 l) & 0.689 bit
4(3°g3 30g3> R

Dieser bedingte Informationsgehalt H(X |Y') ~ 0,689 bit ist, wie ja zu erwar-
ten war, signifikant kleiner als H(X) ~ 0,811 bit. Das Wissen iiber Y hat sich
also ausgezahlt.



¢) Die beiden vorausgehenden Zeichen (X;_o, X;_1) fassen wir als neue Zufalls-
variable Y zusammen. Analog der Vorgehensweise in Teil (b) betrachten wir
zunichst die bedingten Wahrscheinlichkeiten fiir alle moglichen'® Félle:

P(X=0]Y=(0,0)) = P(X=0|Y=(0,1)=1 P(X=0]Y=(1,0)=1

= N

P(X=1|Y=(0,0)) = P(X=1|Y=(0,1)) =0 P(X=1|Y=(1,0)) =0

Wir gehen analog wie in (b) vor und ermitteln den bedingten Informationsge-
halt H(X |Y) als Erwartungswert der konkret gegebenen Fille fiir das Vor-

wissen Y:
HX|Y) = Y P(Y=y) HX|Y=y)
——— —— —
v Gewicht ‘Wert

= %H(X 1Y =(0,0)) + %H(X 1Y =(0,1)) + %H(X 1Y =(1,0))

1 11 1 1
= §H (2,2) +1H(1’0)+ZH(1’0)
1 . 1 . 1 . 1.
= 5-1b1t+1~0b1t+1-0b1t = §b1t

Durch weiteres Vorwissen iiber X; o ist die neue Information von X ge-
geniiber (b) also — wie zu erwarten gewesen — weiter gefallen.

d) Diesmal ist in der Zufallsvariablen Y das Wissen iiber die drei letzten Zustinde
(Xt—3, X¢—2, X¢—1) enthalten. Die bedingten Wahrscheinlichkeiten von X stel-
len sich nun wie folgt dar:*!

P(X=0|Y=(0,0,0)) =0 P(X=0|Y=(0,0,1)) =1
P(X=1]Y=(0,0,0))=1 P(X=1]Y=(0,0,1)) =0

P(X=0|Y=(0,1,0))=1 P(X=0|Y=(1,0,0)) =1
P(X=1|Y=(0,1,0)) =0 P(X=1|Y=(1,0,0)) =0

(Bereits in dieser Aufstellung ist abzulesen, dafl nichts dem Zufall iiberlas-
sen bleibt.) Die formale Berechnung der bedingten Information iiber X lduft
folgendermafien:

HX|Y) = Y P(Y=y)-H(X|Y=y)
v Gewicht ‘Wert

= EH(X|Y:(0,0,0))+3H(X|Y:(0,0,1))

+ iH(X Y =(0,1,0)) + iH(X |Y =(1,0,0))

1 1 1 1
= JHO.1)+ JH(1,0)+ 1 H(1,0)+ ;H(1,0)

= 0

Wie schon geahnt (und vom “gesunden” Menschenverstand nahegelegt), ist
der Informationsgehalt dieser periodischen Quelle beim Wissen iiber geniigend
Vorgeschichte gleich Null.

10der nicht mégliche Fall Y = (1,1) ist aus Griinden der Ubersicht weggelassen; er hat eine
Wahrscheinlichkeit = 0 und ist daher irrelevant
Mwieder sind hier die nicht moglichen Fille (Wahrscheinlichkeit = 0) weggelassen

10



Noch einmal zur Ubersicht der bedingte Informationsgehalt von Zeichen X = X,
der Quelle @) in Abhéngigkeit vom Vorwissen Y = (X;_g, ..., X4—1):

H(X]Y)
0,811 bit
0,689 bit
0,500 bit
0,000 bit

WM =] O] =

11



