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Aufgabe 41

a) Zunichst bestimmen wir die Auftrittswahrscheinlichkeiten fiir die Zeichenket-

ten 071 mit 0 < 1 < Mypax:t

Metazeichen | Auftrittsw. | Zahlenwert
1 1-0 0,1500
01 B(1—71) 0,1275
001 B2(1 - p) 0,1084
0001 B3(1—p) 0,0921
00001 A1 - B) 0,0783
000001 B°(1 - B) 0,0666
0000001 B5(1 - B) 0,0566
( )
( )
( )

00000001 | B7(1— 3 0,0481
000000001 | B%(1 -8 0,0409
0000000001 | B°(1— 13 0,0347
0000000000 310 0,1969

Die Huffman-Kodierung werden wir nun auf die iibliche Weise ermitteln. Wir
halten uns dabei an die Konvention, dafl unwahrscheinlichere Zweige mit “0”,
wahrscheinlichere mit “1” kodiert werden sollen.

Da die f"(1 — ) eine geometrische Folge darstellen, sind sie (bis auf das
“Restglied” B"maxt1) bereits nach Grofie sortiert:

1 0
—~ =~
0,1969 0,1500 0,1275 0,1084 0,0921 0,0783 0,0666 0,0566 0,0481 0,0409 0,0347
—_—
0,0756
1 0
—~
0,1969 0,1500 0,1275 0,1084 0,0921 0,0783 0,0756 0,0666 0,0566 0,0481
—_——
0,1047
1 0
—
0,1969 0,1500 0,1275 0,1084 0,1047 0,0921 0,0783 0,0756 0,0666
—_—
0,1422
1 0
—~
0,1969 0,1500 0,1422 0,1275 0,1084 0,1047 0,0921 0,0783
| —
0,1704

1

wir rechnen im folgenden mit vier Nachkommastellen



1 0
—
0,1969 0,1704 0,1500 0,1422 0,1275 0,1084 0,1047
—— ————
0,2131
1 0
—~ =
0,2131 0,1969 0,1704 0,1500 0,1422 0,1275
|\ —
0,2697
1 0
—
0,2697 0,2131 0,1969 0,1704 0,1500
—_—
0,3204
1 0
—
0,3204 0,2697 0,2131 0,1969
~——_— —
0,4100
1 0
—
0,4100 0,3204 0,2697
— ————
0,5901
1 0
—~ ~—
05901 0,4100
N— ——

1,000

Aus dieser Aufstellung 148t sich die (bzw. eine) Huffman-Kodierung ermitteln:

Eingabe X | Auftrittsw. | Kodierung Y

1 0,1500 110

01 0,1275 100

001 0,1084 011
0001 0,0921 1111
00001 0,0783 1110
000001 0,0666 1010
0000001 0,0566 0101
00000001 0,0481 0100
000000001 0,0409 10111
0000000001 0,0347 10110

0000000000 0,1969 00




b) Die relative Redundanz R der Kodierung Y ermitteln wir bekanntlich, indem
wir die durchschnittliche Kodeldinge H mit dem Shannonschen Informations-
gehalt H wie folgt verrechnen:

RY) = 1- a2Y)
H(Y)

Dazu berechnen wir zunichst die Nominalinformation H numerisch:

HY) = ZP(Yzyi)'l(yi)

~  (15% + 12,75% + 10,84%) - 3 bit
+(9,21% + 7,83% + 6,66% + 5,66% + 4,81%) - 4 bit
+(4,09% + 3,47%) - 5 bit + 19,69% - 2 bit
= 3,2963 bit

Auch die Realinformation H(Y') berechnen wir “zu Fuff”:

HY) = - ZP(Y =y;) -logp(Y = y;)

~ H(15%, 12,75%, 10,84% , 9,21% , 7,83% , 6,66% ,
5,66% , 4,81% , 4,09% , 3,47% , 19,69% )
~ 3,2654 bit
Die Redundanz betréigt daher

Ry) = 1-H¥ 3,2654 bit

= —-——— &~ 0,009374
H(Y) 3,2963 bit ’ ’

d. h. nur knapp 1%.

Das relativ kleine Ausgabealphabet — es umfafit 11 Kodeworter — komprimiert
die Eingabe-Bitfolge X also schon betréchtlich, verglichen mit ihrer urspriing-
lichen Redundanz, die

(X 1 1—13)-log(1 —
PR NS RUIEE
85% - log 85 15% - log 15 I
_ o 8% o %b—"—t %-log15% 1_% ~  0,3902
i 1

betrigt, also drgerliche 39%.

¢) Wenn sich 3 signifikant #ndert, ist zu erwarten, daf} sich auch die Huffman-
Kodierung — d.h. die Wortlédngen fiir die einzelnen Metazeichen — &ndert.

Nun sei also 8 = 90%. Wir gehen vor wie in (a) und (b):



Die Auftrittswahrscheinlichkeiten fiir die Eingabe-Zeichenketten 0™1 sind

(abermals mit ny.x = 9 und einer Rechengenauigkeit von vier Nachkom-
mastellen)
Metazeichen | Auftrittsw. | Zahlenwert
1 1-p 0,1000
01 B(1—-71) 0,0900

001 821 -3
0001 B33(1- 8
00001 Bi(1 -8 0,0656
000001 31— 0,0590

) | 0,0810
(1-5)
(1-8)
(1-8)
0000001 | B5(1—p4) | 0,0531
(1-8)
(1-8)
(1-5)

0,0729

00000001 | B7(1— 3 0,0478
000000001 | B%(1— 7 0,0430
0000000001 | B°(1—p3 0,0387
0000000000 310 0,3487

Die Huffman-Kodierung ermitteln wir nun wie gewohnt:

1 0
—~ ~—
0,3487 0,1000 0,0900 0,0810 0,0729 0,0656 0,0590 0,0531 0,0478 0,0430 0,0387
——_— ———
0,0817
1 0

—~ =
0,3487 10,1000 0,0900 0,0817 0,0810 0,0729 0,0656 0,0590 0,0531 0,0478
N— ————

0,1009
1 0

—
0,3487 0,1009 0,1000 0,0900 0,0817 0,0810 0,0729 0,0656 0,0590
~—— ————

0,1246

1 0
—~ =~
0,3487 0,1246 0,1009 0,1000 0,0900 0,0817 0,0810 0,0729
—_——
0,1539
1 0

—
0,3487 0,1539 0,1246 0,1009 0,1000 0,0900 0,0817
—— ————

0,1717

1 0
—~
0,3487 0,1717 0,1539 0,1246 0,1009 01000
—_——

0,2009
1 0

—
0,3487 10,2009 0,1717 0,1539 0,1246
—— ——

0,2785

1 0
—_—— ——
0,3487 0,2785 0,2009 0,1717
| —

0,3726
1 0

—~ =~
0,3726 03487 02785
—_—
0,6272
1 0
—
0,6272 0,3720
N—_— ————

1,000



Wie in Teil (a) 148t sich hieraus eine Huffman-Kodierung ermitteln:

Eingabe X | Auftrittsw. | Kodierung Y
1 0,1000 010
01 0,0900 001
001 0,0810 1011
0001 0,0729 1010
00001 0,0656 1001
000001 0,0590 1000
0000001 0,0531 0111
00000001 0,0478 0110
000000001 0,0430 0001
0000000001 0,0387 0000
0000000000 0,3487 11

(Im Vergleich zu (a) fallt auf, daB hier keine fiinfstelligen Ausgabe-Kodewdorter
mehr vorkommen; die Eingabeworter 081 und 0°1 treten nun bei 3 = 90% zu
hiufig auf.)

Die relative Redundanz R der Kodierung Y ermitteln wir wieder, indem wir
die Nominalinformation H mit der Realinformation H verrechnen:

Ry) = 1-4)
H(Y)

Die Nominalinformation H ist dabei die durchschnittliche Kodelédnge:

fj(y) = ZP(YZ%‘) “U(ys)
~  (10% +9%) - 3 bit + (8,10% + 7,29% + 6,56% + 5,90%
+5,31% + 4,78% + 4,30% + 3,87%) - 4 bit + 34,87% - 2 bit

= 3,1118 bit



Die Realinformation H(Y") belduft sich nach Claude Shannon auf:

HY) = —ZP(Y=yi)~10gp(Y=yi)

~ H(10%, 9%, 8,10% , 7,29% , 6,56% , 5,90% ,
5.31% , 4,78% , 4,30% , 3,87% , 34,87% )

~ 3,0540 bit
Die Redundanz betréigt daher

H(Y) _ 30540 bit

R(Y = 1—-—= ~ -
) H(Y) 3,1118 bit

0,0186,

d.h. knapp 2%. (Dieser Wert ist vor allem dadurch hoher als bei Teil (a),
daf3 der hiufiger gewordene Fall, dafl mehr als ny.x Nullen bei der Einga-
be hintereinander auftauchen, fiir unser groferes 8 = 90% mit der erhohten
Wahrscheinlichkeit von 35% vorkommt; diese 35% sind aber leider nicht nahe
einer (ganzzahligen) Zweierpotenz wie 1/2 oder 1/4 gelegen. Vgl. Aufgabe 35!)

Dieses relativ kleine Ausgabealphabet komprimiert die Eingabe-Bitfolge X
also — wie in Teil (a) — schon betriichtlich, verglichen mit ihrer urspriinglichen
Redundanz, die

RX) = L HOO ) 90% 1og90% + 10% - log 10%
H(X) bit
A .
~ 1o 2A090DIE g
bit

betriigt, also stolze 53%!

d) LaBt man (fir festes §) nmax — o0 gehen, so ergibt sich ein interessantes
Bild: Eine Huffman-Kodierung 148t sich dann zwar nicht mehr im strengen
Sinne anwenden, da ja immer die beiden Alternativen mit den niedrigsten
Wahrscheinlichkeiten gegeneinander kodiert werden sollen, wir es aber mit
unendlich vielen — und beliebig unwahrscheinlichen — Ereignissen 01 zu tun
haben (fiir n < nypax — 00).

Man behilft sich hier mit einem Trick: sei

1
mo = {log,@ 2}

Es ist also das Ereignis 0"""1 nur noch halb so wahrscheinlich wie 0™1 (fiir
alle n € IN). Dies bedeutet aber im Kontext von Huffmans Methode, daff das
Kodewort fiir 0"*™1 um ein Bit linger sein muf als das fiir 01.

Die Struktur des (unendlichen) Kodierungsbaumes wird daher so aussehen
wie in der folgenden Abbildung; die Linge der Kodewdrter steige von links
nach rechts monoton.



\/W\J

m Kodeworter

\,/V\J

m Kodeworter

Die Blitter (Kodewdrter-Suffixe) der grau schraffiert dargestellten identi-
schen Unterbdume werden allerdings i.d.R. nicht alle auf derselben Hohe
(von derselben Linge) sein, wenn nicht m zufillig eine Zweierpotenz ist. Sei
h := |logym]. Dann sind auf der Hohe h + 1 die “iiberziihligen” Blétter an-
zutreffen, es sind derer genau [ := 2- (m — 2"). Alle anderen m — [ Bliitter des
Unterbaumes? sind noch auf der Hohe h.

Damit 148t sich feststellen: es gibt fiir jede Kodeldnge m Kodeworter; nur der
ersten (kiirzesten) Kodeworter sind es blo m — I Stiick.

Fiir jedes m € IN ergibt sich so ein anderer, Huffman-dhnlicher Kode. Er
hat unendlich viele Kodewoérter, aber die Wahrscheinlichkeit fiir langere Ko-
dewdrter fillt ja auch exponentiell. Zu m = 3 (& § ~ 0,794) 148t sich z. B.
der folgende Kode aufbauen:?

2es ist ja 2" = (m — 1) +1/2; auBerdem ist stets I € {0,...,2"*1 — 2} und m — 1 € {1, ...,2"}
3wie man leicht sieht, ist hier h = |logy 3] =1und =2 -(3—-2)=2und m—-1=3-2=1



X \ Y H Prifix von Y | Y-Kodeldnge

1 00 0 2

01 010 0 3
001 011 0 3
0001 100 10 3
00001 1010 10 4
000001 1011 10 4
0000001 1100 110 4
00000001 | 11010 110 )
000000001 | 11011 110 5

Die beiden folgenden Graphen zeigen, wie Kodewort-Lingen (in den Balken
der Diagramme angegeben), Auftrittswahrscheinlichkeiten p,, = P(X = 0"1)
und Perioden m fiir die Beispiele m € {3,4} zusammenhéngen. Je grofier der
Anfangswert P(X = 1) = 1 — 3 ist, desto schneller fallen die Werte fiir p,
ab.t

Deutlich ist zu sehen, dafl die Kodewort-Langen k in Zusammenhang stehen
mit Auftrittswahrscheinlichkeiten p,, ~ 27%:

4Denn die (unendliche) geometrische Reihe muf ja Zn pn = 1 werden!
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Die so entstehenden Kodes sind nach ihrem Erfinder Salomon Golomb be-
nannt, der sie 1966 eingefiihrt hat.?

Aufgabe 42

Alternative 1: (Fiir eine genauere Herleitung der allgemeineren Sachverhalte vgl.
Aufgabe 43)

2)

b)

Sofort sieht man, dal im Produkt von f; und fs die héchste vorkommende
Potenz 23 sein mufB, d.h. das Ergebnispolynom wird mit vier Koeffizienten
darstellbar sein.

Es gentigen uns daher n = 4 Stiitzstellen fiir die Schnelle Fouriertransforma-
tion.

Das FFT-Schema selbst wird log, n = 2 Stufen haben.

Die n = 4-te primitive Einheitswurzel von Eins ist w = 4; anschaulich wird
dies auch anhand einer kleinen Skizze der Gauischen Zahlenebene (i entspricht
dem Winkel 90°, also einem Viertel des Einheitskreises).

Dann sind die Potenzen von w die vier Werte 1, 4, —1 und —i.

Die Koeflizienten des ersten Polynoms f;(x) = 3z+2 sind offenbar 2, 3, 0 und
0, aufsteigend geordnet. Diese miissen dem zweistufigen FFT-Schema in der

5Die Spezialfille mit [ = 0 werden auch als Rice-Kodes bezeichnet (1979).



korrekten Permutation (0,2,1,3) als Eingabe zur Verfiigung stehen, also als 2,
0, 3, 0.

Im folgenden Diagramm sind die Gewichte — der Ubersicht halber — nur an-
gegeben, wenn sie # 1 sind:

Koeffizient 0
Koeffizient 2
Koeffizient 1

Koeffizient 3

¢) Analog zu (b) erhalten wir fiir das zweite Polynom fo(z) = —222 +x + 3, das
also die Koeffizienten 3, 1, —2 und 0 hat:

Koeffizient O
Koeffizient 2
Koeffizient 1

Koeffizient 3

d) Wir multiplizieren® die beiden Polynome in Stiitzstellendarstellung:

’ Polynom H Wert bei w” \ Wert bei w? \ Wert bei w? \ Wert bei w? ‘

fi 5 2+ 3i —1 231
f2 2 5+ 0 5—i
(f=hF] 10 | 7T+17 ] 0 | 717 |

Um nun zur Koeflizientendarstellung zuriickkehren zu koénnen, nehmen wir
diese Ergebniswerte an den vier Stiitzstellen w’ als Eingabe fiir die inverse
FFT. Die FFT~! (Riicktransformation) unterscheidet sich von der vorwérts-
Variante der Schnellen Fouriertransformation nur dadurch,

e daf} statt w nun 1/w = w* als Einheitswurzel verwendet wird (was sich
in den verinderten Gewichten im Schema niederschligt), und
e dafl das Endergebnis schliefllich mit dem Faktor 1/n zu normieren ist.

Die Eingaben miissen abermals in der korrekten, immergleichen Permutati-
on (0,2,1,3) anliegen:

6 Ausfiihrlich ist (2 + 3i)(5 + i) = 10 4 15i + 20 + 3i> = 10 + 15 + 2i — 3 = 7 + 17 und
(2 —3i)(5 —4) = 10 — 15i — 2 + 3i2 = 10 — 15i — 2 — 3 = 7 — 17i.

10



Koeffizient 0

Koeffizient 1

Koeffizient 2

Koeffizient 3

Das Endergebnis ist also nach Normierung: 6, 11, —1, —6 bzw. das Polynom
{fl . f2:| () = —62° 2411z +6
e) Auch ohne FFT erhilt man als Produkt
fi@) - fa(x) = <3x + 2) ( — 22y + 3)
- (3-(—2)>x3+ (3~1+2-(—2)>x2+ (3-3+2-1)m+ (2-3)
623 — 22 +1lz+6 = [fl : fQ} (x)
Die Probe ergibt somit, daf in Teil (b)—(d) richtig gerechnet wurde.

Alternative 2:

a) Mithilfe aller n = 10 zyklischen Verschiebungen der Zeichenkette w erhalten
wir die Matrix

— O N O

LIS OIETS
=

ChymvToOE™
SRR RV Gl R Raviicy
SR s e Ba vl w iy
THITLImTIT
OxmvTnmmwd

vt lavis e i~ B e aviSu e
SR el el RV v Bav
SRR R-vR & iRV R vl e
iR wisvilc: s IR R-

~N W ot

Zeilenweise sortiert erhalten

z
=

M =

Sz v ovEEmUT
Nej

AR RSB R G Ry
S lics Bavissisaiiss s BV B wliav
N EHETI IO
SOz vomEW,
R AR RG RN v i=v i
EEmvSSmI TN
TV IT NI ST
(RO R=v Rl vy [iswiisaliy o Bla v [y

0 O Uik WK

TV TLOIAE

] 10

Die Ausgabe (v, k) besteht nun in der letzten Spalte L dieser Matrix M’ und
dem Zeilenindex k der Originalzeichenkette w in M':

v = L = RPPUUEERSD k=8

11



b) Die Lauflingenkodierung — nach dem Schema (Zeichen,Linge) — von v sieht
wie folgt aus:

(R71) ’ (P72) ) (U72) ’ (E72) Y (R71) ) (571) 9 (D71)
bzw. unter Benutzung des Kodes aus der Aufgabenstellung:
(3,1), (2,2), (5,2), (1,2), (3,1), (4,1), (0,1)

Die mowve-to-front-Kodierung von v gestaltet sich folgendermaflen:

Eingabe | Ausgabe | Kode bisher: 0 1 2 3 4 5
R 3 D E P R S U
P 3 R D E P
P 0 P R D E
U 5
U 0 U P R D E S
E 4
E 0 E U P R D
R 3
S 5 R E U P
D 5 S R E U P D

Ausgabe ist also die Folge 3,3,0,5,0,4,0,3,5,5.

c) Mit der Zeichenkette v ist die letzte Spalte L der (unbekannten) Matrix M’
gegeben:

.
L:[MIINNAEESL}

Die erste Spalte F' von M’ erhalten wir, indem die n = 10 Zeichen von v
sortiert werden:”

.
F:[AEEIILMNNS}

Mit dem gegebenen Startindex k& = 8 beginnen wir nun die Dekodierung in
der (nur durch F und L gegebenen) Matrix M

By
[l
wnZZ 2~ —=oo >
Cwmmp» 22—~ X
]
t~

Dabei haben wir in der Spalte F' nacheinander folgende Zeichen besucht:
N, I, E, M, A L, S N, I, E
Also lautet die dekodierte Zeichenkette:
w = NIEMALSNIE

7denn dadurch, daB M’ zeilenweise sortiert ist, wissen wir ja insbesondere, daf die ersten
Zeichen jeder Zeile in sortierter Reihenfolge vorliegen

12



Aufgabe 43

Allgemeines zum Verstindnis.
der “grundlegenden Formel”

flw) =

Wie im Skript beschrieben, erhalten wir geméaf

fo@?) +w - fuw?)

die folgenden Rechenvorschriften fiir die Zahlenwerte r; := f(w?):

0
To = go + W Up
_ 1
1= g2+ w uy
_ 2
o = g4+ WUy

3
r3 = g6 + W Ug

4
T4 = go + W Ug

_ 5
s = g2 + W U2

_ 6
T6 = g4 T W Uy

7
7 = g6 T W' Ug

Dieses Vorgehen entspricht der dritten (also letzten) Stufe des Schemas fiir
n = 8 = 23. Die Potenzen von w = v/2/2 + i -/2/2 sind (w')i—0,. 7 =
(lw,i,—w*, —1, —w, —i,w*), was man sich leicht anhand einer Skizze der GauB-

schen Zahlenebene klarmacht:
Im cos 45° = sin 45° =12' /2

,,,,,,,,,,,,,,,,,, ® = cos45°+1i sin45°

In dieser dritten Stufe sind noch alle 4 Basisschemata des Butterfly-Algorithmus
verschieden: wir haben

A T 4 ]I Y e

Die Werte g; und u; lassen sich in einer vorletzten (also zweiten) Stufe
analog erhalten als:

90 = 990 + (w*)ugo up = gug + (w?)*uug

2

92 = 991 + (W) ugy uy = gug + (w?) uuy

94 = 990 + (w*)*ugo ug = gug + (w?)%uug

g6 = 994 + (w*) uga ug = gua + (w?) uuy
Die (w?)® vereinfachen sich hierbei® zu eigentlich nur vier verschiedenen Werten

(W*)iz0,..7 = (WO, w2 wh Wb w8 w9 w2 W) = (1,i,—1,—i,1,4,—1,—i). Daher

8gemiB der zyklischen Gruppeneigenschaft beim Potenzieren von Einheitswurzeln

13



sind jeweils zwei der 4 Basisschemata auf dieser zweiten FFT-Stufe identisch; wir
haben die Varianten

I o I R

- —
b a—b b a—1ib

In der ersten Stufe des FFT-Algorithmus werden die Zwischenergebnisse
9Gi, ugi, gu;, uu,; ermittelt:

4\0

990 = 999 + (w*) ugg ugo = gug + (w*) uug
991 = 999 + (v*) ugg ugs = gug + (w*) uug
guo = ggu + (w*)?ugu uug = guu + (w*)Suuu
guy = ggu + (W) ugu uuy = guu + (w*) uuu

Die (w*)? sind hierbei nur noch Potenzen von —1; es ist nimlich (w*);— 7 =
(W0, w*, w8, wl? W6 W20 W W?8) = (1,-1,1,—1,1,—1,1,—1). Dies ist die Ursache
dafiir, daf} alle 4 Basisschemata des Butterfly-Algorithmus auf dieser (ersten) Stufe
gleich sind, also nur eine Variante vorkommt:

a a+b
{b} - {a — b}
(Quasi die komplementéiren Operationen “Mittelung” und “Differenzierung”)

Die Werte ggg, ugg, gug, ..., uuu sind dabei die acht Koeflizienten des gegebenen
Polynoms, die ja die Eingabewerte der FFT sind.

Aus selbsttitiger Hirnzermarterung® geht hervor, da die Koeffizienten an
der Eingabe in der Reihenfolge bzw. Permutation (ag, a4, as,ag, a1, as,as,ay) =:
(999, ugg, gug, vug, ggu, ugu, guu, uuu) vorliegen miissen.

SchlieBlich erhiilt man aus diesen Uberlegungen (bzw. aus der Skizze im Skript)
das Gesamtschema.:!'?

1
0 (ggg 1
1
4 ugg
1
v

ggu :
5 (ugu —T=8U vv u =
| <
3 v uu0 —= u4 — 16
1 Lo
7 (uuu —=uud —= ub — r7

90der aber einem Blick ins Skriptum: Kapitel 5, Seite 21

10Das kaskadierte Butterfly-Schema der FFT ist iibrigens ein Paradebeispiel fiir ein niitzliches
Datenflul-Diagramm. Man kann daraus direkt ablesen, daf3 die iibereinander stehenden Werte
parallel verarbeitet werden diirfen, weil zwischen ihnen keine Abhéngigkeiten bestehen. Die ho-
rizontale Achse kann dann als Zeitachse der Verarbeitung interpretiert werden; der optimierte
Aufwand ©(nlogn) der FFT (ohne FFT: ©(n?)) ist so nochmal zu verringern, indem Parallelver-
arbeitung der n Werte stattfindet: es bleiben blol ©(logn) Zeitschritte!

14



Hier sind (aus Ubersichtsgrﬁnden) alle Gewichte, die nicht explizit angegeben

sind, = 1. Explizit angegebene Gewichte # 1 sind den fett gezeichneten Kanten
zugeordnet.
a) Mit der korrekten Reihenfolge der gegebenen a; am Eingang der dreistufigen
Struktur ergibt sich als Inhalt der FFT-Eintrage:
(q ist hierbei Abkiirzung fiir den irrationalen Wert cos 45° = sin45° = 1/2/2 =
V1/2 =~ 0,707)
1 T
0 0 1 1 /Ll)\ 3
s (1 = —(1) (1o
mn‘ 1
I
A’A
6 0 0 - 1 X —14+2q
T
1 (o 1 1 D) AAAA
AN
; (D s ™
NGO AN G
1
s (==l (0 =
1 1 ~—
710 — —=\-1-i P
Wir haben also die Werte
ro = f(w) =3 ry = flw) = -1
rm=fl)=-1-v2 r5=fW)=-14+V2
rp=fw)=1 ro=f(u°) =1
rs=fw)=-1+v2 rr=fw)=-1-V2
erhalten. (¢ = v/2/2)
b) Analog zu Teil (a) wenden wir dasselbe Schema fiir @ = w™! an. An den

Eingéingen miissen die r; = f(w’) abermals in der gewohnten Reihenfolge
permutiert werden:
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Die Gewichte sind in der Skizze schon fiir @ korrigiert:

* *

w=w —w=—w 1> —1

wr=w —wr=—w — i1

Man sieht, dafl der Ausgabevektor (0,0,0,8,8,8,0,0) das 8-fache der Eingabe
(ag, a1, ...,az7) ist. Durch den Normierungsfaktor 1/n = 1/23 (was dem Nor-
mierungsfaktor 1/2 pro Stufe entspricht) wird die Identitéit wiedergewonnen.

Was zu zeigen war.

¢) Wenn man die Gewichte inspiziert, die in Teil (b) zu ag bzw. dem n-fachen
von aq fithren, so sind (inklusive der Normierung) alle n Eingabewerte r; =
f(w®) mit demselben Gewicht 1/n in diesen Koeffizienten ag eingegangen.

Zum selben Ergebnis kommt man auch, wenn man durch rekursive Anwendung
der “grundlegenden Formel” analysiert, wie die Schnelle Fouriertransformati-
on ag eigentlich berechnet:!!

a = To = 9o + wPug
= [ggo + (wz)ougo] +u° [guO - (w2)4qu}

= ( [ggg+(w4)0ugg} +(w?)° {gug+(w4)4uug} ) +uw’ ( [ggu+(w4)2ugu} +(w?)* [guu+(w4)6uuu} )

7
= ( [ggg+ugg} + [gunguug} ) + ( {ggu+ugu} + {gouruuu] ) = Z fwh
i=0
Die Operation entspricht also einer (arithmetischen) Mittelung. Was ja auch
zum urspriinglichen Polynom f(z) = Y a;a" pafit, dessen konstanter Anteil
eben aq ist. Dieser Koeffizient ag ist in allen Funktionswerten r; gleich stark
“enthalten”, weil er in der Linearkombination'? mit z° = 1 gewichtet wird.

Andere Koeffizienten a; symbolisieren (und quantifizieren!) das Vorhandensein
anderer “Frequenzen” im Funktionsverlauf ...

hier statt FFT~! die vorwirts-FFT, damit wir agp mit ro identifizieren, die Bezeichner
gi, Ui, ggi, ... verwenden und w statt w* schreiben kénnen; dadurch fehlt hier auch der Normie-
rungsfaktor 1/n

2¢ine solche ist ja das Polynom!
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Aufgabe 44

a) Um die Orthogonalitét der T, : [—3,74] — [-1,1] zu zeigen,' ist das Ska-
larprodukt dieser vektoriellen Basis der Kosinustransformation zu bestimmen.

Das Skalarprodukt zweier Funktionen 7, und T, ist aber das Integral ihres
Produkts:

T, - T, = /ITu(x) -T,(x) dx

Wenn dieses fiir u # v Null ist, bilden die Komponenten T), ein Orthogonal-
system:

=

>3

Il
T

N‘; [y

Tu(x) - Ty(x) de

2z +1)m 2z + 1w
cos (u 16 cos | v 16 dxr

" s (oY (7Y o,

(v35) o (v55)
(o)) u16 COSs 1)16 X

0

1 ™

. —6/ cos(u - x) - cos(v - x) dx
T Jo

Il
—
S— T v

—
[=2]

N~ N~ N

Von diesen Termen (cos(u . x))uzo 1o Wissen wir aber bereits aus der Fou-
riertransformation, daf sie auf dem Intervall [0, 27] 5 = paarweise orthogonal

sind!

Da der Kosinus bei cos0 = 1 beginnt und an unserer (skalierten) Inter-
vallgrenze den Wert cosm = —1 annimmt, braucht fiir v = 1 (und infol-
ge dessen fiir v = 3,5,7,...) nicht iiber die ganze Periode [0,27] integriert
zu werden — fiir uw = 2,4,6,... ohnehin nicht; die Produkte T,T, sind in
[0,7] und [m,27] = [—7,0] symmetrisch, weil der Kosinus symmetrisch ist:
cos(z) = cos(—x).

e =

Das heifit, wenn f02w-~-da: = [y -dw+ fjﬂ-udaﬁ = 2 [ ---dx ist, muB

fOQﬂ ---dz = 0 bedeuten, dafl schon foﬂ ---dz = 0 ist. Die T}, sind also paar-
weise orthogonal.

b) (Wenn wir im folgenden von einer phasenverschobenen Funktion f(x + «)
sprechen (a,z € IN), dann ist selbstversténdlich

fx+a) = f((z+a)mods8)

gemeint, denn wir bewegen uns nach wie vor im Definitionsbereich des kleinen
8x8-Kistchens, das JPEG bearbeitet.)

Wir betrachten im vorliegenden linearen Fall die acht Basisfunktionen T,:

13die im iibrigen auch aus der Matrix M auf Seite 42 des Vorlesungsskriptums (Kapitel 5)
ersichtlich ist, dort ist ja M - M T = I, wenn auch numerisch, berechnet worden
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e Die Funktion f :z — (—1)*
0 1 2 3 4 5 6 7 X

)

Wie anhand der Diagramme zu sehen ist,'* wird diese Funktion eine

Linearkombination (gewichtete Summe) der ungeraden Komponenten
u = 2¢ 4+ 1 sein:

3
o= Za2i+1T2i+1
i=0
Den betragsméflig grofiten Koeffizienten a7 ~ 1 wird dabei die

Hochstfrequenz-Komponente T7 abbekommen; der Rest f(z) — a7Tr7(x)
wird durch eine Linearkombination der T5, T3 und T} approximiert:

f(x)

(grau unterlegt ist 1)

F(x)-aT7 &)

4Wem das Hinsehen nicht reicht, der/die berechne fiir ¢ = 0,...,3 die “diskreten Integrale”

21:0 Toi(z) f(z) (= 0), aus denen ja die az; hervorgehen.

18



Die einzige nichttriviale Phasenverschiebung, die im diskreten Fall fiir

f moglich ist, ist die um eine Stelle, dann haben wir f(z) = f(z + 1) =
(_1)w+1.

Dies ist aber genau f(z) = —f(x). Das bedeutet, dafl sich auch die
Koeffizienten a; von f negieren miissen:

3
f = Z_a2i+1T2i+1

=0

Die Funktion ¢ : 2z +— 0, 22 + 1 +— (—1)"

0o 1 2 3 4 5 6 7 X

Sie hat die halbe Frequenz von f und mit A = 4 dieselbe Periode wie die
gerade Funktion Ty (siehe Skizze). Der betragsmiflig grofite Koeffizient
von

wird daher a4 sein, und zwar unabhdngig von einer eventuellen Phasen-
verschiebung o € {0,..., A — 1}:

Fiir a = 2 ist die phasenverschobene Funktion ¢g(z + «) genau g(x +
2) = —g(x) und die Koeffizienten a; miissen sich komplett negieren.
Wie leicht an der Gestalt von Ty (grau unterlegt) zu sehen ist, wird der
Hauptkoeffizient a4 dadurch positiv, wie auch bei a = 1, wo er exakt
denselben Wert annimmt.

Es ist fiir o € {1,2} symmetrischerweise g(z + 2) = ¢(7 — (x + 1)), was
bedeutet, dafl die Koeffizienten der ungeraden Komponenten ag;11 sich
negieren, wiahrend die der geraden Komponenten as; gleich bleiben.

Selbiges gilt fiir « € {0,3}; es ist g(z + 3) = g(7 — z).
Dies alles bedeutet schlieSlich, daf sich fiir die Funktion g die vier mogli-
chen Phasenverschiebungen in einer Kombination

— der evtl. Negation der geraden Koeffizienten ag; mit

— der evtl. Negation der ungeraden Koeffizienten as;41
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niederschlagen, wihrend die Betrége aller Koeflizienten sich nicht dndern:

| Vorzeichen von [[ ag; | azit1 |

a=0 + +
a=1 — +
oa=2 — —
a=3 + —

Die Kosinustransformation schafft es also ohne jegliche ergénzenden Sinus-
Terme (!), Phasenverschiebungen in die Koeffizienten zu “kodieren”.

Bei einer einzigen ganzzahligen Eigenfrequenz (wie in unserm Beispiel der Funk-
tionen f und g) reichen offenbar sogar die Vorzeichen der Koeffizienten aus, um die
Phaseninformation aufzunehmen.

Durch das Erhohen um Eins (bzw. um wr) im Zahler u(2x j—?)w des Kosinu-
sarguments wird ja fiir ungerade u genau diejenige Phasenverschiebung erzeugt,
die aus dem geraden Kosinus einen ungeraden Pseudo-Sinus macht, wenn man den
Mittelpunkt z = 3% des diskreten Intervalls = € {0,1,...,7} als Ursprung nimmt.
Wihrend die Fouriertransformation fiir jede Frequenz u je eine gerade und un-
gerade Basisfunktion bereithiilt, hat also die Kosinustransformation abwechselnd
gerade und ungerade Terme (siche die Skizzen bei (b)). Da die Basis der Diskreten
Kosinustransformation denselben Umfang hat wie das zu transformierende Daten-
material, wird die Information iiber die acht Skalare f(x) sowohl restlos als auch
nicht redundant in den acht reellwertigen Koeffizienten a; gespeichert.

Im zweidimensionalen Fall der Bildkompression mittels JPEG besteht daher die
Diskrete Kosinustransformation in der bijektiven Abbildung

DCT : R¥™® — R¥®

Eine Diskrete Fouriertransformation, die dasselbe Frequenzspektrum betrachtet,
muf} hingegen redundant sein, wenn sich dort acht Werte f(z) zu jeweils acht Koef-
fizienten a; und b;, also auf sechzehn verdoppeln. (Im 2D-Fall der Bildkompression
diirfte sich die Anzahl der Koeffizienten sogar von 8% = 64 auf (2 - 8)% = 256 ver-
vierfachen ...)
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Die Basis der (zweidimensionaen) Diskreten Kosinustransformation

Die 8 x8-Késtchen des komprimierten Bildes sind Linearkombinationen der oben ab-
gebildeten Basisfunktionen, hier gut sichtbar durch eine besonders drastische Kom-
primierung (einen hohen Q-Faktor und wenige der 8 - 8 = 64 Koeffizienten # 0).
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