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Die fabelhafte Welt
der komplexen Zahlen

Motivation

Die Grundidee fiir die “Erfindung” der komplexen Zahlen C war, quadratische Glei-
chungen, denen keine reellen Zahlen geniigen, symbolisch l6sen zu konnen. Der
Basisfall fiir eine solche Gleichung ist 22 + 1 = 0, als Losung wurde die imaginiire
Einheit i vorgeschlagen, manchmal auch als j bezeichnet (die Ahnlichkeit zu ite-
rativen Laufvariablen ist rein zufillig!):

i = V-1
Mit dieser Einrichtung, die gleichsam eine Zahl ohne reellen Wert sein soll, wird

aber der Raum, in dem die Losungen fiir quadratische Gleichungen zu suchen sind,
ein zweidimensionaler:

e Herkémmliche Gleichungen z.B. der Gestalt 22> = a haben fiir positives a
weiterhin ihre Losungen {y/a, —/a} auf der eindimensionalen reellen Achse
R =R := {2z | 22 € R > 0}. Fiir Gleichungen der Gestalt 2> = —a mit
positivem a wird man auf dieser Achse jedoch nicht fiindig;

e die Losungen solcher Gleichungen z? = —a miissen also woanders zu finden

sein, ndmlich in {z | 22 € R < 0} = iR =: Q. Es ist dies die imaginére
Achse, die ebenfalls eindimensional ist.

Da i? = —1 gilt, sind die Zahlen auf beiden Achsen zusammen (R U ) bzgl. Multi-
plikation abgeschlossen: fiir reelle Zahlen a, b gilt

RS
a-b=ab a-bi = (ab)i ai-b = (ab)i ai-bi = —ab RIR &
13 R

Zur Gauflschen komplexen Zahlenebene, also zweidimensional, wird der
Losungsraum allgemeiner quadratischer Gleichungen durch Abgeschlossenheit
beziiglich der Addition. Beispielsweise sind Losungen von z2 + x + % = 0 némlich
weder auf R noch auf & zu finden. Vielmehr 16st der gemischte Ausdruck “i — %”,
der weder reell noch imaginér ist, die Gleichung, wenn mit der imaginédren Ein-
heit wie mit einer irreduziblen Grofle geméafl der bekannten Rechenregeln gerechnet
wird. Insbesondere das Distributivgesetz erweist sich als sehr hilfreich, um solche
gemischten Terme in die Standardform a + bi zu iiberfiithren (a,b € IR). Die reellen

Werte a und b sind dann die eindeutig bestimmten Koordinaten der komplexen Zahl
c = a+bi

auf der komplexen Zahlenebene
C = RxSE

Hierbei werden R und & als orthogonal betrachtet.



Grundrechenarten

Das Rechnen mit komplexen Zahlen lduft — wie schon erwiahnt — analog dem mit
reellen Zahlen. Lediglich die irreduzible Gréfie 4+ mufl als Faktor vor so manchem
Term mitgeschleift werden, bis sie sich durch ein weiteres ¢ zu i-i = —1 neutralisiert.
Ansonsten werden die bekannten Rechenregeln rein symbolisch angewandst.

Das Schéne an der komplexen Zahlenebene ist, dafl mittels dieser herkémm-
lichen Rechenregeln bemerkenswerte geometrische Eigenschaften der Darstellung
komplexer Zahlen in der Ebene veranschaulicht werden:

e Die Addition zweier Zahlen ci,co hat seine Entsprechung natiirlich in der
vektoriellen Addition der Ortsvektoren von ¢; und c¢o:

c1 + c2 = a1 + bll + as + bQZ = (CL1 + (IQ) + (bl + bg)l
Insbesondere ist sie daher kommutativ und assoziativ.

e Die Subtraktion geschieht analog; es ergibt sich der Differenzvektor der Orts-
vektoren.

e Sehr sehr trickreich mufl die Multiplikation zweier komplexer Zahlen c1, co
genannt werden:

cl-Cy = (a1 + bll) (a2 + bQZ) = ajaz + aibsi+biasi + b1b2i2

= (araz — biba) + (a1bs + brag)i

Soweit ist das noch nicht verbliiffend. Graphisch, in der Zahlenebene, voll-
zieht die Multiplikation jedoch eine Drehung, ebenso, wie die Addition eine
Verschiebung bedeutet. Genauergesagt ergibt sich eine Kombination aus einer
Drehung um den Ursprung 0 = 0 + 0¢ und einer Streckung (wie bei der ska-
laren Multiplikation in IR). Dabei ist as € R genau fiir die Streckung von ¢;
zustandig, und byt € § fiir die Drehung von ¢;.

e Hieraus ergibt sich auch die Division ¢;/cy: damit sie die zur Multiplikati-
on inverse Operation ist, muf} sie mit einer Multiplikation mit dem inversen
Element von co # 0 identisch sein.

Mit den geometrischen Eigenschaften von Multiplikation und Division wéren wir
auch schon beim n#chsten Kapitel: der Zahlendarstellung.
Notationen

Die kartesische Standardform fiir komplexe Zahlen ¢ als Summe haben wir schon
kennengelernt:

¢c = a-+b-i (a,b € R)

Hierbei heifit R(c) = Re(c) = a der Realteil und $(¢) = Im(c) = b der Ima-
ginéirteil von c. Weitere Standardformen der Darstellung sind die Paarschreibweise

¢c = (a,b),
und die geometrisch sehr anschauliche Polarform
¢ = r-(cosp + ising)

mit dem Betrag r = va? +b% =: || und dem Argument/Winkel ¢ = arctan
der komplexen Zahl c:



IM(C)= b -
1t r
0 1 a=Re(c) Re

Mit der Polarform verwandt ist die spéter noch zu behandelnde Eulersche
Form als Produkt

c = r-e¥t

(Oft werden statt ¢ = (a,b) auch die Buchstaben z = (z,y) verwendet, um der
Standardbezeichnung der Koordinatenachsen Rechnung zu tragen.)

Allerdings kommt man, ob ¢ = (a, b) oder ¢ = (r, ¢), um die Zweidimensionalitéit
nicht herum.

Insbesondere anhand der Polarformen komplexer Zahlen 148t sich die rotative
Eigenschaft der Multiplikation darstellen:?

c1-ca = ri(cospr +isingy) - ro(cosws + isin o)
= r172((cos 1 cos g — sin 1 sin o) + i(sin @1 cos Y + cos @1 sin )

= (r1-7r9)(cos(p1 + o) +sin(p1 + @2) - 1)

Die Argumente (Winkel) addieren sich also, wihrend sich die Betréige wie bei reellen
Zahlen multiplizieren.
Weitere Arithmetik

e Die neutralen Elemente der komplexen Zahlen C sind — wie auch bei den
reellen Zahlen IR —

— die Null 0 = (0,0) bzgl. der Addition und
— die Eins 1 = (1,0) bzgl. der Multiplikation.

Die imaginére Einheit ¢ = (0, 1) ist kein neutrales Element. Sie ist — multipli-
kativ verstanden — vielmehr eine Standardgréfle fiir Rotationen um 90°, nur
in bezug auf den Betrag einer komplexen Zahl verhélt sich die Multiplikation
mit b - ¢ neutral.

e Ahnlich wie in IR das (bzgl. Addition) inverse Element zu einer Zahl definiert
ist, ist auch in C das inverse Element zu einer Zahl ¢ = (a,b) die Groe

—¢ = (—a,—-b)
e Wird nur der Imaginérteil negiert, so spricht man von Konjugation:
& = ¢ = (a,-b)

ist die zu ¢ = (a, b) konjugiert komplexe Zahl.

1Veranschaulichung der trigonometrischen Additionstheoreme!



e Das zu ¢ = (a,b) inverse Element bzgl. Multiplikation — und damit die
Division ¢; /3 = c1c5 1 _ 148t sich anhand konjugiert komplexer Zahlen einfach

ausdriicken:
1 1 c*

c e
Dies ist logisch, denn der Winkel muf3, wie bei ¢*, negiert sein, und der Betrag
reziprok (es ist % = |¢|? = ¢ ¢*, wie auch graphisch nachzuvollziehen ist).
Ahnliche Uberlegungen hinsichtlich der Polarkoordinatendarstellung kann man sich
zum Potenzieren, Wurzelziehen und Logarithmieren machen:?

e Wenn sich beim Multiplizieren die Winkel (Argumente) ¢ addieren, so miissen
sie sich beim Potenzieren multiplizieren. In der Tat ist dies bei der Euler-
schen Darstellung der Fall (z € IR):

7 — (7, . ecpi)z _ e e(zap)i

Es lassen sich sogar komplexe Exponenten definieren:

Cd _ (T‘ . 6<p7i)a+b7, _ Ta+bze<pz(a+bi)
_ raefbgo . ,r,bieatpi _ e® Inr—byp | e(athrbln )i
ceR [--]=1

_ e(aln r—by) + (ap+blnr)i

e Das Ziehen der n-ten Wurzel ist in Polarform sehr anschaulich. Abgesehen
vom Betrag, der fiir sich n-radiziert wird, wird das Argument (der Winkel)
durch n geteilt:

{l/E: \n/r.ewi = w.e%i

Es gibt aber® genau n verschiedene solcher Wurzeln. Fiir den Spezialfall der
Radizierung von ¢ = 1 (mit » = 1, ¢ = 27) ist von Einheitswurzeln die
Rede; die n-ten Einheitswurzeln sind fir k=1, ...,n

eQTI’%i

Sie liegen auf dem Einheitskreis um den Ursprung, beginnend bei ¢ = et =

e?™n? = 2™ = 1, und bilden ein regelmiBiges n-Eck.
e Der Vollstandigkeit halber sei noch das Logarithmieren vorgefiihrt:

loge = log(r-e¥") = logr + ¢-i

Algebra

Es ist vielleicht verbliiffend, daf} fiir kubische Gleichungen oder solche hoheren Gra-
des nicht weitere imaginére Einheiten fiir hoherdimensionale Rdume definiert wer-
den miissen, um Losungen zu finden. Die zweidimensionale komplexe Zahlenebene
ist abgeschlossen und reicht immer aus.

Beispielsweise 1i8t sich 2% + 1 = 0 (mittels Polynomdivision durch die reelle
Lésung « = —1) in die Form (z + 1) - (#? — 2 + 1) = 0 faktorisieren:

(@+1)- (x= (o +Y%i) - (&= Ch—"%1))
(2 — (cos 180° + isin 180°)) - (x — (cos 60° + isin 60°)) - (z — (cos 300° + 4 sin 300°))

(ZL' _ elSO“i) . ((E _ 66001’) . (iC _ 6300"i)

Im Komplexen haben Polynome n-ten Grades immer n Nullstellen.

20b dies alles auf die genialische Definitionswillkiir eines Gaufl oder Euler zuriickgeht, oder das
gar nicht anders sein kann (als Abbildung natirlicher Strukturen), das vermag ich nicht zu sagen.
3restklassenbedingt, denn es ist fiir alle k = 1,...,n: (k-n) mod n = k(n mod n) = 0



