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Kapitel 5

Datenk ompression

5.1 Allgemeines

Datenkompression ist die Abbildung einer Folge von Eingabezei-
chen auf eine k•urzere Folge von Ausgabezeichen. Man nennt die
Kompression

� verlustfrei , falls die Eingabe exakt aus der Ausgabefolgere-
konstruiert werdenkann. (H 0 � H )

� verlustbehaftet , falls die Eingabefolgenur n•aherungsweisere-
konstruiert ist. (H 0 < H )

Terminologie:
Man spricht gelegentlich von Datenkompression im verlustfreien
Fall und von Datenreduktion im verlustbehaftetenFall.

Warum Datenk ompression?
Datenaufkommenist in den letzten Jahren stark angestiegen.
Handlungsbedarf besteht bei:

� Daten•ubertragung

� l•angerfristigerArchivierung

� volle Nutzung von Datentr •agern(z.B. DVD)

Bspw. entstehen bei einer Computer-Animation von 60 Sekunden L•ange (25
Bilder/Sekunde) Bilddaten von � 2 Gigabyte, wenn sie im Standardformat von
780� 576Pixel mit einer Farbtiefe von 3 Byte aufgezeichnet wird. Ohne Ton!
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Historisc her R •uckblic k

1910 •Ubertragungvon quantisierten Grautonbildern zwischen
New York und London (Bartholomew und McFarlane)

ab 1947 Arbeiten zur Informationstheorie von Shannon, Hu�-
man, Fano, Wiener und Kotel'nik ov

1952 Ver•o�entlichung desHu�man-Co des
ab 1955 Aufkommen der ersten Bildtransformationen mit an-

schlie�ender Quantisierung
Haar-, Slant-, Hadamard-, Walch-, Fourier-, Sinus-,
Kosinus-, Karhunen-Loewe-Transformation

1959 Verbreitung der Lau
 •angenkodierung
1967 Komprimieren mit W•orterb•uchern
1977 Algorithmus von Ziv und Lempel (UNIX compress)
1979 Block-Truncation-Coding
1985 Komprimieren mit Fraktalen (IFS)
1991 Standardisierung der Kosinus-Transformation, JPEG-

Format
2000 Kompressionmit Wavelets (Standard JPEG 2000)

Was kann komprimiert werden?

Kompressionist immer dann m•oglich, wenn in den Eingabedaten
Redundanz enthalten ist. Die Redundanz ist der Anteil einer
Nachricht, der keine Information •ubermittelt, also eigentlich •uber-

 •ussigist.
In vielen F•allen ist objektiv nicht feststellbar, wie viel Redundanz
vorliegt. Nur bei Shannons direkter Informationstheorie gibt es
gesicherte Grundlage f•ur Redundanz.

Ursac hen von Redundanz sind beispielsw eise:

� Zeichenverteilung
(Beispiel: 80%der Bilddaten haben den Wert wei�)
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� Zeichenwiederholung
(Beispiel: st•andigeWiederholungdesselben Bytes)

� Zeichenkettenwiederholung
(Beispiel: Textsequenzwiederholt sich st•andig, z.B.

"
q.e.d.\ )

� Funktionaler Zusammenhang
(Beispiel: Grauwert einesBildes nimmt linear zu)

� Lokalit •at
(Beispiel: Es gibt mehreregleichfarbige Stellen im Bild)

� Kontextabh•angigkeit
(Beispiel:nach 'q' oder 'Q' kommt im Deutschen immer ein 'u')

Ausw ahl von Kompressionsalgorithmen

1. Mit oder ohneInformationsv erlust ?

2. M•ussendie Daten bei der Dekompressionschnell zur Verf•ugung
stehen, oder kann eine lange Dek ompressionszeit in Kauf
genommenwerden?(real-time-Dekompression?)

3. Mussdie Kompressionszeit sogeringwie m•oglich sein,damit
die anfallendenDatenmengenschnell genug verarbeitet werden
k•onnen?(real-time-Kompression?)

4. Ist das erzielte Kompressionsergebnisvorrangig, d.h. die Kri-
terien zwei und drei sind nur von untergeordnetemInteresse?
(Maximale Kompressionsfaktoren ?)

5. Muss bei der •Ubertragung der komprimierten Daten mit ei-
nem gest•orten Kanal gerechnet werden? (Fang-Codes vor-
handen?)

6. Ist inkremen telle Bildv erb esserung vorgesehen?(Progres-
sive re�nement: Das Bild erscheint in grober Au
 •osungsofort
und wird dann beim weiterenDekomprimierenimmer besserin
der Au
 •osung.)

7. Gibt es Kompressionsalgorithmen,die f•ur spezielle Einga-
bedaten besondersgeeignetsind?
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De�nitionen:
Der Kompessionsfaktorbemi�t, um welchen Faktor sich die L•ange
der Ausgabe l(A) von der L•angeder Eingabe l(E) desKompressi-
onsvorgangsunterscheidet:

� =
l(E)
l(A)

(Ein Kompressionsalgorithmus sollte alsoeinenKompressionsfaktor
deutlich > 1 haben.)
Kompressionsverh•altnis : � = 1=�.

"
Kompressionsrate\ (?)

"
Um 1� � = 10%komprimiert\ bzw.

"
auf � = 90%komprimiert\ ...

T yp en von Eingab edaten:

� Eindimensionale Daten (char), (t)

{ Texte, Programm-Quelltexte
{ •UbersetzteProgramme(Code)
{ Musik und Ton
{ Messwertsequenzen

� Zweidimensionale Daten (x; y)

{ Bitmaps
{ Grautonbilder
{ Farbtabellenbilder
{ Farbbilder

� Dreidimensionale Daten

{ Zeitliche Bildfolgen (x; y; t)
� Animationen
� Film-, Videosequenzen

{ R•aumliche Bildfolgen (x; y; z)
� Tomographie-Schnitte
� Szintigraphie-Schnitte
� Stereo-Bilder
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Einfac he direkte Kompressionsv erfahren

� Hu�man -Codierung

� Lau
 •angencodierung
Beispiel:
Eingabefolge:aaabbaccccccaaaaa
Ausgabefolge:(a � 3); (b� 2); (a � 1); (c � 6); (a � 5):
Verbesserung:� (a � 3); bb;a; � (c � 6); � (a � 5):
(vgl. Telefax-Code)

� In terp olation
z.B. linear (Anfangswert, Endwert, Lau
 •ange)
Seidie erlaubte Toleranz1 Einheit:
Eingabefolge:2; 3; 6; 6; 9; 11; 17; 12; 10; 5
Ausgabefolge:(2; 11; 5); (17; 5; 4)
Rekonstruiert: 2; 4; 6; 7; 9; 11; 17; 13; 9; 5

� Quan tisierung

� Arithmetisc he Codierung (vgl. GE-Hash,Kapitel 1)

Zeichen 00 01 10 11
W'keit 0,1 0,4 0,2 0,3

Codierungsintervall [0 , 0,1) [0,1 , 0,5) [0,5 , 0,7) [0,7 , 1)

(Auch kontextabh•angig m•oglich!)
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5.2 Verlustfreie Datenk ompression nach Lem-
pel, Ziv & Welch (LZW)

Das Verfahrensoll

� jede Datei (jeden Byte-Stream)

� schnell und

� ohnemitzuspeicherndesW•orterbuch

komprimieren k•onnen,alsoziemlich universell sein.

L•osung:
Ein sogenanntes K•urzel-W•orterbuch wird w•ahrend desKomprimie-
rens (bzw. Dekomprimierens) Schritt f•ur Schritt aufgebaut und
mussnicht mit •ubergeben werden!

Verfahren

� Ein- und Ausgabe-Alphabet sind unterschiedlich

� Zeichenstromsukzessive abarbeiten; bei jedemAusgabezeichen
wird ein neuerW•orterbuch-Eintrag erzeugt

� Es wird immer so viel vom Eingabestrom gelesen(k Zeichen),
wie schon durch ein existierendesAusgabezeichen im W•orter-
buch dargestellt werdenkann; dieseswird ausgegeben

� Gleichzeitig werdenk + 1 Zeichen mit neuemCode ins W•orter-
buch aufgenommen

� Anfangsbesteht dasW•orterbuch nur ausEintr •agenf•ur die Ein-
gabezeichen (TeilmengedesAusgabealphabets)

11



Komprimieren: (Beispiel)

Eingab e Ausgab e W •orterbuc h
( 0 � 255 vorbelegt )

A
"
A\ 256=

"
AB\

B
"
B\ 257=

"
BC\

C
"
C\ 258=

"
CA\

A 256 259=
"
AB7\

B
7

"
7\ 260=

"
78\

8
"
8\ 261=

"
8A\

A 256 262=
"
ABC\

B
C 258 263=

"
CAB\

A
B

"
B\ 264=

"
B7\

7 260 265=
"
78A\

8
A

"
A\

[EOF] [EOF]

Dek omprimiert wird nun v•ollig analog,d.h. ohnedasW•orterbuch
im Vorauszu kennen!(Bsp. Fortsetzung)
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Eingab e Ausgab e W •orterbuc h
( 0 � 255 vorbelegt )

"
A\ A 256=

"
AB\

"
B\ B 257=

"
BC\

"
C\ C 258=

"
CA\

256 AB 259=
"
AB7\

"
7\ 7

"
8\ 8 260=

"
78\

256 AB 261=
"
8A\

258 CA 262=
"
ABC\

"
B\ B 263=

"
CAB\

260 78 264=
"
B7\

"
A\ A 265=

"
78A\

[EOF] [EOF]

Wie kann diespraktisch realisiert werden?

Das W•orterbuch w•achst nur bis zu einer bestimmten Gr•o�e,
z.B. 10 Bit/Adresse � 1024Eintr •age

12 Bit/Adresse � 4096Eintr •age

Bei unseremBeispiel (s.o.) reichen 9 bit/Adresse:

) Eingabe: 15 Byte = 120bit (8 bit/Zeic hen)
Ausgabe: 11 Adressen= 99 bit (9 bit/Metazeichen)

) � 18%Kompression.
Kompressionsrate82,5%

W •orterbuc h-Organisation
Zugri� Adresse! Eintrag: schnell
Zugri� Eintrag! Adresse:langsam
(kann mit Hashenbeschleunigt werden,B•aumezu langsam!)
) Entpacken: schnell,
Komprimieren: langsamer
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Implementation:
Wörterbuch-

Quell-String (Datei):

Start-Zeiger:
Länge:

ANANAS_BANANE...

Code-Nr.:
2 2 3 2 2 2 2 4 2
25

6
25

9
26

0
26

1
26

2
25

8
25

7
26

3
26

4

Kann man essoeinrichten, dassam Anfang die Adressenkurz sind,
z.B. 10 Bit, sp•ater l•anger?
L•osung: f•ur Adressen einen sofort entzi�erbaren Code variabler
L•ange(Hu�man?) nutzen.

Das " K[omega]K-Problem \

Veranschaulichung an speziellemBeispiel:

Kodierung:

Eingabe Ausgabe W•orterbuch

A
"
A\ 256=

"
AP\

P
"
P\ 257=

"
PA\

A 256 258=
"
APA\

P
A 258 259=

"
APAP\

P
A
P 257 260=

"
PAP\

A
P 260
A
P

[EOF] [EOF]
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Dekodierung f•uhrt nun zu
"
Verklemmung\ :

Eingabe Ausgabe W•orterbuch

"
A\ A 256=

"
AP\

"
P\ P 257=

"
PA\

256 AP 258=
"
AP ?\

258 APA =
"
AP A \

257 PA 259=
"
APAP\

260 PAP 260=
"
PA ?\

[EOF] [EOF] =
"
PA P \

An wendung:
Varianten des LZW-Verfahrens: UNIX-Kommandos

"
compress\ ,

"
GZIP\ , Gra�kformate GIF, TIFF, ...

5.3 Schnelle diskrete Fourier-T ransformation

Spektralzerlegungenhaben in der Signalverarbeitung eine gro�e
Bedeutung,auch f•ur Datenkompression,vor allem verlustbehaftete
(MP3, JPEG usw.).
FFT 1 ist der Schl•usself•ur viele schnelle Algorithmen.

Anwendungsbeispiel,um die diskrete FFT einzuf•uhren:
Polynom-Multiplik ation

� Polynom in Koe�zien tendarstellung:

P(x) =
n� 1X

i =0

ai � x i

� Polynom in Nullstellendarstellung:

P(x) = c
nY

i =1

(x � x i )

� Polynom in St•utzstellendarstellung:

(x1; P(x1)) ; (x2; P(x2)) ; :::; (xn ; P(xn )) ; (xn+1 ; P(xn+1 ))
1Fast Fourier Transform = schnelle Fouriertransformation; Manber: S.309�, Goos IV: An-

hang
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Gegeben: Zwei PolynomeP(x); Q(x).

Gesucht: Das Polynom R(x) := P(x) � Q(x).

� Rechnung in Nullstellendarstellung

(c;x1; x2; :::; xn ) � (c0; x0
1; x0

2; :::; x0
m ) = (c� c0; x1; :::; xn ; x0

1; :::; x0
m )

Wenn eine geeigneteListendarstellung (mit Pointer) gegeben
ist, so ist die Multiplik ation in O(1) -Zeit m•oglich!
Die Nullstellendarstellung ist leider nur approximativ m•oglich
und bei Addition sehr unhandlic h!!

� Rechnung in Ko e�zien tendarstellung

 
n� 1X

i =0

ai � x i

!

�

0

@
m� 1X

j =0

bj � x j

1

A =
n+ m� 2X

k=0

0

@
X

i + j = k

ai � bj

1

A xk

Aufwand: Tmax (n; m) = O(n �m), d.h. bei zwei Polynomenvom

Grad n: O(n2) bzw. mit Tricks O(n3=2)
(Addition sowiesotrivial)

� Rechnung in St •utzstellendarstellung
Geht nur, wenn beide Polynome gleiche St•utzstellen haben
(und k = n + m + 2 St•utzstellen gegeben sind!):

Pn : (x1; a1); (x2; a2); :::; (xk ; ak)

Qn : (x1; b1); (x2; b2); :::; (xk ; bk)

P � Q : (x1; a1b1); (x2; a2b2); :::; (xk ; akbk)

Aufwand: Tmax = O(n + m) bzw. O(n) .
(Au�erdem: Addition geht auch)

Problem:
Die Polynome P(x); Q(x) in Koe�zien tendarstellung sollen multi-
pliziert werden,Ergebnisin Koe�zien tendarstellung gew•unscht!

Die FFT scha�t esin Tmax (n) = O(n logn)
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Vorgehen f•ur die zwei PolynomeP; Q vom Grad m

1. F•ur die St•utzstellen 1; ! ; ! 2; :::; ! 2m+1 berechne die Funktions-
werte P(! i ) und Q(! i )
) nun Polynomein St•utzstellendarstellunggegeben

2. Multipliziere St•utzstellendarstellung:O(m)

3. TransformiereSt•utzstellendarstellungzur•uck in Koe�zien ten-
darstellung

A) Die Wahl des Basisw erts !

Ohne Einschr•ankung der Allgemeinheit w•ahlen wir n = 2k (um
sp•ater sauber halbierenzu k•onnen), alsonotfalls zu gro� ...

! muss primitiv e n-te Einheitswurzel (! komplexe Zahlen!)
sein, also ! n = 1, aber ! i 6= ! j f•ur 0 � i < j < n. Wie bekommt
man soetwas?

! = cos
2�
n

+ i � sin
2�
n

= ei � 2�
n

i ist hier kein Lau�ndex, sonderndie imagin•are Einheit: i =
p

� 1.
Als Lau�ndex nehmenwir ab jetzt j oder k:

! k = (ei � 2�
n )k = ei �(k� 2�

n ) = cos
�

k �
2�
n

�

+ i � sin
�

k �
2�
n

�

) k-facher Winkel! Bei k = n ist wieder 2� k=n = 0

Die Rechnung lief nach Eulers allgemeiner Formel f•ur imagin•are
Exponenten: (Potenz dann auf Einheitskreis!)

ei' = cos' + i � sin '

Eigenschaften von ! :
! n+ k = ! k , weil ! n = 1
! n=2 = � 1
j! k j = 1 (Absolutbetrag komplexerZahlen)
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B) Die Transformation

GrundlegendeFormel:

P(! ) =
n� 1X

j =0

aj � ! j

= a0 � ! 0 + a2 � ! 2 + a4 � ! 4 + ::: + an� 2 � ! n� 2

+ ! �
h
a1 � ! 0 + a3 � ! 2 + a5 � ! 4 + ::: + an� 1 � ! n� 2

i

= a0 � (! 2)0+ a2 � (! 2)1+ a4 � (! 2)2+ ::: + an� 2 � (! 2)n=2� 1

+ ! �
h
a1�(! 2)0+ a3�(! 2)1+ a5�(! 2)2+ ::: + an� 1�(! 2)n=2� 1

i

P(! ) = Pg(! 2) + ! �Pu(! 2)

Dabei sind Pg und Pu neuePolynome vom Grad n=2; das eine ist
gerade,dasandereungerade.
F•ur mehrereWerte, die dasselbe Polynom an verschiedenenStellen
liefert, (als Vektor) f•uhren wir eineneueSchreibweiseein:

Pa0a1a2 :::ak

�
x1; x2; :::; xn

�
= Pa0a1a2 :::ak

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

x1

x2

...

xn

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

:=

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

P k
j =0 aj x

j
1

P k
j =0 aj x

j
2

...

P k
j =0 aj x j

n

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

F•ur das folgendeBeispiel w•ahlen wir n = 8. Eben wurde gezeigt,
dasssich ausden Funktionswerten

Pa0a2a4a6 (1; ! 2; ! 4; ! 6) und Pa1a3a5a7 (1; ! 2; ! 4; ! 6)

die Funktionswerte

Pa0a1a2a3 a4a5a6a7 (1; ! ; ! 2; ! 3; ! 4; ! 5; ! 6; ! 7)
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berechnen lassen.
Nun wird gezeigt,wie diesmit linearemAufwand geschehenkann!

Pa0a2a4a6 (1; ! 2; ! 4; ! 6) =: (g0; g2; g4; g6)

Pa1a3a5a7 (1; ! 2; ! 4; ! 6) =: (u0; u2; u4; u6)

seienbekannt, unbekannt ist hingegen

Pa0a1a2a3a4a5a6a7 (1; ! ; ! 2; ! 3; ! 4; ! 5; ! 6; ! 7) =: (r0; r1; r2; r3; r4; r5; r6; r7)

Dann gilt gem•a� der
"
grundlegendenFormel\ (s.o.):

r0 := g0 + ! 0 � u0

r1 := g2 + ! 1 � u2

r2 := g4 + ! 2 � u4

r3 := g6 + ! 3 � u6

r4 := g0 + ! 4 � u0

r5 := g2 + ! 5 � u2

r6 := g4 + ! 6 � u4

r7 := g6 + ! 7 � u6

Um dieseBeziehungen im einzelnennachzupr•ufen, muss man die
Potenzierungseigenschaften der Einheitswurzelnbeachten (zyklische
Gruppe modulo n!):

1 ! � ! � � 1 � ! ! �

k k k k k k
! 0 ! 1 ! 2 ! 3 ! 4 ! 5 ! 6 ! 7

k k k k k k k k
! 8 ! 9 ! 10 ! 11 ! 12 ! 13 ! 14 ! 15

k k k k k k k k
! � 8 ! � 7 ! � 6 ! � 5 ! � 4 ! � 3 ! � 2 ! � 1

k k k k k k k k
...

...
...

...
...

...
...

...
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Bspw. sind die Potenzenvon ! 3:

(! 3)0 = 1 (! 3)2 = ! 6 (! 3)4 = ! 4 (! 3)6 = ! 2

(! 3)1 = ! 3 (! 3)3 = ! (! 3)5 = ! 7 (! 3)7 = ! 5

und wir k•onnendamit f•ur r3 erhalten:

Pa0a1 :::a7 (!
3) = r3 = g6 + ! 3 � u6

=

g6
z }| {
a0 + a2! 6 + a4(! 6)2 + a6(! 6)3 + ! 3

�
u6z }| {

a1 + a3! 6 + a5(! 6)2 + a7(! 6)3
�

= a0 + a2! 6 + a4! 4 + a6! 2 + ! 3
�
a1 + a3! 6 + a5! 4 + a7! 2

�

= a0 + a2! 6 + a4! 4 + a6! 2 + a1! 3 + a3! + a5! 7 + a7! 5

= a0 + a1! 3 + a2! 6 + a3! + a4! 4 + a3! 7 + a6! 2 + a7! 5
| {z }

r 3

=
7X

j =0

aj � (! 3) j

Weil dies linearenAufwand (n) erfordert, haben wir als Rekurrenz-
relation f•ur die Rechenzeit:

T(n) = 2 � T
� n

2

�

+ n

=) Die Berechnung aller n Polynom werte
Pn (! 0); Pn (! 1); :::; Pn (! n� 1) f•ur (irgend)eine n-te Einheitswur-
zel ! k = cos(2� k

n ) + i � sin(2� k
n ) ist m•oglich in

Tmax (n) = O(n logn)
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P
0    1    2    3     4    5    6    7a  a  a   a  a   a  a  a(1)

P
0    1    2    3     4    5    6    7a  a  a   a  a   a  a  a

P
0    1    2    3     4    5    6    7a  a  a   a  a   a  a  a

P
0    1    2    3     4    5    6    7a  a  a   a  a   a  a  a

P
0    1    2    3     4    5    6    7a  a  a   a  a   a  a  a

P
0    1    2    3     4    5    6    7a  a  a   a  a   a  a  a

P
0    1    2    3     4    5    6    7a  a  a   a  a   a  a  a

P
0    1    2    3     4    5    6    7a  a  a   a  a   a  a  a

(w  )

(w  )

(w  )

(w  )

(w  )

(w  )

2

(w)

4

6

3

5

7

Butterfly�
Schema:

(1)P

P (w  )2

P (w  )

P (w  )

4

6

(1)P

P (w  )2

P (w  )

P (w  )

4

6

a  a  a  a

a  a  a  a

a  a  a  a

a  a  a  a

a  a  a  a

a  a  a  a

a  a  a  a

a  a  a  a

0    2    4    6

0    2    4    6

0    2    4    6

0    2    4    6

1    3    5    7

1    3    5    7

1    3    5    7

1    3    5    7

(w  )i

i+n/2
(w       )

FFT�Butterfly�Schema
der dreistufigen Anwendung:
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Zur •uck zu unserem Polynom-Problem:

� Wir k•onnen an den n St•utzstellen 1; ! 1; ! 2; :::; ! n� 1 die Po-
lynomwerte P(! i ) mit i = 0; :::; n � 1 in der Zeit O(n logn)
berechnen.

� Also: f•ur 2 Polynome durchf•uhren, Funktionswerte an den
St•utzstellen multiplizieren. Jetzt haben wir die St•utzstellen-
darstellung desProduktes.

� Wie bekommenwir die Koe�zien tendarstellung zur•uck? Evtl.
durch Interpolation, was aber zu langedauert:

R •uckb esinnung:
Um die P(! i ) zu berechnen, haben wir einen 
otten Algorithmus
(mit O(n logn) statt wie hier O(n2)):
0

B
B
B
B
B
B
@

1 1 1 : : : 1
1 ! ! 2 : : : ! n� 1

1 ! 2 ! 2�2 : : : ! 2�(n� 1)

...
...

...
. . .

...
1 ! n� 1 ! (n� 1)�2 : : : ! (n� 1)(n� 1)

1

C
C
C
C
C
C
A

| {z }
Vandermonde-Matrix V (! )

0

B
B
B
B
B
B
@

a0

a1

a2
...

an� 1

1

C
C
C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
B
B
@

P(1)
P(! )
P(! 2)

...
P(! n� 1)

1

C
C
C
C
C
C
A

Neues Problem! Nun umgek ehrt:
Die P(! i ) sind als komplexeZahlenwerte bekannt, aber die Koe�-
zienten desProduktpolynomsa0; a1; :::; an� 1 sind unbekannt!
Also: obigesGleichungssysteml•osen!Tmax (n) = O(n3) !!

F•ur die Vandermonde-Matrix (deren Determinante 6= 0 ist) ist
die Inverse[V(! )]� 1 leicht zu berechnen:

h
V(! )

i � 1
=

1
n

� V
� 1

!

�

(Wenn ! einen-te Einheitswurzel ist, soauch ! � 1 = ! � , die Konju-
gierte = Re(! )� Im(! ))

Also: Das GleichungssystemV(! ) � a = P(! ) l•osenwir durch

a =
h
V(! )

i � 1
� V(! )

| {z }
En

�a =
1
n

V(! � 1)�V(! ) � a
| {z }

P (! )

=
1
n

V(! � 1)
| {z }

bek:

� P(! )
| {z }

bek:
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d.h.

1
n

V(! � 1) �

0

B
B
B
B
@

P(! 0)
P(! 1)

...
P(! n� 1)

1

C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
@

a0

a1
...

an� 1

1

C
C
C
C
A

Die neue primitiv e n-te Einheitswurzel ! 0 := ! � 1 ersetzt das
alte ! , ansonsten sind die P(! i ) bekannt, die ai unbekannt.
Weil auch die Inverse von V(! ) (bis auf den Faktor 1=n)
Vandermonde-Gestalt hat, k•onnen wir nun mit dem gleichen
Butter
y-A lgorithmus wie oben die Koe�zien ten ai berechnen. Und
zwar in Tmax (n) = O(n logn)

Ergebnis:
FFT und inverseFFT sind der gleiche Algorithmus; der eine mit
! , andere mit 1=! . Zeitbedarf jeweils Tmax (n) = O(n logn). Die
Polynomm ultiplik ation (in Ko e�zien tendarstellung) ist
also in Tmax (n) = O(n logn) m•oglic h.

5.3.1 Wie kommen wir von der FFT zu trigonometrisc hen
In terp olationsp olynomen?

Gegeben eine(periodische) Funktion mit St•utzstellenwerten:

x

f(x)

0 1 n�2 n�1

23



Gegeben: Werte f (k) = f k bekannt f•ur k = 0; :::; n � 1
f periodisch mit f (k) = f (k mod n)

Gesucht: Darstellung (= Interpolation) der Gestalt

f (x) =
n� 1X

j =0

aj �cos(:::�x�j )+ bj �sin(:::�x�j )

= trigonometrischesPolynom (Spektralanalyse)

Ansatz:
f k

!= P(! k)

f•ur k = 0; 1; :::; n � 1 mit
! = n-te primitiv e Einheitswurzel und P = Polynom

FFT-Theorie:
Da die Polynomkoe�zien ten von P gesucht sind und die St•utzstel-
lenwerte f k bekannt sind, sollten wir uns mit dem entsprechenden
Teilproblem, alsoder R•uckw•artstransformation befassen:

Also:

1
n

V(! � 1)
| {z }

bek:

�

0

B
B
B
B
@

f 0

f 1
...

f n� 1

1

C
C
C
C
A

| {z }
bek:

=

0

B
B
B
B
@

fa0
fa1
...

gan� 1

1

C
C
C
C
A

| {z }
unbek:

Da die linke Seite bekannt ist, k•onnen wir die Polynomkoe�zien-
ten eai in Tmax (n) = O(n logn) berechnen, wenn es schnell gehen
soll. Wenn wir aber viel Zeit (oder einenschnellen Rechner) haben,
k•onnenwir

"
zu Fu� gehen\ :

faj :=
n� 1X

k=0

Z eil e von 1
n V (! � 1 )

z }| {
1
n

(! � j )k �f k

=
1
n

n� 1X

k=0

h
cos

�

� j � k
2�
n

�

| {z }
cos(� � )=cos �

+ i � sin
�

� j � k
2�
n

�

| {z }
sin(� � )= � sin �

i
f k

= aj � i � bj
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Jetzt sind wir k•uhn und setzenwegenf (k) = P(! k):

f (k) = P(! k) =
n� 1X

j =0

�
aj � i � bj

�
(! k) j

Wir ersetzenk = 0; 1; :: durch den kontinuierlichen Parameter x:

f (x) =
n� 1X

j =0

�
aj � i � bj

��
cos

2� j
n

x + i � sin
2� j
n

x
�

Meist (wenn die f k 2 IR sind) interessiertuns nur der Realteil der
Interpolation:

f (x) =
n� 1X

j =0

aj cos
2� j
n

x + bj sin
2� j
n

x

wobei f•ur die Koe�zien ten aj ; bj gilt:

aj :=
1
n

n� 1X

k=0

f k � cos
2� j
n

k

bj :=
1
n

n� 1X

k=0

f k � sin
2� j
n

k

Wic htig:
Normalerweisegilt Tmax (n) = O(n2). Wennwir aber FFT � 1 nutzen,
Tmax (n) = O(n logn)!!
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Zusammenh •ange:

"
Harmonische Analyse\ z.B. einesakustischen Signals,also Musik,

"
Spektrum\ oder

"
Frequenzverteilung\ :

lässigbar!)
(vernach�

ausblenden

a    , b
i i

Koeffizienten

niedrige hohe Frequenz  (i)

Korollar (Abtasttheorem f•ur periodische Funktionen)2

Eine bandbegrenzteperiodische Funktion f (x) mit Periodenl•angen
und Grenzfrequenz! g = ng � 2� =n ist durch 2ng + 1 Abtastwerte
f (i � ts) mit ts < n=(2ng) eindeutig bestimmt.

2n + 1 Abtastwerte, da es2n Koe�zien ten aj ; bj , also2n Freiheits-
gradegibt.

Analogie zur gew•ohnlichen Polynominterpolation:
Polynom vom Grad n ben•otigt n + 1 St•utzstellen, um eseindeutig
zu bestimmen.

2siehe Goos-Buch IV, S. 277�
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Nachtrag zu Phasenverschiebungen und Abtasttheorem:

x

f(x)

n�1n�20 1

anderes periodisches Intervall

Periode

Die Ergebnisseder harmonischen Analyse sollten von Phasenlage,
die f•ur die Analyse gew•ahlt wurde, unabh•angig sein.

Also: Ein Term
cos

�
� +

2� j
n

x
�

(� ist die Phasenverschiebung ) sollte in einfacher Form aus den
orthogonalenTermencos( 2� j

n x) und sin( 2� j
n x) zusammengesetztwer-

den k•onnen. Euler nutzen:

cos(� +
2� j
n

x) = Re
�
ei (� + 2� j

n x)
�

= Re
�
ei� � ei 2� j

n x
�

= Re
� �

cos� + i � sin�
�

�
�

cos
2� j
n

x + i � sin
2� j
n

x
� �

= cos�| {z }
const:

� cos
2� j
n

x � sin�| {z }
const:

� sin
2� j
n

x

In der Tat:
Die Phasenlageder Ausgangsdatenhat nur insoferneinenEin
uss,
als die Koe�zien ten aj ; bj ver•andert werden, jedoch nicht das Fre-
quenzspektrum!
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5.4 Verlustb ehaftete Bildk ompression mit
JPEG

Der JPEG-Standard ist die De�nition einesgenormten Kompressi-
onsverfahrensf•ur Bilder.3

JPEG = Joint Photographic Expert Group (CCITT, ISO)

Anforderungenan einenKompressions-Standard:

1. Kompressionsrate< 1/10

(state of the art)

2. Bildqualit •at parametrisierbar

(
"
gut\ ,

"
sehrgut\ ,

"
exzellent\ )

3. Verfahrennicht limitiert auf bestimmte Bildt ypen

(Farbtiefe, Pixelverh•altnis, Kan•ale, ...)

4. algorithmische Qualit •at sollte Software-Verarbeitung erlauben

(Echtzeit-Kriterium)

5. JPEG bietet verschiedeneModi (verschiedeneCodecs):

� Sequentielle Codierung (baselinecodec, Fall 1)
TopLeft! BottomRight

� Verlustfreie Codierung (Fall 2)
(nicht sinnvoll f•ur Kompression!)

� Progressive Codierung (
"
coarse to clear\ )

� Hierarchische Codierung

Grundidee:
Bild wird in K•astchen zu je 8� 8 Pixeln aufgeteilt, die jeweils ei-
ner lokalen 2D-Frequenzanalyse(also horizontal und vertikal) un-
terzogen werden. Die Spektralanalyse besorgt aber keine Fourier-
Transformation, sonderneine Kosinus-Transformation (•ahnlich) ...

3Quelle: Communic ation of the ACM, April 1991, S. 30{44
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Abbildung 5.1: Beispiel f•ur die Vorgehensweisevon JPEG

JPEG: Kompressionsalgorithm us

hier nur sequentielle Codierung (Fall 1)

Table Spe�
cification

Table Spe�
cification

Compressed
Image Data

...

Image Data
Source

FDCT Quantizer Entropy
Encoder

DCT�Based Encoder

1 block = 8x8 pixels

Q�factor

Abbildung 5.2: Schema der JPEG-Codierung
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Pro Farbkomponente sind folgendeSchritte auszuf•uhren:

1. Pixelfarbwerte f (x; y) von
"
unsignedinteger\ in

"
signedinte-

ger\ umwandeln:

[0; 2p � 1] ! [� 2p� 1; 2p� 1 � 1]

2. Forwar d Discr ete Cosinus Transform (FDCT)

auf 8� 8 Pixel gro�en Pixelbl•ocken (64 Werte)

Herzst•uck desAlgorithmus!

F•ur Frequenzanteile u; v 2 f 0; 1; :::; 7g (u = Horizontalfre-
quenz,v = Vertikalfrequenz)berechne Koe�zien ten F (u; v):

F (u; v) =
1
4

CuCv

2

4
7X

x=0

7X

y=0

f (x; y) � cos
(2x + 1)u�

16
� cos

(2y + 1)v�
16

3

5

Dabei sind Cu; Cv Konstante, die immer = 1 sind, nur f•ur u = 0
bzw. v = 0 ist der entsprechendeWert = 1=

p
2.

Theorie:

Zun•achst Transformation ohne Verlust in einen Wertebereich,
der bessercodiert werdenkann.

Praxis:

Keine Implementierung liefert perfekte Genauigkeit (z.B.
Kosinus-Terme); verschiedeneImplementierungen k•onnen un-
terschiedliche Ergebnisseliefern ... L•osung:Testdaten

3. Quan tisierung (hier gehenDaten verloren!)

Die aus den 64 Pixeln f (x; y) gewonnenen 64 Koe�zien ten
F (u; v) werden mithilfe einer Tabelle (ebenfalls 8� 8) auf den
diskreten Wertebereich 0; :::; 255abgebildet:

FQ(u; v) = integer

"
F (u; v)
Q(u; v)

�
Qf aktor

50

#

Die (konstanten) WerteQ(u; v) (quantizerstepsize) sind in lan-
genVersuchsreihenexperimentell ermittelt, mit demsubjektiv-
optischen Eindruck von Versuchspersonen,ob ein Bild noch

"
gut\ aussieht.

Der Qf aktor gibt an, wie stark das Bild komprimiert werden
soll (variierbarer Parameter).
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4. Ordn ung

Die Koe�zien ten aller 8� 8-Bl•ocke werden sequentiell hinter-
einandergeschrieben:

F (0; 0) ist quasi
"
Gleichstrom\ -Anteil (direct current = DC)

einesBlocks. DieserGleichstrom-Anteil DC wird nicht absolut
angegeben,sondernnur dieDi�erenz �DC zumGleichstroman-
teil desvorhergehendenBlocks:

DC i�1
D i i�1DC   = DC     � DC i DC i

. . .

Block i�1

. . .

Block i

Abbildung 5.3: Der konstante Anteil wird nicht absolut, sondern relativ zum
vorhergehenden8� 8-K•astchen gespeichert

Pro Block werdendie restlichenKoe�zien ten mit (u; v) 6= (0; 0)
(Wechselstromanteile, AC = alternating current) in der folgen-
den Reihenfolgein den Ausgabestrom geschrieben:

AC01 AC07

AC70 AC77

erst werden die tieferen  Frequenzen
(konstante Anteile)  kodiert,  dann

die hochfrequenteren Anteile
(evtl. Rauschen)

DC

Start

Stop

Block i

Abbildung 5.4: Reihenfolgeder Codierung der einzelnenKoe�zien ten

Dadurch kommen zun•achst die wesentlichen Informationen
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(tiefe Frequenzanteile), dann die vernachl•assigbaren,die durch
die Quantisierung zumeist fast alle auf Null gedr•uckt worden
sind.

5. Coding

zwei M•oglichkeiten: Hu�man- oder arithmetische Codierung

Beispiel:
Gegeben seiendie Pixelwerte f (x; y) einesBlocks:

f (x; y) =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

139 144 149 153 155 155 155 155
144 151 153 156 159 156 156 156
150 155 160 163 158 156 156 156
159 161 162 160 160 159 159 159
159 160 161 162 162 155 155 155
161 161 161 161 160 157 157 157
162 162 161 163 162 157 157 157
162 162 161 161 163 158 158 158

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

D CT� !

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

235;6 � 1;0 � 12;1 � 5;2 2;1 � 1;7 � 2;7 1;3
� 22;6 � 17;5 � 6;2 � 3;2 � 2;9 � 0;1 0;4 � 1;2
� 10;9 � 9;3 � 1;6 1;5 0;2 � 0;9 � 0;6 � 0;1
� 7;1 � 1;9 0;2 1;5 0;9 � 0;1 0;0 0;3
� 0;6 � 0;8 1;5 1;6 � 0;1 � 0;7 0;6 1;3

1;8 � 0;2 1;6 � 0;3 � 0;8 1;5 1;0 � 1;0
� 1;3 � 0;4 � 0;3 � 1;5 � 0;5 1;7 1;1 � 0;8
� 2;6 1;6 � 3;8 � 1;8 1;9 1;2 � 0;6 � 0;4

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

= F (u; v)

Diese Eintr •age in der Matrix F (u; v) werden nun per Ganzzahl-
Division (komponentenweise!) durch die Eintr •age der Quantisie-
rungsmatrix

Q(u; v) �
50

Qf aktor
=

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

16 11 10 16 24 40 51 64
12 12 14 19 26 58 60 55
14 13 16 24 40 57 69 56
14 17 22 29 51 87 80 62
18 22 37 56 68 109 103 77
24 35 55 64 81 104 113 92
49 64 78 87 103 121 120 101
72 92 95 98 112 100 103 99

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A
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geteilt; herauskommt die •ubersichtliche (ausged•unnte!) Matrix

FQ(u; v) =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

15 0 � 1 0 0 0 0 0
� 2 � 1 0 0 0 0 0 0
� 1 � 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

Diesewerdenkodiert in die JPEG-Datei geschrieben (f •ur den aktu-
ellen 8� 8-Block).

Der Dekodierer bekommt also dieseWerte (zusammenmit dem
Wissen•uber den Wert von Qf aktor ) und kann daraus(gerundete)
N•aherungswerte f•ur die Koe�zien ten zur•uckgewinnen:

F (u; v) =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

240 0 � 10 0 0 0 0 0
� 24 � 12 0 0 0 0 0 0
� 14 � 13 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

Nach Anwendungder inversenDCT k•onnenausden Spektralkoe�-
zienten F (u; v) die Pixelwerte f (x; y) wie folgt rekonstruiert werden:

I D CT� !

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

144 146 149 152 154 156 156 156
148 150 152 154 156 156 156 156
155 156 157 158 158 157 156 155
160 161 161 162 161 159 157 155
163 163 164 163 162 160 158 156
163 164 164 164 162 160 158 157
160 161 162 162 162 161 159 158
158 159 161 161 162 161 159 158

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

= f (x; y)
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0 1 2 3 4 765

0

7

6

5

4

1

2

3

v =

u =

Die Basis der (zweidimensionalen) Diskreten Kosinustransformation

Abbildung 5.5: Die zweidimensionaleJPEG-Basis als Grauwert-Muster

Ergebnisse von JPEG:
(Hier Annahme,dassPixelwerte 2 f 0; :::; 255g)

Aufwand [bit/Pixel] Qualit •at Kompression
0,25{ 0,5 ordentlich bis gut 3%
0,5 { 0,75 gut bis sehrgut 7%
0,75{ 1,5 exzellent, fast alle Applikationen 12%
1,5 { 2,0 nicht unterscheidbar vom Original 25%
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JPEG: Dek ompression

auch hier: nur sequentielle Codierung (Fall 1)

Entropy
Decoder

Table Spe�
cification

Table Spe�
cification

Compressed
Image Data

Reconstructed
Image Data

Dequantizer IDCT...

DCT�Based Decoder

Abbildung 5.6: Schema der JPEG-Dekodierung

Pro Farbkomponente sind folgendeSchritte auszuf•uhren (nun um-
gekehrte Reihenfolge):

1. Dek odierung

zun•achst mussder Byte-Strom Hu�man- oder arithmetisch de-
kodiert werden

2. Ordn ung

Die Bl•ocke (K •astchen) werdensequentiell abgearbeitet:

Jeweils DC-Anteil und 63 AC-Anteile ...

3. Dequan tisierung

F (u; v) = FQ(u; v) �
50� Q(u; v)
Qf aktor

Q(u; v) = const. sind ohnehin bekannt;

Qf aktor ausder komprimierten JPEG-Datei selbst lesen...
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4. Inverse Discr ete Cosinus Transform (IDCT)

auf den (8� 8 Pixel gro�en) K•astchen

F•ur Pixel x; y 2 f 0; 1; :::; 7g im K•astchen berechne Farbwerte
f (x; y):

f (x; y) =
1
4

7X

u=0

7X

v=0

"

CuCv � F (u; v) � cos
(2x + 1)u�

16
� cos

(2y + 1)v�
16

#

Cu und Cv sind Konstante, die de�niert sind wie in der FDCT.

5. Pixelfarbwerte f (x; y) von
"
signedinteger\ wiederin

"
unsigned

integer\ umwandeln:

[� 2p� 1; 2p� 1 � 1] ! [0; 2p � 1]
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JPEG  10%Originalbild

JPEG  2%

JPEG  5% JPEG  3%

JPEG 10%, QFaktor=6 JPEG 5%, QFaktor=18

JPEG 3%, QFaktor=66 JPEG 2%, QFaktor=316

Abbildung 5.7: Beispiel f•ur die Anwendung von JPEG auf k•unstlich erzeugtes
Bildmaterial
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5.5 Details zur FDCT und IDCT

Die Vorw•arts-Transformation (FDCT) lautete ja

F (u; v) =
1
4

CuCv

2

4
7X

x=0

7X

y=0

f (x; y) � cos
(2x + 1)u�

16
� cos

(2y + 1)v�
16

3

5

Dies ist aber nur scheinbar eine
"
echte\ 2D-Transformation.

Tats•achlich sind eszwei hintereinander ausgef•uhrte 1-dimensionale
Transformationen(einmal horizontal (x ! u), einmal vertikal (y !
v)):

F (u; v) =
1
4

CuCv

2

4
7X

x=0

7X

y=0

f (x; y) � cos
(2x + 1)u�

16
� cos

(2y + 1)v�
16

3

5

=
1
2

Cv

7X

y=0

cos
(2y + 1)v�

16
| {z }

ver tik al

�

2

6
6
6
6
4

1
2

Cu

7X

x=0

cos
(2x + 1)u�

16
| {z }

hor iz ontal

� f (x; y)

3

7
7
7
7
5

Die 1D-Versionder DCT l•a�t sich alsoschreiben als:

G(u) =
1
2

Cu

7X

x=0

f (x) � cos
(2x + 1)u�

16

mit der R•uckw•artstransformation (IDCT):

f (x) =
1
2

7X

u=0

Cu � G(u) � cos
(2x + 1)u�

16

Wenn man die Graphen der cos
�
(2x + 1)u� =16

�
-Terme zeich-

net, f•allt au�erdem auf, dassdie Kurven abwechselnd wie Kosinus-
und Sinus(!)-Terme aussehen4 { wenn man n•amlich den Ursprung
auf x = 3,5 setzt!

F•ur geradeu-Werte hat man Achsensymmetriebzgl. x = 3,5;
f•ur ungeradeu-Werte hat man Punktsymmetrie bzgl. (3,5 , 0):
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0 1 2 3 4 5 6 7 x

0 1 2 3 4 5 6 7 x

u

0 1 2 3 4 5 6 7 x

u

0 1 2 3 4 5 6 7 x

u

= 1

= 2

= 3

u = 0

0 1 2 3 4 5 6 7 x

u = 7

0 1 2 3 4 5 6 7 x

u = 6

0 1 2 3 4 5 6 7 x

u = 5

0 1 2 3 4 5 6 7 x

u = 4

Abbildung 5.8: Die Kosinus-Terme f•ur u = 0; :::; 7, wie sie in der DCT-Formel
auftauchen (n = 8)
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x

x

u = 0

u = 2

u = 4

u = 6

u = 1

u = 3

u = 5

u = 7

0 1 2 3 4 5 6 7

0 1 2 3 4 5 6 7

0 1 2 3 4 5 6 7

0 1 2 3 4 5 6 7

Abbildung 5.9: Die 1D-Basis der diskreten Kosinustransformation (DCT) f•ur
n = 8
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Bei der diskreten Kosinus-Transformation, wie sie bei JPEG be-
nutzt wird, kommenf•ur diesecos-Termenur 64 verschiedeneWerte
in Betracht:

x; u = 0; :::; 7 : Tu(x) :=
1
2

Cu cos
(2x + 1)u�

16

(die Werte Tv(y) sind v•ollig identisch!)

Die lineare (1D-) Transformation l•asstsich damit notieren als
0

B
B
@

T0(0) � � � T0(7)
...

. . .
...

T7(0) � � � T7(7)

1

C
C
A

| {z }
M atr ix M

�

0

B
B
@

f (0)
...

f (7)

1

C
C
A

| {z }
Or tsbereich x

=

0

B
B
@

G(0)
...

G(7)

1

C
C
A

| {z }
F r equenzbereich u

Rechenaufwand hierf•ur o�enbar:
64 Additionen + 64 Multiplik ationen

Was hat die Matrix M f•ur Eigenschaften?
0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

0;354 0;354 0;354 0;354 0;354 0;354 0;354 0;354

0;490 0;416 0;278 0;098 � 0;098 � 0;278 � 0;416 � 0;490

0;462 0;191 � 0;191 � 0;462 � 0;462 � 0;191 0;191 0;462

0;416 � 0;098 � 0;490 � 0;278 0;278 0;490 0;098 � 0;416

0;354 � 0;354 � 0;354 0;354 0;354 � 0;354 � 0;354 0;354

0;278 � 0;490 0;098 0;416 � 0;416 � 0;098 0;490 � 0;278

0;191 � 0;462 0;462 � 0;191 � 0;191 0;462 � 0;462 0;191

0;098 � 0;278 0;416 � 0;490 0;490 � 0;416 0;278 � 0;098

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

4 jeweils �
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F•ur die Zeilenvektoren Tu(0; :::; 7) gilt

� linear unabh•angig

� euklidische L•ange= 1

� paarweisesenkrecht aufeinander

Die Zeilenvektoren Tu bilden alsoeineOrthonormalbasis !

Alle paarweisenSkalarprodukte der Tu erh•alt man, indem man die
Matrix M � M > berechnet:

M � M > =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

DieseEinheitsmatrix E8� 8 kommt exakt heraus,d.h. die Transpo-
nierte M > ist die Inversevon M !

Den Tatbestand M � 1 = M > k•onnen wir ausnutzen, und zwar
f•ur die R•uckw•artstransformation:5

Gegeben: Koe�zien ten G(u)

Gesucht: Farbwerte f (x)

f (0; :::; 7) =
z }| {
M � 1M �f (0; :::; 7)

= M > M � f (0; :::; 7)
| {z }

= M > � G(0; :::; 7)

Was genau geschieh t beim Transformieren?

5vgl. Fourier-T ransformation ... Hier geht es sogar noch etwas ra�nierter!
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Signal f (x) wird auf •Ahnlic hkeit mit den Grundfunktio-
nen Tu(x) � cos

�
(2x + 1)u� =16

�
gepr•uft: (Frequenzen

u = 0; :::; 7)
�
�
� Tu(0; :::; 7) � f (0; :::; 7)
| {z }

Skalar pr odukt!

�
�
� =

�
�
�Tu(0; :::; 7)

�
�
� �

�
�
�f (0; :::; 7)

�
�
� � cos'

Dabei gibt ' den
"
Winkel\ (also ein Ma� f•ur die •Ahnlichkeit)

zwischen f (x) und Tu(x) an; je kleiner der Winkel, desto gr•o�er
dasSkalarprodukt zwischen denDaten f (x) und demMuster Tu(x).

Eigentlich ist die (diskrete) Kosinus-Transformation also nur
eineKoordinatentransformation (ein Basiswechsel!):

Alte Basis(Ortsbereich):
(1; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0), (0; 1; 0; 0; 0; 0; 0; 0), ..., (0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 1).

NeueBasis(Frequenzbereich):
T0, T1, ..., T7.

Beispiel f•ur die Transformation einesniederfrequenten Signals:

f (0; :::; 7)
| {z }

x

= (+4 + 4 + 4 + 4 � 4 � 4 � 4 � 4)

G (0; :::; 7)
| {z }

u

= (0 10;252 0 � 3;600 0 2;405 0 � 2;039)

f (0; :::; 7)
| {z }

x

= (+4 + 4 + 4 + 4 � 4 � 4 � 4 � 4)

Beispiel f•ur die Transformation eineshochfrequenten Signals:

f (0; :::; 7)
| {z }

x

= (+1 � 1 + 1 � 1 + 1 � 1 + 1 � 1)

G (0; :::; 7)
| {z }

u

= (0 0;510 0 0;601 0 0;900 0 2;563)

f (0; :::; 7)
| {z }

x

= (+1 � 1 + 1 � 1 + 1 � 1 + 1 � 1)
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Zum Vergleic h noch einmal die diskrete Fourier-
Transformation (DFT):

V(! ) = Vandermonde-Matrixzur Einheitswurzel !

Transformation:

V(! ) � f (0; :::; n) = T(0; :::; n)

Dass1=n � V(1=! ) die Inversevon V(! ) ist, l•asst sich leicht nach-
rechnen:
DasElement an Position (j; k) desProdukts 1

n V(1=! ) � V(! ) ist 1=n
desSkalarprodukts der V(1=! )-Zeile

Z =

"

1
� 1

!

� j � 1
!

� 2j

:::
� 1

!

� (n� 1)j
#

und der V(! )-Spalte

S =
h
1 ! k ! 2k ::: ! (n� 1)k

i

hat genauden Wert

Z � S =
h
1 + ! k� j + ! 2(k� j ) + ::: + ! (n� 1)(k� j )

i

=
h
1 + ! r + ! 2r + ::: + ! (n� 1)r

i

mit r = k � j . Nun ist ! r (f •ur jede ganzeZahl r ) aber auch eine
n-te Einheitswurzel.6

Dann gilt aber, da die Werte (! r ) l f•ur l = 0; :::; n � 1 symmetrisch
auf dem Einheitskreisverteilt sind, f•ur ihre Summe(und damit das
Skalarprodukt Z � S):

nX

l=1

(! r ) l = 0

6Denn es ist ja (! r )n = ! r n = (! n )r = 1r = 1
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Vorgehen bei der 2D-T ransformation

Vorw•arts:

� F•ur y = 0; 1; :::; 7:

Gu(y) := M � f (x; y)

� F•ur u = 0; 1; :::; 7:

F (u; v) := M � Gu(y)

R•uckw•arts:

� F•ur u = 0; 1; :::; 7:

Gu(y) := M > � F (u; v)

� F•ur y = 0; 1; :::; 7:

f (x; y) := M > � Gu(y)

Egal, ob Vor- oder R•uckw•arts-Transformation, der Rechenaufwand
ist in jedemFall:

� F•ur y = 0; 1; :::; 7 je eine Matrix �Vektor-Multiplik ation (zu je
8�8 Multiplik ationen und Additionen)

) 83 Multiplik ationen und Additionen

� F•ur u = 0; 1; :::; 7 je eine Matrix �Vektor-Multiplik ation (zu je
8�8 Multiplik ationen und Additionen)

) 83 Multiplik ationen und Additionen

Insgesamt alsopro 8� 8-K•astchen2�83 = 1024Multiplik ationen und
Additionen!

Pro Pixel (wir haben 64 = 82 davon im K•astchen) sind das
2 � 8 = 16 Multiplik. und Addit. f•ur die Transformation.

Mit 200MFlops (aktuelle Hardware) w•aren das

200� 106 Operationen
Sekunde

: 16
Operationen

Pixel
= 12;5 � 106 Pixel

Sekunde

45


