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Aufgabe 1 Produktbereiche (Kéufl)
Seien X, ..., X,, Bereiche, dann ist X; x ... x X,, Produktbereich, mit der Ordnung

(x1, ..vr x,) < (x7y, ..., x’,) genau dann, wenn x; < x’; fiir alle i.

Ist Z Kette, dann ist sup Z = (sup {z;: 2y € Z;}, ..., sup {z,: 2, € Z,}), wobei
Zl = {Zl: (Zl) ey Zn) eZ}‘

Zeigen Sie die Stetigkeit der Funktionen
pi(xy, ., x))=x;,1<i<n
tH((xy, .0y X)) = (X, ..., X)), fallsn 22
co((xq, ooy X)s V1 oo Yi)) = (X7 oty Xpps V1o w0 Vi)

Hinweis. Bei Funktionen mit mehr als einem Argument geniigt es, wenn sie die Stetigkeit in
jedem Argument einzeln zeigen.

Stetigkeit von p,. (Fiir die librigen Projektionsfunktionen verlduft der Beweis analog.) Wir
betrachten die Gleichungen:

pi(sup Z) =p((sup Z,, ..., sup Z,)) = sup Z,
=sup {zy: (29, .-, 2,) €Z}
= sup p(2)

Stetigkeit von #/. Wir betrachten (Z wieder Kette):

sup tl(Z) = sup {tl(zy, ..., 2,): (29, ---, 2,) € Z})
=sup {(zp, ..., 2,): (215 .., 2,) €ZY)
=(sup Z,, ..., sup Z,)

Die letzte Zeile erhalten wir durch Anwendung der Definition fiir die obere Grenze einer
gerichteten Menge. (Z; = {z;: (zy, ..., Z,) € Z} beachten.)

(sup Z,, ..., sup Z,)
=t (supZ,, ..., sup Z,)
=1l (sup Z)

Beim Ubergang zur zweiten Zeile wihlen wir unter Verwendung der Definition von ¢/ ein pas-
sendes Element des Urbilds, erweitern also das (n—1)-Tupel um sup Z; als neues erstes Ele-
ment. Die drittte Zeile erhalten wir auf Grund der Definition der oberen Grenze.

Stetigkeit von co: Seien Z und Y gerichtet.



sup co(Z,Y) =sup {co(z,y:z€ Z,yeY}
=sup {co((zq, --»2)s 01 oo s V) (215 -5 Z) €Z, (V1 «os Vi) €Y
=5up {25 o s Zp V1o oo Y): 1o oo 2) €Z, (V15 oy V) €Y}
=@upZ,,....,sup Z,, supYy, ..., supY,)
Definition der oberen Grenze, die Y; sind wie die Z, festzulegen
=co((sup Zy, ..., sup Z,), (sup Yy, ..., sup Y,,))
=co(sup Z, supY)

Aufgabe 2 Produktbereiche (Kéufl)
Zeigen Sie die Stetigkeit des Produkts zweier Wortmengen und der Vereinigung zweier Wort-
mengen. (Siehe Skriptum Satz XV-3.)

Hinweis: Bei Funktionen mit mehr als einem Argument geniigt es, wenn Sie die Stetigkeit in
jedem Argument einzeln zeigen.

Das Produkt zweier Wortmengen M und N ist {mn: m € M, n € N}. Zum Nachweis der
Montonie im ersten Argument setzen wir X C Y voraus. Wir haben XM = {xm: x € X, m € M}
und da X Teilmenge von Y ist, ist jedes der Worte xm aus XM auch Element von YM. Also XM
cYM.

Zum Nachweis der Stetigkeit miissen wir (UM)N = U{XN: X € M} zeigen, wobei M ein
System von Wortmengen ist. Wegen der Monotonie des Produkts und da X c UM aus X e M
folgt, ist

U{XN: Xe M} c (UM)N

Zum Nachweis der umgekehrten Ungleichung betrachten wir ein Wort wu € (UM)N, wobei w
€ UM und u € N. Dann gibt es ein X € M, sodall wu € XN. Da XN c U{XN: X € M} ist wu €
U{XN: X e M} und somit (UM)N c U{XN: X € M}.

Analog weist man die Stetigkeit im zweiten Argument nach.

Die Vereinigung zweier Mengen ist monoton. Ist X c ¥, dannist X UM c Y u M. Ist M ein
System von (Wort-) Mengen, dann ist wegen der Monotonie U{X U N: X e M} c (UM) U N,
sodal} wir zum Nachweis der Stetigkeit nur noch die umgekehrte Ungleichung zeigen miis-
sen. Fiir x e (UM) u N, gibt es zwei Fille. Ist x € N, dann ist x e U{X UN: X e M}. Ist x €
(UM), dann gibt es ein X € M, sodall x € X und das hat x e U{X U N: X € M} zur Folge. Also
UM)uNcU{XUN:XeMj}.

Aufgabe 3 Ext(E<f) ist kleinster Fixpunkt

Sei K = (S, R, A, L) eine Kripke-Struktur und f eine Aussage. Zeigen Sie, da3 die Menge

M = Ext(ECf) = {se S : sEEOf}

_ { s € S : Es gibt eine Bahn, die in s beginnt, auf }
der mindestens ein Zustand die Eigenschaft f hat.



der kleinste Fixpunkt der Funktion g: 25— 25, ¢(Z) = Ext(f) u RZ, ist. Benutzen Sie den
folgenden Hilfssatz und beweisen Sie ihn anschlieend:

Hilfssatz. Sei N ein Fixpunkt von g. Ist s, s, 5,, ... eine Zustandsiibergangsbahn und
s; ein Zustand dieser Bahn, der die Eigenschaft f hat, dann gilt R"{s;} c N fiir alle n €N
und mithin sy e N.

Beweis. Wir wissen bereits (Vorlesung), dal M ein Fixpunkt von g ist. Zeigen miissen wir
nur noch die Kleinstheit. Sei dazu N ein weiterer Fixpunkt. Wir haben zu zeigen, dal M c N
gilt. Wir betrachten ein beliebiges s, € M und weisen s, € N nach: Nach Definition von M
gibt es eine Bahn, die in 5, beginnt, auf der mindestens ein Zustand die Eigenschaft f hat. Sei
also s, S;, 55, ... soeine Bahn und s; der Zustand mit der Eigenschaft f. Mit dem Hilfssatz
folgt sofort s, € N.

Beweis des Hilfssatzes. Sei N ein Fixpunkt von g. Wir zeigen R"{s;} € N durch Induktion
iiber n.

Induktionsanfang. Fir n = 0 istnur {s;} € N zu zeigen.

(i) Da N Fixpunkt von g ist, folgt N = g(N) = Ext(f) URN.

(i1) Da s; die Eigenschaft f hat, gilt s; € Ext(f) und mithin {s,} c Ext(f).

Aus (i) und (ii) folgt {s;} < Ext(f) c Ext(f) URN = N.

Induktionsvoraussetzung. Die Behauptung gelte fiir n.

Induktionsschritt. Nach Induktionsvoraussetzung ist R"{s,;} ¢ N . Der Vorbereich der linken
Seite ist im Vorbereich der rechten Seite enthalten, das heilt R(R"{s;}) = R"* 1{si} CRN.
Da N ein Fixpunkt von g ist, folgt wie schon beim Induktionsanfang N = Ext(f) u RN und
damit RN c N sowie die Behauptung R"* 1{si} CcN.

Vom Zustand s, aus ist der Zustand s, in i Schritten erreichbar, was umgekehrt bedeutet, dall
so € Ri{s;} gilt. Mit dem gerade bewiesenen R"{s;} c N fiir alle n folgt sofort die Behaup-
tung sy € N.

Aufgabe 4 Dualititen
Eine Kripke-Struktur K = (S, R, A, L) sei durch folgende Abbildung gegeben.

OsO020 o
L(2) = L(6) = {p}
» L(s) = Qfirse{l,3,4,5}

a) Fiir welche Zustinde s € S gilt s AO (—p)?

b) Bestimmen Sie mit dem Fixpunktverfahren aus der Vorlesung die Menge aller Zustinde
s e S, firdie s FEOp gilt.

¢) Markieren Sie in der Abbildung die Zustinde aus Teilaufgabe a mit einem roten und die
Zustinde aus Teilaufgabe b mit einem griinen Stift. Was féllt Thnen auf? Erkldren Sie das
Ergebnis.

a) Gesucht sind Zustdnde, die die Eigenschaft haben, dal kein von ihnen aus erreichbarer



Zustand die Eigenschaft p hat. Das ist fiir die Zustidnde 4 und 5 der Fall.
b) Ext(p) = {2,6}

Z, =0

Z, =g"(9) = g(Z) = Ext(p)URZ, = {2,6}uD = {2,6}

Z, = g2(D) = g(Z,) = Ext(p)URZ, = {2,6} UR{2,6}
={2,6}u{1,3}={1,2,3,6}
Zy = g3(9) = g(Z,) = Ext(p)URZ, = {2,6} UR{1,2,3,6}

{296}U{1’2’3} ={1727376}=Zz

Die gesuchte Menge ist {1,2,3,6}.
¢) Die Zustinde, die nicht zu Teilaufgabe a gehoren sind gerade die Zustidnde aus Teilauf-
gabe b und umgekehrt.

Erklidrung. Nicht s = AO (—p) heilit, da3 nicht auf allen mit s beginnenden Bahnen alle Zu-
stinde die Eigenschaft —p haben. Es gibt also eine Bahn, die mit s beginnt, auf der nicht alle
Zustiande die Eigenschaft —p haben. Folglich gibt es auf dieser Bahn einen Zustand, der die
Eigenschaft —p nicht hat. Dann hat dieser Zustand aber die Eigenschaft p und es gilt: Es gibt
eine Bahn, die mit s beginnt, auf der es einen Zustand gibt, der die Eigenschaft p hat. Das
aber ist nichts anderes als s EECp.

Um also Zustinde s zu bestimmen, fiir die s = AOf gilt, geniigt es, zundchst — mit unserem
Fixpunktverfahren — diejenigen Zustinde zu finden, fiir die s = EQ(—f) gilt. Diejenigen Zu-
stande aus S die nicht dazu gehoren, miissen dann die sein, fiir die s = AOf gilt.



