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Aufgabe 1 Rekursionssatz (Bierwald)

Beweisen Sie den folgenden Satz:

Zu jeder totalen und berechenbaren Funktion f: IN— IN
gibtes ein n € IN, sodal @, = D f(n)-

Hinweis. Zeigen Sie dazu zunichst mit Hilfe des smn-Theorems, daf} es eine totale und bere-
chenbare Funktion g: IN— IN mit

cpq)[(l)(.]) s faus (p,(l)¢

1 , sonst

(Pg(i)(j) = {

gibt, betrachten Sie anschlieBend die Komposition fog und untersuchen Sie ¢ g(i)( Jj) fiir ein
geschickt gewdhltes i.

Wir betrachten die Funktion W : IN2 — IN definiert durch:

Wi j) = {%i(g(f) , falls @, (i)}
L , sonst
Das die Funktion berechenbar ist, zeigt das folgende while-Programm:
begin
X3:= ® (X1, X1);
X1:= ® (X3, X2)
end

Also gibt es einen Index e unter den zweistelligen berechenbaren Funktionen mit ¢(?) = W.
Nach dem smn-Theorem gibt es eine totale und berechenbare Funktion s} : IN2 — N, sodal3

Damit definieren wir die gesuchte Funktion g durch g(i) = s{(e,i). Auch g ist total und
berechenbar (begin X2:=X1; X1:=e; ,,Whileprogramm fiir sll “end) und es gilt:



Py iy (/) , falls ¢;(i)¥
L , sonst

Poy(J) = {

Als Komposition berechenbarer Funktionen ist auch fog: IN— IN berechenbar, hat also einen
Index m unter den berechenbaren Funktionen. Aulerdem ist fog total, da f und g es sind.
Wir betrachten nun ¢ 2m)(J)

. P, (m)(J) , falls ¢, (m){
1 , sonst
B P fog(m)(J) , falls fog(m){
1 , sonst

= (pfog(m)(.]) ) da fog tOtal

= P(g(mp(d)
und stellen fest, daB @, = @ (n)> falls wir n = g(m) wihlen.

Aufgabe 2 Seltsame selbstbeziigliche While-Programme und Funktionen (Bierwald)

Ein while-Programm, das stets terminiert und als Ausgabe seinen eigenen Index liefert, wol-
len wir egozentrisch nennen, und eine berechenbare Funktion ¢, : IN— IN, die an der Stelle n
undefiniert ist und iiberall sonst den Wert O hat, heille Rumpelstilzchen-Funktion. Zeigen Sie,
daB} es egozentrische while-Programme und Rumpelstilzchen-Funktionen gibt.

Hinweis. Wenden Sie den Rekursionssatz an.
Egozentrische while-Programme.

Wir betrachten die Funktion W : IN* - IN definiert durch W(x,y) = x.Diese Funktion ist of-
fenbar berechenbar (begin end). Also gibt es einen Index e unter den zweistelligen berechen-
baren Funktionen mit ¢(?) = W. Nach dem smn-Theorem gibt es eine totale und berechen-
bare Funktion s/ : IN® > IN, sodaB

cp§2)(x’ y) = (pg'lllge, x)(y) *

Wir definieren eine neue Funktion f: IN— IN durch f(x) = sl1 (e, x). Dann ist f total und be-
rechenbar und es gilt:

CPf(x)(Y) = CPglllge,x)()’) = 22)(9@ y) = IP(X, y) =X

Nach dem Rekursionssatz gibt es ein n, sodaB ¢, = P (ny» AlSO @, (¥) = @p(,)(¥) = n. Da-
mit ist das while-Programm P, egozentrisch.

Rumpelstilzchen-Funktionen.



Wir betrachten die Funktion W : IN2 — IN definiert durch:

i ,falls x = y

W(x,y) = {

0 , sonst

Diese Funktion ist offenbar berechenbar:
begin while X1=X2 do begin end; X1:=0 end

Also gibt es einen Index e unter den zweistelligen berechenbaren Funktionen mit ¢(?) = W
Nach dem smn-Theorem gibt es eine totale und berechenbare Funktion s} : IN2 - N, sodaf}

Wir definieren eine neue Funktion f: IN— IN durch f(x) = s{(e, x). Dann ist f total und be-
rechenbar und es gilt:

1 ,falls x = y

Prn() = 0 5 = e (x,y) = W(x,y) = {0 const

Nach dem Rekursionssatz gibt es ein n, sodaBB ¢, = ¢ Fn)? also

i Jfallsn =y

p,(y) = CPf(n)(y) = {0 sonst

Die Funktion ¢, ist eine Rumpelstilzchen-Funktion.

Aufgabe 3 Turingmaschinen (Kédufl)

a) Gegeben sei eine Turingmaschine mit den Befehlen

(s, b, b, rechts, q;), (g3, |, |, rechts, g;), (g, b, |, links, g,), (g5, |, |, links, g,),

(g, b, b, rechts, g3), (g3, |, b, rechts, q4), (g3, b, b, rechts, g,), (¢4, |, b, stehen, /) und

(g4, b, b, stehen, g,).

Was bewirkt diese Maschine, wenn sie in der Konfiguration bsbl | b | | | b gestartet wird. Wel-
che Funktion wird berechnet, wenn sie in Konfigurationen der Form bsb |"b I gestartet
wird?

Die Turingmaschine ersetzt b zwischen | | und |11b durch |. AnschlieBend 16scht sie die
beiden links stehenden Zeichen .

Angesetzt in der Konfiguration bsb "b I endet die Turingmaschine in der Konfiguration
bhb I" ™~ 1p_ berechnet also die Addition der Zahlen k und [ sofern k+ 1 =nund [+ 1 = m.

b) Zwei (nicht notwendig verschiedene) Turingmaschinen mit den Befehlen B, B,, den

Startzustdnden sy, s, und den Haltezustéinden 4; und £, konnen zu einer neuen zusammenge-



setzt werden. Die Befehlsmenge B ist die Vereinigung von B und B,, wobei in B; mindestens
ein Vorkommnis von £, durch s, ersetzt wird.
Betrachten Sie die Turingmaschine r mit den Befehlen (s, b, b, rechts, h), (s, |, |, rechts, h),

(h, stop) und die Zusammensetzung R, die Sie durch Zusammensetzung von r mit sich selber
erhalten, wobei (s, |, |, rechts, &) durch (s, |, |, rechts, s) ersetzt wird. Was bewirken rund R?

. ]
Diagramm fiir R: Dr b

r geht um ein Feld nach rechts. R geht um ein Feld nach rechts. Solange das neue betrach-
tete Feld das Zeichen | enthilt, geht R wieder um ein Feld nach rechts, Sobald das betrachtete
Feld b enthilt. bleibt R stehen. Weder rund R noch dndern den Bandinhalt.

¢) Definieren Sie Turingmaschinen, die an der betrachteten Position b bzw. | eintragen und
eine Turingmaschine, die von der betrachteten Position aus solange nach links lduft, bis sie b
vom Band liest.

b (b-Maschine): (s, b, b, stehen, h), (s, |, b, stehen, h), (h, stop)

1 (I -Maschine): (s, b, |, stehen, h), (s, |, |, stehen, k), (h, stop)

| (kleine Linksmaschine): (s, b, b, links, h), (s, |, |, links, &), (h, stop)

L (groBe Linksmaschine): In der Befehlsmenge (s, |, |, links, &) durch (s, |, I, links, §) erset-
zen.

d) Geben Sie eine Turingmaschine an, die die Addition von zwei Zahlen ausfiihrt. Verwen-
den Sie dabei eine geeignete Komposition der in Teilaufgabe b und c definierten Maschinen.

Additionsmaschine: R1Lrb rb
e) Geben Sie eine Turingmaschine (Kopiermaschine) an, die in der Startkonfiguration ein

leeres Feld beobachtet und gestartet die Konfiguration bsb I"b in bsb I"b |"b iiberfiihrt. Die
Maschine kopiert also die rechts vom beobachteten Feld stehende Strichfolge.

Konstruktionsprinzip. Die Maschine ersetzt einen Strich der gegebenen Strichfolge durch
b, lduft nach rechts (zweimalige Anwendung von R) und schreibt in das Feld einen |. An-
schliefend lduft sie zum linken Ende der Kopie und geht um ein weiteres Feld nach links.
Enthilt dieses ein b ist die Strichfolge kopiert. Im anderen Fall ist weiter zu kopieren.
r}RFH LLtr——
b

Sind M, und M, zwei Turingmaschinen, dann besagt M;M,, da3 in der Befehlsmenge von M, der
Haltezustand /i, durch den Startzustand s, von M, zu ersetzen ist. Bei der kleinen Rechtsma-
schine (im Diagramm der Kopiermaschine) ist in dem Befehl, bei dem | das beobachtete Zei-
chen ist, der Haltezustand durch den Startzustand der b-Maschine zu ersetzen und im Befehl
mit b als beobachteten Feld ist der Haltezustand durch den Startzustand der kleinen Linksma-
schinel zu ersetzen.

f) Geben Sie eine Turingmaschine an, die die Strichfolgen I", n =1, 2, ... jeweils getrennt
durch b auf ein sonst leeres Band schreibt.



Dabei ist K die in e definierte Kopiermaschine.

1 KrRR1L —

Abgabe der Aufgabe 1 zur Korrektur bei Ihrem Tutor in der Zeit vom 28.1.—1.2.2002.



