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Aufgabe 1 s-m-n-Theorem (Bierwald)

Zeigen Sie, daB es eine totale und berechenbare Funktion g: IN2 - IN gibt, so daB
Pei, j)(x) = (P,'(x) + cpj(x).
Dabei sei diese Summe genau dann fiir x € IN definiert, wenn ¢;(x) und @ j(x) definiert sind.

Wir betrachten die Funktion ¥: IN3 — IN, gegeben durch W(i, j, x) = @;(x) + cpj(x). Diese
wird zum Beispiel von folgendem erweiterten While-Programm berechnet:

begin
h1 = @ (X1, X3);
h2 := @ (X2, X3);
X1:=h1+h2
end

Folglich ist ¥ berechenbar und es gibt einen Index — nennen wir Ihn e — mit ¥ = ¢(3. Das
s-m-n-Theorem sagt uns, dafl es eine totale und berechenbare Funktion 512 gibt, so daf
e3(i, j, x) = (P§%2e, i, (x) gilt. Jetzt konnen wir unsere gesuchte Funktion Funktion g:
IN?2 >IN durch g(i, j) = s?(e, i, j) definieren. Da s{ berechenbar ist, gibt es ein while-Pro-
gramm % daB s7 berechnet. Das folgende (erweiterte) while-Programm berechnet dann g :

begin X3 :=X2; X2 :=X1;X1:=¢; #end

Da s12 auch total ist, terminiert dieses Programm stets, womit neben der Berechenbarkeit
auch die Totalitdt von g nachgewiesen wiire.

Aufgabe 2 Collatz-Funktion, Ulam's Problem (Bierwald)
x/2 , falls x gerade

Die Funktion c¢: IN— IN sei gegeben durch c(x) =
3x+1 , sonst
Damit definieren wir die Menge
M = {xelN:esgibtielIN,sodaB ci(x) =1}
Beispiel. 3 € M, wegen ¢%(3) = 3, c!(3) = 10, ¢2(3) = 5,¢3(3) = 16, ...,c’(3) = 1
Zeigen Sie, dal M aufzdhlbar ist. Ist M auch entscheidbar?

Hinweis. Verzweifeln Sie nicht, wenn Sie bei der Frage nach der Entscheidbarkeit nicht wei-
terkommen. Sie sind in guter Gesellschaft. Bis jetzt hat noch niemand eine positive, natiirli-



che Zahl > 0 gefunden, die nicht in M liegt. (Und es wurden viele Zahlen untersucht!) Aller-
dings hat auch noch niemand beweisen konnen, daf} es eine solche Zahl nicht gibt.

Wir betrachten das folgende erweiterte While-Programm:

begin
while X121 do
if X1 mod 2 =0 then
X1 :=X1div2
else
X1 := (3*X1)+1
fi
od
X1:=1
end

Das Programm berechnet eine Funktion ¢: IN— IN. Dabei ist ¢(x) = 1 genau dann, wenn
x € M und undefiniert sonst. Es ist also Dom(¢@) = M und somit ist M — als Definitionsbe-
reich einer berechenbaren Funktion — aufzihlbar.

Ob M entscheidbar ist, wissen wir nicht? Es wird vermutet, da3 M = IN\{O} ist, aber
wie schon im Hinweis erwéhnt, ist dies ein offenes Problem. Falls die Vermutung zutrifft,
wire M natiirlich entscheidbar. Es gibt viele WWW-Seiten, die sich mit diesem Problem be-
fassen. Einfach mal im Web nach ,,Collatz* suchen.

Aufgabe 3 Einige primitiv rekursive Funktionen (Kiufl)
Wir verwenden das folgende Einsetzungsschema zur Definition von primitiv rekursiven
Funktionen:

Ist g eine primitiv rekursive Funktion Nar" — Nat, und sind h;, ..., h, primitiv rekursive Funk-
tionen Nat™ — Nat, dann auch fix) = g(h,(x), ..., h,(x)), wobei x € Nat™.

a) Zeigen Sie: Sind g(x, ... s Xjs s x,) und h(yy, ..., y,,) primitiv rekursiv, dann auch
fixq, s X1 X oeees Xy Vs - e V) = 8(xq, e X h(yq, s Yo Xiy 1> ceo X,).

Damit ist
S s X X s s X Vs oo V) =8 X o, X (Y, L Y), X g s X)),
wobei
X = Ur11+m (Xps oo X1 Xy 15 oo Xy V1o wees Vi)
)(}_l:Un+m_l(x1,--"xj—l’xj+l’""xn’yl""’ym)
Xj+1=U’}:'1"_ Qs wees X s Xj g 1o oees Xy V1o o0 V)
X, = Un+m (Xps oo X 1 Xy 15 e Xy V1o o5 Vi)
Y = Un+m_l(x1s~--sxj—1’xj+1’--wxn,yp--»ym)

n+m-—
Y,=U, .. _ 1(xl, s X Xjy 1 e X V1 vy Ym)



Da g(x, ..., Xi_1s h(yq, o5 Vi) Xjg 1o -oe x,) ein mit Hilfe primitiv rekursiver Funktionen
gebildeter Term ist, folgt die primitive Rekursivitidt von f auch unter Verwendung der in der
Vorlesung gegebenen Definition.

b) Sei g: Naf" — Nat eine primitiv rekursive Funktion. Zeigen Sie, da auch f: Nat" — Nat,
wobei f(xq, ..., X;, ..., Xjseoes x,) = g(xq, ..., Xjs ey Xjs wens x,) primitiv rekursiv ist. (f entsteht
durch Vertauschen der Argumente i und j.)

Wir verwenden im Einsetzungsschema

n

h=Ul,h=U,, . h=U}, ... hi=U;, ... h,=U,
und erhalten fixy, ... x,) = g(hy(xy, ... x,), ..., h,(x, ... X))
Aufgabe 4 Einige primitiv rekursive Funktionen (Kéufl)

a) Zeigen Sie, daf} die folgenden Funktionen primitiv rekursiv sind: vorg (Vorginger), -, die
Signumfunktion sg (vgl. Ubungsblatt 10, Aufgabe 4) und kl(x, y) mit kl(x, y) = 1 falls x < y
und kl(x, y) = 0 sonst.

vorg(0) = 0, vorg(nachfiy)) = U; (vorg(s), y)
Die Funktion g des primitiven Rekursionsschemas ist 0, U; wird als Funktion & verwendet.

= ist durch x = 0 = x und x = nachf(y) = vorg(x - y) festgelegt. Das Schema der primitiven
Rekursion ist nicht unmittelbar anwendbar. Wir betrachten daher die Funktion g mit

8(0, x) = x und g(nachf(y), x) = vorg(g(y, x))

g ist primitiv rekursiv, da die zweite Gleichung fiir g in der Form

3
g(nachf(y), x) = vorg(U7 (g, x), y, X))
geschrieben werden kann. Da x ~ y = g(y, x) ist auch — primitiv rekursiv.

Die Funktion ¢(0) = nachf(0), c(nachf(x)) = U? (c(x), x) ist primitiv rekursiv. Sie bildet
jede natiirliche Zahl auf 1 ab.

Die Funktion c,(x, y) = c(Uf (x, y) ist primitiv rekursiv und bildet jedes Paar natiirlicher
Zahlen auf 1 ab.

Damit ist auch sg(0) = 0, sg(nachf(x)) = c,(sg(x), x) primitiv rekursiv.

kl(x, y) = sg(y — x) = sg(y = x). Die primitive Rekursivitdt von sg(y - x) folgt aus dem in
Teil a bewiesenen Einsetzungsschema, (g ist sg und 4 die Differenz ~) und der oben nachge-
wiesenen primitiven Rekursivitit des Permutierens von Argumenten.

b) Der beschrinkte p-Operator Ly (0 <y < u) [p(y, z) = 1], ist wie der u-Operator definiert,
wobei das kleinste y mit p(y, z) = 1 nur im Anfangsstiick O ... u der natiirlichen Zahlen
gesucht wird:

wy (0<y<u [p(y,z) =1] =0, falls es kein y (0 <y < u) mit p(y, z) = 1 gibt und sonst das
kleinste y aus diesem Anfangsstiick, fiir das p(y, z) = 1.



Zeigen Sie, daB} der beschrinkte p-Operator primitiv rekursiv ist. (Hinweis: Geben Sie ein
Loop-Programm fiir die Ermittlung von y an.)

Das folgende Loop-Programm entspricht dem beschriankten p-Operator.

h:=0;y:=0;r:=0;
while Nachf(u) # y do
if 7 =0 then
h = p(y, 2);
ifh=1thenr:=yfi
fi;
y := nachf(y)
od;
yi=r

c) Zeigen sie, da} die Funktionen div und mod (aus der While-Sprache mit Erweiterungen)
primitiv rekursiv sind. (Hinweis: Benutzen Sie den beschrinkten p-Operator. Weiters sei
xdiv0=0und xmod0=0.)

xdivy=puz(0< z <x) [kl(x, y X nachf(z)) = 1]
xmody=x-=-yx((xdivy)
Aufgabe 5 p-Rekursion (Bierwald)

Beschreibt die Funktion f(z) = wy[z —~y = 1] die Vorgidngerfunktion, wie wir sie aus der
while-Sprache kennen? Begriinden Sie Ihre Antwort.

Fiir >0 ist z—1 das kleinste y mit z =y = 1, also f(z) = vorg(z). Aber f(0) ist undefi-
niert, da es kein y mit 0 ~y = 1 gibt. Daher ist f nicht die Vorgingerfunktion.



