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Informatik Il
Grundlagen der theoretischen Informatik

Peter Sanders
Ubungen:

Thomas Kaufl
Roman Dementiev und Dominik Schultes

Institut fur theoretische Informatik, Algorithmik 11
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Organisatorisches

Vorlesungen: Dienstags und Donnerstags 11.30-13 Uhr
Saalubung: Freitags 11.30-13 Uhr, Audimax, Beginn 4. Nov.

Tutorbungen: Webinscribe,
www. i ra. uka. de/ ~t hgri es/ wi s/

Ubungsblatter:

[J Ausgabe: Veroffentlichung auf den Webseiten der Vorlesung —

Donnerstags ab 14 Uhr
[J Abgabe: Eine Woche spéter — Freitags, bis 10 Uhr

[J Ort: Einwurfkasten beim Raum —118, Informatikgedude
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Organisatorisches

Sprechstunde:
[ Peter Sanders, Dienstag 14—15 Uhr, Raum 217

] Dr. Th. Kaufl, Montag 11-12 Uhr, Raum 207
Klausuren: Mi 8.3.2006 9:00-11:00 (Wh: Do 20.4.2006 9:00-11:00)
Web: i1l0www.ira.uka.de/info3/

Alle Angaben auch auf den Webseiten der Vorlesung.
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Informatik
Informatik

Algorithmik = effiziente
Soft—u. Hardware —
Logik =) korrekte

theoretische
Grundlagen
ayosipipid
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1 Einfihrung Warum das Ganze?

) ) L] (in)direkte Anwendungen
Grundlagen theoretischer Informatik (Algorithmen, Konzepte, Methoden)

Formale Sprachen: Wie kommunizieren Computer? in Programmiersprachenentwurf, Compilerbau, Textverarbeitung,

(Verarbeitung naturlicher Sprache), Hardwareentwurf,

Automatentheorie: Formale Modelle von Computern Softwaremodellierung
Berechenbarkeit: Was konnen Computer (nicht) [J Unmaglichkeitsresultate ersparen uns blutige Nasen
Komplexitatstheorie: Was kann man (nicht) effizient berechnen [J Ubung mit informatikrelevanten Beweistechniken

~~ Algorithmentheorie, Logik, ...

[J Fester Boden auf dem Grund philosophischer Diskussionssiimpfe:

Leib-Seele-Problem, KI, Turing-Test, ...
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Materialien Biicher

Folien, Ubungsblatter [J wie Sand am Meer

.. U Vergleichb Inhalt
Biicher: z.B. Schoning oder Wegener ergleichibate fnhatte

Skript

[J Gut zum Nachlesen und fur zusétzliche Motivationen

] Minimalistisch. Basierend auf Skript Wagner.
[J Naher an der Vorlesung

(] Wenig Motivation, Anwendungen, Bilder

~~ kein Ersatz fur die Vorlesung

Wikipedia!
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Schoning: Theoretische Informatik
— kurzgefal3t

P

[J 4. Auflage, Spektrum Verlag, 2001, 20 Eurg e scning

Theoretische Informatik —
kurzgefasst

4. Auflage
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Wegener: Theoretische Informatik
— eine algorithmenorientierte Einfihrung

Ingo Wegener
0 Theoretische
2. Auflage, Teubner, 1999, 22 Euro Informatik —
eine algorithmenorientierte
[J Gute Anwendungsmotivationen Elnfanreg

2. Auflage

[] Zusatzliche, informellere Darstellung:

Kompendium Theoretische Informatik
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Hopcroft, Motwani, Ullman

Einfihrung in die Automatentheorie, formale
Sprachen und Komplexitatstheorie
[J 2. Auflage, Addison-Wesley, 2002, 40 Euro

] Gute Anwendungsmotivationen

] Wenig Stoff sehr ausfiihrlich erklart

[J Geeignet zum Selbststudium?

= altes Hopcroft Ullman Buch
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1.1 Formale Sprachen

Notation
Alphabet: endliche Menge %)
Wort (iiber ): aneinandergehangte Zeichen aus 2 (W)
formale Sprache: eine Menge von Wértern L)

leeres Wort: € ({€} #01)

Konkatenation von Zeichenketten: ‘-’ assoziativ.
Beispiel: ac - bab = acbab.

Produktsprache: Lj-Lo:= {wj-wp:wj € L1 Aws € Lo}
Beispiel: {ab,ba} - {aa, bb} = {abaa, abbb, baaa, babb}
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Notation

k-faches Produkt (Potenzierung): Wo:= ¢, w":=w-w" L furn> 1.
LO%= {e}, L":=L-L" furn> 1.
Beispiele 8% = aaa, {a, bb}? = {aa, abb, bba, bbbb}

Kleensche Hiille: L*:= U oLt
(jedes einzelne Wort ist immer noch endlich!)
Beispiel: {a,b}" = {€,a,b,aa,ab, ba, bb,aaa, aab, ...}

2*: Menge der Wérter Uiber dem Alphabet 2.
(Z*,-,€) ist ein Monoid.

positive Hiille: L= (J2, L
Komplementsprache: L%=X*\ L

|W|: Anzahl Buchstaben in W
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Notation

Seiw=u-Vv-X
Prafix: U
Teilwort: V
Suffix: X

Spiegelung: (Cj_Cz- . Ck)R =Ck---CoC1
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Beispiele fir formale Sprachen

OL=:={0"1":n>1}

0O {a"b"c":ne N}

O {ww:we Z*}

O {wwR:wez*}

U Lp:= {W: W= WR} Palindrome, z.B. anna, otto, aua, gnudung,
hangnah, kajak, lagerregal, reliefpfeiler, Saippuakauppias (finnisch
Seifenhandler), Sator Arepo Tenet Opera Rotas (Lateinisch;
Ubersetzung: Der Sahmann Arepo dreht mit Miihe die Rader),

tragart ,ein Neger mit Gazelle zagt im Regen nie“, ,eine Hure bei

Liebe ruhe nie“
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Beispiele fur formale Sprachen

Wohlgeformte Klammerausdriicke L():
Oee L(),
O uve L() falls U € L(), \VAS L(),

O (U) c L() falls U € L()




Sanders: Informatik 1lL7. november 2005 O 17

Typische Fragestellungen

Wortproblem: W € L?
Aquivalenz: L1 = L2?

Spezifikation: mathematische Definition (siehe oben), Grammatiken,
Akzeptoren=Automaten (Maschinen), die Worter W lesen und
‘sagen’ ob W € L

Umwandlung zwischen verschiedenen Spezifikationen
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Warum formale Sprachen?

] Programmiersprachen, Dateiformate,. . . sind formale Sprachen.

[J Eingaben im weitesten Sinne (z.B. Impulsfolgen an Pins von

Chips) lassen sich als formale Sprachen auffassen
[ Einfache klar definierte Fragestellungen

[J Die meisten algorithmischen Fragestellung lassen sich auf
Wortprobleme zurtckftihren

~-wenn wir formale Sprachen verstehen, verstehen wir die Informatik”
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Beispiel Rucksackproblem

o ]

[J n Gegenstande mit Gewicht W; € N und profit [jj

[J wahle eine Teilmenge X von Gegenstanden
L sodass YjexWi <W und

U maximiere den Profit 3y Pi
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Beispiel Rucksackproblem

definiere L C {0,1,+/}":

W € L falls W eine kommaseparierte Liste von 2N+ 2 Binarzahlen
PW, w1, p1,...,Wn, Pn ist, so dass

IXC{L,...,n}: Sicx Pi > Pund SicxWi <W

Wortproblem fur L ~~ Rucksackproblem:

[] rate optimales P durch binare Suche
[] finde X durch weglassen einzelner Elemente

Insgesamt < n-+10g Y pi Wortprobleme 16sen ~wenig*
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1.2 Automatentheorie

Endliche Automaten

Ein deterministischer endlicher Automat (oder Akzeptor) besteht aus:
O Q einer endlichen Menge von Zustanden;

[J Z, einer endlichen Menge von Eingabesymbolen, (Alphabet);

Eingabeband
0 &: Qx X — Q, einer Ubergangsfunktion; TTTTTTTT1]
[0 se€ Q, einem Startzustand; wes" 5 1>
L] F C Q, einer Menge von Endzustanden.
e Q
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Was tut ein endlicher Automat?

Wir erweitern die Def. von O fiir Worter:
5(a,€) =q
3(q,wa) = d(3(q, w),a)

Eingabezeichen

— ein Zustandsubergang pro

A= (Q,Z,d,s,F) akzeptiert die Sprache
L(A):={we Z*:d(s,w) € F}
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Beispiel: einfacher Fahrkartenautomat

L] Einheitsfahrpreis 90 Cents
[] 10, 20 und 50 Centstiicke werden akzeptiert
] Abbruch bei Taste C oder zu viel Geld

[J Genau 90 Cents eingeworfen ~ fertig
({10,20,50,C}, {0, 10, 20,30,40,50,60,70,80,90}, 6,0, {90})

9.0 0 o g

40 im@@

&c] G| @c cl@® ®
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Die néchsten Vorlesungen

[J Welche formalen Sprachen werden durch EA akzeptiert?

[J Systematische Konstruktion von EA zu einer Sprache und
~umgekehrt*

[J Zustandsminimierung und Aquivalenz von EA
(] Was kénnen EA nicht

~Wir beherrschen endliche Automaten vollstandig®
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1.3 Machtigere Maschinen:

Turingmaschinen und Berechenbarkeit

Eingabe weX’, — Ausgabe
LT[

s VLR

geQ

[J Turingmaschinen kénnen nicht mehr und nicht weniger als alle

anderen hinreichend machtigen Maschinenmodelle

[ Es gibt (wichtige) nichtberechenbare Funktionen. Insbesondere

kénnen wir kaum etwas mit beliebigen Turingmaschinen ,machen”
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1.4 Komplexitatstheorie: Was konnen wir
effizient berechnen?

[ Wieder sind Turingmaschinen (fast) ObdA. Wir vernachléssigen
polynomiell grof3e Faktoren in der Laufzeit (als Funktion der
EingabegroiRe).

n=n ~---n42z---<< 20.134n

[J Wir wissen wenig {iber untere Laufzeitschranken

[J Aber es gibt groRe Klassen von wichtigen algorithmischen

Problemen, von denen alle oder keines effizient I6sbar sind
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1.5 Was gibt es zwischen endlichen Automaten
und Turingmaschinen?

Chomsky-Hierarchie: Grammatiken, Automatenmodelle, und passende

Familien von formalen Sprachen.

Insbesondere: kontextfreie Sprachen. Zum Beispiel zwecks

Spezifikation des Syntax von Programmiersprachen.
[ Kontextfreie Sprachen effizient erkennen

] Welche Sprachen kénnen wir in linearer Zeit erkennen?

Sanders: Informatik I117. november 2005
2 Endliche Automaten und Regular
Ausdricke

28

Fiir welche Sprachen L gibt es einen endlichen Automaten A der L
akzeptiert?
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Endliche Automaten

Ein deterministischer endlicher Automat (oder Akzeptor) besteht aus:
O Q einer endlichen Menge von Zustanden;

[J Z, einer endlichen Menge von Eingabesymbolen, (Alphabet);

Eingabeband
[ 3: Qx X — Q, einer Ubergangsfunktion; T T T
[0 s€ Q, einem Startzustand; wes 5 ) >
[0 F C Q, einer Menge von Endzustanden.
e Q
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Graphinterpretation

A=(Q,2,d,sF)

Ga=(Q,E)
mite= (g,q) € E, Beschriftung £(e) = afalls = (q, )
Multigraph!
Lemma:
Ywe X :wel(A) <
JAbarbeitungspfad P = squp--- f = s 01 L
mit f € F, der mit W= agay - - -  beschriftet ist.
Beweis:Ubung
Terminologie:

Wenn wir von Pfaden in A reden, meinen wir Pfade in Ga.
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Notation fur Pfade

P =s102- - - f Folge von Knoten

P= Sg a1 2. % f Folge von (direkten) Ubergéngen
P=s% mitw= aj - - - a. P ist mit W beschriftet

g =TI es gibt Pfad von g nach I, d.h., I is von ( aus erreichbar
Es gilt S= S (Reflexivitat)
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Einfache Beispiele

{} £ a

ﬁ 2 3
Zle | ~[s 1 af=e

0]
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Beispiel: Erfolgreiche Bezahlvorgange
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Vervollstandigung

Oft geben wir nicht alle Funktionswerte von & an.
T Konvention: Es gibt immer einen Fehlerzustand € mit
401>/ 50}={ 60> 70180} 90 6(g,c) = ewenn kein anderer Wert angegeben.
o(e,c)=evce X
oC
GC| Gc| € a
3 2 a s(2
—=s =le | —={s_|=laj={e |
na——
a
—ls ] —[s F[a]
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2.1 Regulare Sprachen Beispiele
Eine Sprache L C Z* heiRt regular, wenn : (induktive Definition) L] vorletztes Zeichen O
_ ({0ru{1})"-{0}-({0yu{1})
I. Verankerung:
1) L= {a} mita c S oder [] Bezeichner in vielen Programmiersprachen:
N ({apu---u{z}) - ({apu---u{Z}u{0}u---U{9})
2 L=0
(3) L={¢e}

. Induktion: Seien L1, L2 reguléare Sprachen
(3 L=1L1-Lo oder
(4) L=L1UL> oder
6 L=L]
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Regulare Ausdricke Syntax (reg. Ausdriicke) versus
Ein reg. Ausdruck beschreibt eine regulére Sprache. Semantik (reg. Sprachen)
Ausdruck | beschreibt Bemerkung
0 0 Computerprogramme bearbeiten syntaktische Objekte.
€ {e}
a {a} acz o
Programmverifikation
aup L(a)UL(B) | o beschreibt L(a)
a-p L(a)-L(B) | Bbeschreibt L(B) Wir beweisen auf semantischer Ebene, daf die Objekte korrekt
(O() L(a) verarbeitet werden.
a* L(a)*
at L(a)*

Nachlassigkeiten: - weglassen, L(-) weglassen
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Beispiele Erstes Hauptergebnis

[ vorletztes Zeichen 0: (OU 1>*0(0U 1) Satz: Die reguléaren Sprachen sind identisch mit den Sprachen, die von
[J enthalt 10: (OU 1)*10(0U 1)* endlichen Automaten akzeptiert werden.

[J enthalt nicht 10: 0*1* zu zeigen:

[ enthalt 101: (OU1)*10(0U1)* — reguldrer Ausdruck O ~» EA AmitL(a) = L(A)

[ enthalt nicht 101: 0*1* U (0*1*100)*0* 1*10(€ U 00*1*) «— EA A~ regulérer Ausdruck 0 mit L(a) = L(A)

O ganze zahl: (eU+U—)(1U---U9)(0U---U9)*UO
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Regularer Ausdruck — EA

Beweisidee:
baue Automaten fiir Teilausdriicke
stopsle diese zu Automaten fur komplexere Ausdriicke zusammen
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Basisfalle

{} £ a

5 1%

0

Q
M
5

3L
»
v

D
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Oops

Problem O U 3: was wenn es Wérter in L(0) und L([3) mit
gemeinsamem Prafix gibt? Man mif3te zu beiden Teilautomaten

gleichzeitig verzweigen.

Problem O - 3: was wenn es Suffixe von Wértern in L(a) gibt, die

Préafixe von Wortern in L([3) sind?

Problem O0* wenn in Endzustand zu 0. Weiter mit O oder von vorn?

Sanders: Informatik I1L7. november 2005

Der Plan

RegEXp

DEA
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e-Ubergange
dirty trick:

wir erlauben spontane Ubergénge

ohne Verbrauch eines Eingabezeichens.
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Beispiel:0* U 1*

!

|
N[H
L
f
enlEs
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2.2 Nichtdeterministischeendliche Autom
(e)NEA

[J erlaube spontane £-Ubergéange ohne Verbrauch eines
Eingabezeichens (ENEA sonst gNEA)

] mehrere erlaubte Ubergange fiir gegebenes Situation

(Zustand, Eingabezeichen)

a
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Nichtdeterministische endlicher AutomatA

(] Q, Zustandsmenge

[ 2, Eingabealphabet

0 &: Qx (ZUg) — 29, Ubergangsfunktion
0 se Q, Startzustand

] F C Q, Endzustande

Spontaner Zustandstibergang von ¢ nach q': € 8(q, €)
Zustandsiibergang von q nach g’ bei Eingabe von a: ' € &(q, a)

i.allg. mehrere Moglichkeiten!
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Nichtdeterministischer endlicher Automat A

Variante (aquivalent) — O als Relation.

J Q, Zustandsmenge

[J %, Eingabealphabet

0 6 C Qx (2Ug) x Q Ubergangsrelation
[] se Q, Startzustand

J F C Q, Endzustande

A kann Zustandsiibergang von ¢ nach ¢ machen wenn (g,¢, q’) €d
oder @ eingegeben wird und (q,a,q) € .
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(Multi)Graphinterpretation fur L(A)

A=(Q,Z,d,sF)

Ga=(Q,E) Funktionsinterpretation von o
mite= (q,q) € E, Beschriftung £(e) = afalls g € 8(q,a)
Ga=(Q,d) Relationeninterpretation von O
schreibe Kanten emit £(€) = aals (q,a,q ).

~Multi“=parallele Kanten erlaubt (unterschiedliche Beschriftungen)
weLA) < IpadP=sZq 3. X finAnGA):

feFAw=ajay - ax
In Worten: Ein Pfad von S zu einem Endzustand ist mit W beschriftet.
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Beobachtungen zur Definition vonL(A)

A=(Q,%,d,sF)

GA = (Q7 6)
schreibe Kanten emit £(€) = aals (0,a,q).

WeLA) < IPadP=sZqp 3. ... X finG:
feFAwW=aay---ax

[ Es kann viele Pfade fiir ein W geben.
[J Nicht alle miissen zu einem Endzustand fiihren!

O e-Beschriftungen ~~ |w| < k.
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Beispiele

;
A%
& R

(0]
=
N

W)

2
o
R[] O
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RegExp— eNEA: LyUL»

A= (Q1,2,01,51,F1) mit L(A1) =Ly

AZ = (Q27za 627829 FZ) mit L(AZ) = L2

sowie Q1NQ2=0

A= ({SlUQLUQ,Z,8,5, FLUR) €

O verhalt sich wie &y /> fur Q1 /2

spontane Ubergange von Snach S; und Sp.

4 ST Q)
A )
iR
s el
N EEEEEE Y
e R N
)

i}

""" 7/
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Beweis vonL; ULy C L(A)

we L= L(A]_)

—dPfadP=g5~ f1e R CF
durch A1 mit Beschriftung W

— SP hat Beschriftung W

—WwEeL(A). e

A L2=L(A2)

— .- —>WEeLA). EI
E
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Beweis vonL(A) C L1 UL>

Sei W € L(A) beliebig.

— JPfad P = s51 ~~ f1 € Fy oder
P=ss~ fhek

—weL(A)Vwe L(A)

—weL(A)UL(A2)

—)
A
iR

1)

-

JEEEEEEN

{[I[
iR

SR
e 7/
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Li-Lo

AL = (Ql,z, 01,51, Fl) mit L(A]_) =L
A= (Q2,2,62,SQ, Fz) mit L(Az) =Ly
sowie Q1NQ2=10

A= (Q]_ U Qz, Z, 6, S1, F2)

O verhalt sich wie 1 fiir Qy /2

spontane Ubergange von F1 nach Sp.

Beweis.. ..

E[S7|

~

L
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Positive HiilleL™ = [ JL'
i>1

A=(Q,%,5,sF)mitL(A) =L

At:=(Q,Z,8%,sF)

O verhalt sich wie &

spontane Ubergange f — svf € F.
/A N
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Beweis vonL(AT) C L™

Sei W € L(A™) beliebig
Sei P ein akzeptierender Pfad fiir w.

ZerlegeP=P, 5P, 5 ... 5P

anallen f -5 s-Ubergangen mit f € F.

P=s=fcFFalej=11<j<i j=1),
Pj enthalt nur Ubergange aus 9.

— Pj ist akzepierender Pfad in A

— Pj ist mit Wj € L beschriftet.

— P ist mit W = W1 EWoE - - - EW; beschriftet,
WIEWSE - - - EWi = WiWo---W;, € LI C LT
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Beweis vonL' C L(A*) fur i >1

Seiw=wj ---W; € L' beliebig.
Betrachte Pfade Ps,...,B die
w1 € L,...,.w; €L bezeugen.

—~P=P, 5 ... 5 Pistein Pfad in AT,
der w € L(A™) bezeugt.
—we L(AN) .
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Kleensche HulleL*

Baue Automaten fur eULT = L*.
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RegExp— eNEA

Satz: zu jedem regularen Ausdruck R gibt es einen ENEA A mit
L(A) =L(R).

oel
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Beispiele
— 147 o

—{1_
0
% (OU].)* o € ng\s € :
. 0 (Ou1)(Oul)
€ 0]
»E%Dﬂ (Ou1)*0
(Ou1)*0(0ul)(0ul)
o e St e
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eENEA— eNEA

E(q):= {p € Q: pist von q durch €-Ubergénge erreichbar }
Bemerkung: Vq: g € E(Q)

Eingabe: A= (Q,Z,9,s,F)

Ausgabe: A=(Q,z, 3,5, F) mit

6 Q x5 29
= |J a(pa)
p<E(q)
und

Fi={feQ:E(f)nF #0}
Satz:L(A) = L(A)

063

L
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Satz:L(A) = L(A)
Beweis firL(A) C L(A)
Sei w € L(A) beliebig.
SeiP=s= f ein akzeptierender Pfad fir W in A
Wir bauen einen akzeptierenden Pfad P = s=- f firwin A.
Seié=(Q 2 q eine Kante in P.
218 3pe Q: pe E(a) A8(p.a) = g
Ersetze &in P durch den Pfad

g5 Spdq.
wahle ein f aus E(f)NF.

Def.F

064

P W
Sy g
€ € €
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Satz:L(A) =L(A)

Beweis firL(A) C L(A)

Sei w € L(A) beliebig.

Sei P = Sg f ein akzeptierender Pfad fur win A.

Wir bauen einen akzeptierenden Pfad P=s= ffarwinA
Seie=p N ' ein beliebiger nicht-g-Ubergang in P.

SeiPe=( NN p it q’ der zu € gehoérige maximale Teilpfad von
P, der aus einer Folge von €-Ubergéangen besteht und mit € endet.
P

A
ar T g

Def.s

2 o € 8(q,a). >
Ersetze P in P durch g = ¢/ in P. S
Lasse €-Ubergange am Ende von P weg. -
Betrachte P=s= f !
f € E (Def. F).
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Beispiel: (OU1)*0(0U1)(0U1)
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Erweiterung von o

Zustandsmengend: 29 x ¥ — 29

3(M,a):= | ] &(p,a)
peM

Zustandsmengen und Eingabeworted : 29 x 5* — 2Q

3(M,€):=M —eNEA!
5(M,wa):=5(5(M,w).a)= | 3(p.a)
ped(M,w)
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Lemma: &({s},w) = {q €Q:3Plad P=s> q}

Beweisdurch Induktion iber |w|:

o({s},&) = {s}

n~»n+1

5({s},wa)

= U 6( P, a)
p<d({s},w)

= U 6( P, a)

{peQ:HP:sl‘ﬁp}

=5({s},wa) = {qe Q:Jrad P=s= q}

(Def. &)

(V)
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eNEA—DEA

Gegeben: ENEA A= (Q,Z,d,s,F)
Lemma: &({s},w) = {q €Q:IradP=s= q}

Korollar: L(A) ={we Z*:38({s} ,w)NF # 0}

Korollar: ( Potenzmengenkonstruktior)

Der DEAA:= (29,5,8,{s},{M C Q: MNF # 0}) akzeptiert
L(A).

Ubung: Entwerfen Sie einen Algorithmus, dessen Eingabe der NEA A
und ein Wort W ist und der &({s} ,w) in Zeit O (|w| - |3|) berechnet.
Dabei ist |0| die Anzahl Eintrage der Form p € 8(Q, ), die benétigt

wird, um O zu definieren.
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Potenzmengenkonstruktion

A=(Q,Z,35sF)
A= (29,%,8,{s},F/),F:= {MC Q:MNF # 0}
Behauptung: L(A') = L(A)

Beweis:
L(A):{we s :3feF:P=s¥ f}
:{weZ*:{qu:HP:sgq}mF;&(b}
={we X" :d({s},w)NF £ 0}
={we " :5({s},w) eF'}
— L(A)
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Beispiel
q 5(0,0) 3(a,1)
s st s s (M1 ]=2 }H3]

s, 1 51,2 s,2 0

S,2 s,1,3 s, 3 @
s, 3 s 1 S m
S

s12 |s123 523 — st l\\o
1,3 | 512 S,2 S2 | 0 1777s 3]
s23 | s1.3 s3 oot =13
51,23(51,23 52,3 0 — 0

s 23 FT+312~3|
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Implementierungshinweise

Nur von {S} aus erreichbare Teilmengen erzeugen:

Q:={{s}} Il states oy
Queue todo:= Q/
while IM €&todo do
todo:= todo\M
foreachae Z do
if M'=93(M,a) ¢ Q' then
insert M’ into Q/

insert M’ into todo

Laufzeitist O (|Q'| - |9|) bei Benutzung geeigneter Datenstrukturen.
oft | Q| < 219
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Anwendung Texte durchsuchen

Unix-Tool grep:gr ep  REGULAR- EXPRESSI ON FI LE

O Suche all Teilstrings in FILE, die in L(REGULAR-EXPRESSION)

sind

[J Viel syntaktischer ZuckerguR: Bereiche a- g, vordefinierte
Ausdriicke z.B. : al num ,vorgegebene Anzahl

Wiederholungen,. ..
[ Aber alles ist leicht in einfache reg. Ausdriicke iibersetzbar.

[ Schnelle Ausfiihrung durch Ubersetzung in deterministische

endliche Automaten.
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Anwendung Scanner-(Generatoren)l ex, f |

Eingabe: Ein System von regularen Ausdriicken

Ausgabe: Ein endlicher Automat (C code),

Laufzeit-Eingabe: Das Programm als Zeichenkette

Laufzeit-Ausgabe: Das Programm als Folge von Token (Pakete) wie

Zahl, Bezeichner, Schlisselwort.

[J zeitkritisch weil nur hier jedes einzelne Zeichen angefasst wird,
Kommentare weggeworfen werden, Dezimalzahlen binar

gewandelt werden,...

[J normiert die Darstellung, durch Entfernen von Leerzeichen
Varianten von Zahlreprasentationen,. ..

[ vereinfacht die nachfolgende Syntaxanalyse
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Ahnliche Funktionalitat

[] Editoren, z.B. emacs

[J Script-Sprachen wie Perl (beriichtigt?)
[]java. util.regex Bibliothek
] C++ Boost.Regex Bibliothek

] .net framework

[ Vorverarbeitung beim Parsing von xml Dokumenten
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DEA—RegEXxp
RegEXxp ENE

Ziel:
DEA eNEA
[J Kein ,Sprachenzoo*
[] regulére Ausdriicke sind universelles Interface

L] reverse engineering (vielleicht)
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Beweis:geg: DEAA= ({1,...,n},%.8,S,F)
ges: regularer Ausdruck Rmit L(A) = L(R).
Fir f e Fseilf ={we Z*:3(sw) = f}.

DaL(A) = U L, geniigt es, einen RegExp fiir L zu finden.
feF
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geg: DEA A; = ({1,...,n},2.8,5,{f})

ges: regulérer Ausdruck Rmit L = L(Af) = L(R).
SeiLij:=L(({1,...,n},Z,8,i,{]}))

Also insbesondere Lgf = L+.

L= {WE * : JAbarbeitungspfad | = j = iPj mit P € {1,... ,m}*}
Beachte, dass Ljj = L,”J

Wir konstruieren L' induktiv

aus den regulareren Ausdriicken fur kleinere m.
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L= {WE >* : JAbarbeitungspfad i = j =iPj mitP e {1,.. .,m}*}
geg: regulare Ausdriicke lej K < mmit L(lej) = Likj
ges: R} mit L(R) = L[]

By
. . . . HA
Fallm=0,i=j:LY={ac>:8(i,a)=i}ue

a

Fallm=0,i £ j: L} = {ac>:3(i,a) = j} ﬁ_ﬁ
Fall m~» m+ 1:

1
7 = RTURT 1 (R amid)” Ry
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Beispiel 0

Ri1=1ue R3,=0ue R,=0 Ri=1

Ry, =R,URY,-(R))*-RY,
=0UeuUl-(1ug)*-0
*0 =1'0ue

Rf, =RpURL (Rp)' R,
~ 1'0UL°0- (1°0UE)* - (10Ug)
— 1°0(1°0)*
L(RZ,) = L%, = L12 = Lo, wobei F = {2}.
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2.3 Zustandsminimierung etc.

Idee: arbeite direkt mit L ohne Bezug zu einem konkreten Automaten.
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Zur Erinnerung: Aquivalenzrelationen

Eine Relation RC Y x Y heisst Aquivalenzrelationen gdw. sie:

L1 reflexiv VX 1 XRX
U transitiv Vxyz: XRy ANyRz — xRz
L] symmetrisch ist. vxy : XRy — yRx

Aquivalenzklasse: [X| = {y: XRy}. Aq.-Klassen sind gleich oder
disjunkt und induzieren eine Partitionierung von Y, d.h.,

jedes Element von Y gehort zu genau einer Ag.-Klasse

Index: index(R):= |Aquivalenzklassen| = |{[X] : X € Y}|
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Verfeinerung: Rverfeinert R gdwRC R

Lemma: Rverfeinert R — V Aquivalenzklassen [X|r : [X|r
Beweis:

N
=3
e}

ye Xre (V,X) €R
R (y,x) R

—ye Xr

Korollar: Rverfeinert R — indexR) > indexR)
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Nerode Relation

Zur Sprache L ist die Nerode Relation
Ri={(xy) €I x2":VzeZ :xze L& yze L}

Idee: Aquivalenzklassen entsprechen Zustanden.
Wieso? Genauer!
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DEAs induzieren Aquivalenzrelationen
SeiM = (Q,Z,d,s,F) DEAmit L(M) = L.

Rui= {(xy) € Z* x Z* 1 3(s.X) = 3(s.Y)}.
Aquivalenzrelation! Eine Aquivalenzklasse pro

(von Serreichbarem) Zustand.

Lemma 1: Ry verfeinert die Neroderelation R_ =

{(xy) e x2":Vze 2 i xze Lo yze L}
Beweis:z.z.
V(x,y) € 2 x Z*: 8(s,X) = 8(s,y) —» Vz:xze L& yze L
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Unendlicher Index der Neroderelation

Beobachtung:index(R_) = o — L ist nicht regular.
Beweis:Annahme L ist regulér.

— 3JDEAM = (Q,Z,8,5,F):L(M) =L.

— Ry verfeinert R.

— |Q| > index(Ry) > index(R_ ) = .
Widerspruch

Ab jetzt: index (R.) < oo.
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Aquivalenzklassenautomat

Ri={(xy) €T xZ":Vze ¥ ixze L& yze L}

Idee: wenn die Aquivalenzklassen [Wi], ..., [Wk] von R_ zu den
Zustanden eines DEA M= korrespondieren, so ist dieser wegen

Lemma 1 DER zustandsminimale Automat fur L.

M=:= ({[wy],...,[Wy]},Z, 0=, €], F=) mit
Fo:= {[w]:we L} und

O=([w],a):= [wa).

Lemma: d= ist wohldefiniert

Lemma: d=([g],w) = [w]

Lemma: L(M=) =L
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Aquivalenzklassenautomat

Ri={(xy) € x2":VzeZ :xze L& yze L}
M=:= ({w],..., W] },Z, 0=, [€], F=) mit
Fo:= {[w]:weL}und
0=([w],a):= [wa].

Lemma: d= ist wohldefiniert

Also XR y — Vae 2 : xaR ya Rechtsinvarianz
XRYy—Vzei ixzeL&syzel insbesondere
—Vaze ¥ :x(az) eL< y(az) e L
—~VaeX:VzeX":(xa)zeL < (ya)zel

— Vae Z:xaR ya O
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Aquivalenzklassenautomat

Ri={(xy) €T x2":Vze X :xzeL< yze L}
M=:= ({[wy],...,[Wy]},Z, 0=, €], F=) mit

Fo:= {(w]:welL}und

O=([w],a):= [wa).

Lemma: 3= ([x],y) = [xy]

Induktion tber |y|:

5-([¥.€) = [X.

5-([x), aw) "= 5_(5([x],a),w) 2> 5_([xa],w) ¥ [xaw]. O
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Aquivalenzklassenautomat: akzeptiert_

Ri={(xy) €eZ*xZ":Vze X :xze L& yze L}
M=:= ({[wi],..., W]}, 2, 0=, [€], F=) mit
—:= {[w]:weL}und
0=([w],a):= [wa).
Lemma: L(M=) = L.
weL(Mz)
< 0=([¢g],w) e {(w] :we L} Def. M=
< we{[w:wel} voriges Lemma
S weL. Ag.Klassen sind ganz oder garnicht in L

n
[
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Beispiel

LC {O, 1}* Sprache aller Worter mit gerader Zahl an Einsen und

gerader Zahl an Nullen

Aquivalenzklassen?
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Beispiel

L C{o, 1}* Sprache aller Worter mit gerader Zahl an Einsen und

gerader Zahl an Nullen

Aquivalenzklassen:

(€], [0}, 1], [0]
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Beispiel

L C{o, 1}* Sprache aller Worter mit gerader Zahl an Einsen und

gerader Zahl an Nullen

1 -~
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Satz von Nerode

Sei

Ri={(xy) €I x2":VzeZ :xze L& yze L}
L nicht regular — index(R_) = o«

L regular — Sei

== ({[wi)],..., W]}, %, 0=, [€],F=), und

M = (Q,Z,9,s,F) beliebiger DEA mit L(M) = L.
Es gilt L(M=) = L und Ry ist Verfeinerung von R..
Korollar:

Alle zustandsminimalen Automaten fiir L sind isomorph zu M=.

(gleich bis auf Zustandsumbenennung)
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Konstruktion
eines zustandsminimalen Automaten

Vorverarbeitung

Entferne Zustande, die von Saus nicht erreichbar sind.

Algorithmus: Tiefensuche im Graph Gpa von Saus.
Markiere alle erreichten Zusténde.

Entferne nicht erreichte Zustande.
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Vorverarbeitung — Beispiel

1 Kante im
\0 Tiefensuchbaum

1 i [ ]
D erreichter Zustand

—0
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Aquivalente Zustande Entfernen aquivalenter Zustande

Idee: betrachete DEA M = (Q,Z, 8, s, F) (ohner nichterr. Zustande) Betrachte 7 € Q: =1 mitr #s

M nicht zustandsminimal — Entferne I':

Rwu verfeinert R, — M= (Q\{l‘},Z,é’,S,F\{I’})) mit

: Ag- ) Ag- c - q] a

Jq#r E Q: Ag-Klasse(q) U Ag-Klasse(r) C M 5(t.a):= q falls O(t, a) r. a |::> T

fir eine Ag-Klasse von M von R_ d(t,a) sonst

solche g, I nennen wir aquivalent, q = T. Lemma: L(I\/I’) —L

Insbesondere: Beweis: Ubung

Ywe Z*:d(qw) e F) < d(r,w) € F
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Zustandsminimierung

Erster Versuch:

Function minDEA(M)
remove states not reachable from S
while 9g,r e Q: g=rAq#rAqg#sdo
remove ( from M
return M

Problem: wie findet man &aquivalente Zustande?
g=rgdw.Vze 2*:5(q,2) € F < 8(r,z) € F

Allquantifizierung Gber unendliche Menge!

Nichtaquivalenz von Zustanden

g=rgdw.Vze 2*:98(q,2) € F & 8(r,2) € F
g#rgdw. 9z€ 2*:8(q,2) € F & 0(r,2) € F
Z bezeugt Nichtaquivalenz.

CrD

Problem: finde Zeugen fir Nichtaquivalenz
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Klrzeste Zeugenfur Nichtaquivalenz

EbezeugtQ#rfallsqe F,r ZFoderqé Fir e F .

Sei W = aw kiirzester Zeuge fiir  Z I.
Beobachtung:w ist Zeuge fiir ¢':= 8(q,a) £d(r,a) =: 1’
Lemma: W ist kiirzester Zeuge fiir o Z r’

Widerspruchsbeweis: Annahme:
w ist kiirzerer Zeuge fur g Z '
— (g, W) e FAS(Ir,wW) ¢ F oBdA
— 0(8(q,a),w’) € FAY(S(r,a),w’) & F
— &(g,aw’) e F Ad(r,aw’) ¢ F
— aw’ ist kiirzerer Zeuge fir q Z r
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Klrzeste Zeugenfur Nichtaquivalenz

Ebezeugtq#ETr fallsqe Fr ¢ F.
Sei W= aw kiirzester Zeuge fiir q Z I.
Lemma: W ist kiirzester Zeuge fur ¢:= 8(qg,a) # d(r,a) =: r’

Folgerung:
kirzeste Zeugen lassen sich systematisch und effizient erzeugen.

~~ alle Nichtaquivalenzen

~~ Aquivalenzklassen von Zustéanden.

a
- 2 r S
Widerspruch - _
CIrLD CIr
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Beispiel Sei W= aw kiirzester Zeuge fiir  Z I.

LC {O, 1}* Sprache aller Worter mit gerader Zahl an Einsen und
gerader Zahl an Nullen

. 1 0 = Og ist kiirzester Zeuge
LS | g )
furt £r.
0 0 _
~~ € ist klirzester Zeuge

M far s= 9(t,0) # d(r,0) = q.

Lemma: W ist kiirzester Zeuge fur ¢:= 8(qg,a) # &(r,a) =: r’

Sei M die Menge aller nichtaquivalenten Zustandspaare fiir die es

Zeugen der Lange < K gibt.
Fir welche Zustandspaare {q,r } gibt es Zeugen der Lange k+ 1?

Lemma~~ Ja€ 2:{5(q,a),8(r,a)} € M
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Ein Einfacher Algorithmus

M:=0 /I marked pairs
M= {{q,r} CQ:qeF s reF} |/l pairsto be marked next
while M’ # 0do

M:=MUM’

M':= {{q,r} CQ:3Jac:{d(q,a),0(r,a)} e M}\ M

Gesamtzeit:o (|Z]-|Q[?)

Initialisierung: 0 (|Q|?)

Ein Schleifendurchlauf: 0 (|Z|-|Q|?)

Wieviel Schleifendurchlaufe? Sicherlich < |Q|?.
Genauere Betrachtung: < |Q| Schleifenduchlaufe
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Zustandsminimierung in Zeit o (|Z|-|Q|log|

[Hopcroft 1971]. Geschickte Datenstrukturen.

Leichte Vereinfachung:
[Blum, Minimization of finite automata in O(nlogn) time, Inf. Proc.
Letters, 1996.]
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Wieso Zustandsminimierung

L1 Minimiert Platz fiir Zustandsiibergangstabelle

[J Minimalautomat eindeutig ~~ wir lernen etwas (iber die akzeptierte
Sprache.

Aber, wenn O als Schaltkreis oder Programm repréasentiert ist, wollen

wir deren GréRe und Zeitaufwand optimieren.

Im allgemeinen schwierig ~ aktives Forschungsgebiet

Sanders: Informatik I1L7. november 2005 o 108

Beispiel 0.1
Cy 01 01 0
(s =1 =2 b= =k ]
L={0,1}*1{0,1}k*
der Minimalautomat hat 2€ Zustande.

({0,...,2x~1} {0,1},8,0,F)
d(g,a) =2q+aqecF<qgk-1=1

L | |a
e

e
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Nachweis von Nichtregularitat

Gibt es Sprachen, die nicht regulér sind?
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Nerode Relation

Hinreichende und notwendige Bedingung: index(R_) = oo
Beispiel:L = {a"b"}

Behauptung: VK > 1, j # k > 1 : [ab] # [alb]

[ab] = {akb,a* 1bb,...} = {aktp' 1}

also immer K — 1 mehr a’s als b’s.

Folglich sind [a¥b] und [alb] disjunkt O

Problem: unhandliches Kriterium
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Pumping Lemma flr Regulare Sprachen

L regular
—3dneN:vwel:|w >n
— 3JU,V, X W= UVXA V] > 1A |uv| < nA
Vie Ng:u/xel
In Worten:

Hinreichend lange Worte einer reguléren Sprache lassen sich durch

Wiederholung eines nichttrivialen Mittelteiles ,aufpumpen®.
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Beweis Pumping Lemma

Lregular — 3ne N:Vwe Z* 1 |w| > n— 3u,V,X:

W= UWA|V| > 1A|uv| <nAYi € Ng:uvxe L
Beweis:sei A= (Q,Z,d,s,F) DEA mit L(A) = L.
Sei N = |Q| und W € L mit |[w| = m > n beliebig.

Seien qy, . . ., Jm die durchlaufenen Zustande.
WL g ) e W g Qi+
@ M@
u Wj Wity

UV'X wird ebenfalls akzeptiert O
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Beispiel: L = {ab¥: ke N}

Annahme L regular.
Sei N der Wert aus dem Pumping Lemma und betrachte
w = a"b" = uvx so dass laut Pumping Lemma UX € L.

Fall v = a uwx = a"tkb" ¢ L. widerspruch.
Fall v = bX: uwx = a"b™k & L. widerspruch.

Fallv=abl: uwx = a"tbla'bi*" ¢ L. widerspruch.
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Beispiel: Wohlgeformte KIammerausdrUcke?

Annahme L regulér.

Sei N der Wert aus dem Pumping Lemma und betrachte
w = (")" = uvx so dass laut Pumping Lemma

UX € L) sowie [v| > Lund [uv] <n.

DannistV = ('

und ux = ("N ¢ L() Widerspruch.
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BeispielL = {1¢: k> 0} U {011€: | > 0,k>0

Fur n = 1 ergibt sich kein Widerspruch zum Pumping Lemmal
Trotzdem ist L nicht regular!

Fazit: Das Pumping Lemma ist nicht in jedem Fall geeignet

Nichtregularitat zu zeigen.
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Abgeschlossenheitseigenschaften

Seien L, L’ regulare Sprachen.

Dann sind folgende Sprachen ebenfalls regular:
LUL’, L* L-L": nach Definition.

L:= *\ L: Betrachte DEAA = (Q,%,3,s,F) mit L(A) = L.
Sei A:= (Q,2,8,5,Q\ F). Dann gilt L(A) = L.

LNL =LUL’ (De Morgan)
L\L' =LNL’

LR: (Spiegelung) Ubung. Hinweis: Induktion tiber reguldre Ausdriicke.
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Produktautomat
Konstruktion eines DEA fiir Mengenoperationen

L und L’ seien regulare Sprachen definiert durch DEAs
A=(Q,z,9,sF),

A=(Q,%,0,8,F).

Idee: Ein Automat A, emuliert das Verhalten von A und A’.
Produktautomat: Ax:= (Qx Q,Z, 0y, (S,S), Fx) mit

0. ((a,9),a) = (3(a,a),3(d,a))

Definiere F je nach Mengenoperation:

LUL Fy:i=QxF UF xQ
LOL' Fyi=F x F/
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Einfache Eigenschaften endlicher Automate

L(A) =07 Leerheit
& —3df € F: fistvon Saus erreichbar

~~ Tiefensuche, Linearzeit, auch fir NEA.

L(A) =Z*2 Vollstandigkeit
< —3g € Q\ F : gist von Saus erreichbar?

~ Tiefensuche, Linearzeit, nur fur DEA!

Vollstandigkeit fir NEA:

Umwandlung in DEA. Nichts deutlich besseres bekannt.
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Beispiel
Kante im
Tiefensuchbaum
L(A) =0
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Unendlichkeit

|L(A)| = c0? < J akzeptierender Pfad, der Kreis enthalt.
OBdA: NEA mit F = {f}. Sei Ga = (Q,E),
E={(q,r):Jaczu{e}:red(qg,a)}

1. Entferne Zustande, von denen aus f nicht erreichbar ist.

Tiefensuche in Ga = (Q, {(q,r) : (r,q) € E}) von f.

2. Ist von Saus ein Kreis erreichbar? =
Trifft Tiefensuche in Ga von Sauf eine Riickwértskante?

=

Kante im
Tiefensuchbaum

Ruckwartskante im

Tiefe>n>suchbaum
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Aquivalenz von DEAs

L und L’ seien regulare Sprachen definiert durch DEAs A, A'.
Frage L =L'?

S -Jwi(webAawgl)v(wgLAaweLl')
&-Iw:(weLlAawel)v(weLAawel)

& (LNL)uLnl)=0

z.B. via Produktautomat ﬁ
RegEXxp eNE,
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Aquivalenz von DEAs

L und L’ seien reguléare Sprachen definiert durch DEAs

A=(Q,%Z,d,sF) A =(Q,z,0,9,F).

Idee: der Minimalautomat ist ,eindeutig*.

~~ minimiere beide Automaten und prufe auf ,Gleichheit”.

Problem: Zustandsumbenennungen sind erlaubt. Die Komplexitat des

Isomorphietestes allgemeiner Graphen ist ein offenes Problem.
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Problem: langsam 4
DEA é:}EA
O-

Aquivalenz von DEAs

L und L’ seien regulare Sprachen definiert durch DEAs

A=(Q,z,5,sF) A =(Q,z,0,9,F).0obdAQNQ = 0.

Frage L = L'? A @

Betrachte A= (QUQ,Z,0y,s,F UF’) mit F
5(g,a) fallsqeQ F @
6U (q7 a‘) = ) N p—
d(g,a) falsqe Q A s
Bestimme Aquivalenzklassen der Zustiande von A . iR

L=L"&s=¢9. : @
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Beispiel

L C {0,1}" Sprache aller Worter mit mindestens einer Null

Algorithmus zur Markierung aller

r
indquivalenter Zustandspaare liefert:
@ {a,r} {a,t}. {sr} {st} {ur}, {ut}

~ (=S

~~ Beide Automaten sind aquivalent.
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Zusammenfassung Endliche Automaten u.
Regulére Sprachen
[ Einfaches Maschinenmodell

[] Umfassend algorithmisch beherrschbar (Zustandsminimierung,

Konvertierung mit reguléaren Ausdriicken,...)
[ Akzeptierte Sprechen vollstandig verstanden
[ Nutzliche Anwendungen: Textverarbeitung, Compiler, Hardware,. ..

[ Konzept des Nichtdeterminismus




