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5.1 Definition
Eine Grammatik (G besteht aus vier Komponenten:

* dem endlichen Alphabet >;

» einer endlichen Menge V mitV N X = () von
Variablen;

» dem Startsymbol S € V;

* einer endlichen Menge von Ableitungsregeln R. Dabel
ist eine Ableitungsregel ein Paar (¢, '), wobei
(e (VUX)Tundr € (V U X)*ist. Wir schreiben
oft auch ¢ — r.
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Bedeutung: Wenn in einem Wort z das Wort ¢ Teilwort von
z 1st, so darf ¢ durch r In z ersetzt werden.

Notation:  Wir schreiben w — z, wenn w durch
Anwendung einer Ableitungsregel in z
verwandelt wird, und w = z, wenn w durch
eine Anwendung von mehreren
Ableitungsregeln in z verwandelt wird.

Die von einer Grammatik G erzeugte Sprache L(G) ist die

Menge aller Worter z € ¥*, fur die S = z gilt.
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5.2 Definition (Chomsky-Hierarchie)
1. Grammatiken ohne weitere Einschrankungen heil3en
Grammatiken vom Typ 0.

2. Grammatiken, bei denen alle Ableitungsregeln die Form
cu—vmitu € VHoe (VUX)\{SH" und
lu| < |v|, oder
* S — ¢
haben, heilden kontextsensitiv oder Grammatiken vom
Typ 1.
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3. Grammatiken, bei denen alle Ableitungsregeln die Form
A—v mtAeVundv € (VUX)" haben,

heil3en kontextfrei oder Grammatiken vom Typ 2.

4. Grammatiken, bei denen alle Ableitungsregeln die Form
A—v mitAe Vundv =coderv =
abb mita € 2., B € V haben, heien rechtslinear

oder Grammatiken vom Typ 3.
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Bemerkung:
Bei kontextsensitiven Grammatiken kann die Ableitung

ABC — AXYC erlaubt, aber DBC — DXY (C verboten
sein.
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Chomsky-0-Grammatiken u. rek. aufzahlbare Sprachen

5.3 Satz
Falls L rekursiv aufzahlbar (semi-entscheidbar) ist, so gibt

es eine Chomsky—0-Grammatik mit L(G) = L.
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Chomsky-0-Grammatiken u. rek. aufzahlbare Sprachen

5.4 Satz
Die von Typ—0—Grammatiken (G erzeugten Sprachen sind
rekursiv aufzahlbar.
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Chomsky-3-Grammatiken u. regulare Sprachen

5.5 Satz
Die Klasse der von endlichen Automaten akzeptierten
Sprachen ist genau die Klasse der von
Chomsky—-3—-Grammatiken erzeugten Sprachen.
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Chomsky-1-Grammatiken bzw. kontextsensitive Sprache

5.6 Definition
DT APE(s(n)) und NT APE(s(n)) sind die Klassen
der Sprachen, die von einer deterministischen
beziehungswelse einer nichtdeterministischen
Turing-Maschine mit Platzbedarf s(n) (bei Eingabeléange n)
akzeptiert werden konnen.
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Chomsky-1-Grammatiken bzw. kontextsensitive Sprache

5.7 Satz
Die Klasse der von Chomsky—1-Grammatiken erzeugten

Sprachen stimmt mit der Klasse N7 APE (n) uberein.
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Chomsky-1-Grammatiken bzw. kontextsensitive Sprache

5.8 Satz
Das Cliquen-Problem gehort zu D7 APE(n).
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Chomsky-2-Grammatiken bzw. kontextfreie Sprachen

5.9 Definition
Eine kontextfreie Grammatik (G heilt eindeutig, wenn es
fur jedes Wort
w € L(G) genau einen Syntaxbaum gibt. Eine kontextfreie
Sprache L heilRt eindeutig, wenn es eine eindeutige
Grammatik G mit L(G) = L gibt. Ansonsten heif3t L
Inharent mehrdeutiqg.
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Chomsky-2-Grammatiken bzw. kontextfreie Sprachen

5.10 Definition
Eine kontextfreie Grammatik ist in Chomsky—Normalform,
wenn alle Regeln von der Form:

A — BC oder A—a

sind, mit A, B, C' € V und a € >.. Grammatiken in
Chomsky—Normalform konnen also nicht das Wort ¢
erzeugen.
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Chomsky-2-Grammatiken bzw. kontextfreie Sprachen

Fur kontextfreie Sprachen, die € enthalten, laldt sich eine

Grammatik leicht ,,erganzen” durch die Regeln
S'— ¢ und S — S

wobei S’ ein neues Startsymbol zur Erzeugung von € ist.

Informatik Il WS 03/04 — ILKD Wagner, Universitat Karlsruhe — p.15/48



Chomsky-2-Grammatiken bzw. kontextfreie Sprachen

5.11 Satz
Jede kontextfreie Grammatik, die nicht das leere Wort

erzeugt, kann in eine Grammatik in Chomsky—Normalform
tberflhrt werden.
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Chomsky-2-Grammatiken bzw. kontextfreie Sprachen

5.12 Satz
Es gibt einen Algorithmus (den Cocke—Younger—Kasami
Algorithmus), der fiir eine kontextfreie Grammatik G5 in
Chomsky—Normalform und ein Wort w € 2. in Zeit
O(|R]| - n?) entscheidet, ob w € L(G), wobein = |w|
und | R| die Anzahl der Regeln von G ist.
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Chomsky-2-Grammatiken bzw. kontextfreie Sprachen

5.13 Satz (Pumping—-Lemma)
Fur jede kontextfreie Sprache L gibt es eine Konstante

n € N, so dass sich jedes Wort z € L mit |2| > n so als
z = wvwxy schreiben lasst, dass |vz| > 1, [vwz| < n
und fur alle ¢ > 0 das Wort uwv'wz'y € L ist.
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Chomsky-2-Grammatiken bzw. kontextfreie Sprachen

5.14 Satz (Ogden’s Lemma)
Fur jede kontextfreie Sprache L gibt es eine Konstante

n € N, so dass fiir jedes Wort z € L mit |z| > n gilt:
Wenn wir in 2z mindestens n Buchstaben markieren, so
lasst sich 2z so als z = uvwxy schreiben, dass von den
mindestens n markierten Buchstaben mindestens einer zu
vx gehort und hochstens n zu vwx gehoren und far alle
¢ > 0 das Wort uv'wz'y € L ist.
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Chomsky-2-Grammatiken bzw. kontextfreie Sprachen

5.15 Satz
Die Chomsky-Hierarchie ist echt, d.h.

L3 C Ly C Ly C Ly, wobei L;,0 <1 <3, Klasse der
durch Typ-12-Grammatiken erzeugten Sprachen.
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Chomsky-2-Grammatiken bzw. kontextfreie Sprachen

5.16 Definition
Sei (G eine kontextfreie Grammatik. Eine Variable A heif3t

nutzlos, falls es keine Ableitung S — w gibt, w € *, in
der A vorkommt.
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Chomsky-2-Grammatiken bzw. kontextfreie Sprachen

5.17 Satz
Fur eine kontextfreie Grammatik kann die Menge der

nutzlosen Variablen (in polynomialer Zeit) berechnet
werden.
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Chomsky-2-Grammatiken bzw. kontextfreie Sprachen

5.18 Korollar
Fur eine kontextfreie Grammatik (G kann (in polynomialer

Zeit) entschieden werden, ob L(G) = () ist.
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Chomsky-2-Grammatiken bzw. kontextfreie Sprachen

5.19 Satz
Fur eine kontextfreie Grammatik (G kann (in polynomialer

Zeit) entschieden werden, ob L((G) endlich ist.
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Chomsky-2-Grammatiken bzw. kontextfreie Sprachen

5.20 Satz

Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist abgeschlossen

bzgl. Vereinigung, Konkatenation und Kleenschem
Abschluss.
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Chomsky-2-Grammatiken bzw. kontextfreie Sprachen

5.21 Satz
Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist nicht
abgeschlossen bzgl. Komplementbildung und Durchschnitt.
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Kontextfreie Sprachen und Kellerautomaten

5.22 Definition
Eine kontextfreie Grammatik ist in Greibach-Normalform,

wenn alle Ableitungsregeln von der Form

A—aamitAeV,aeXunda e V"

sind.
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Kontextfreie Sprachen und Kellerautomaten

5.23 Satz
Fur jede kontextfreie Grammatik G, fiir die L(G) das leere
Wort nicht enthalt, kann eine aguivalente kontextfreie

Grammatik G’ ( d.h. L(G) = L(G')) in

Grelbach-Normalform konstruiert werden.
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Kontextfreie Sprachen und Kellerautomaten

5.24 Definition

Ein (nichtdeterministischer) Kellerautomat (NPDA bzw.

PDA) besteht aus (@, >3, T, qo, Zo, 9,

* () endliche Zustandsmenge

» > endliches Eingabealphabet

» ]" endliches STACK-Alphabet

* qop € () Anfangszustand

* /o € I Initialisierung des STACK

F'), wobei
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Kontextfreie Sprachen und Kellerautomaten

c5:Q x (DU{e}) x T — 207 dh.
0(¢g,a,2) C{(qg,7):q€ @,y €I} und
0(q,€,2) €{(qg,7) :q €@,y eI}

« ' C () Menge der akzeptierenden Endzustande,

F = () ist moglich.
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Kontextfreie Sprachen und Kellerautomaten

Eine Konfiguration eines PDA ist ein Tripel (¢, w, ) mit
g € (Qund o € I'* STACK-Inhaltund w € X* Teil der
Eingabe, der noch nicht gelesen wurde. Zu

(q,wy ... wg, 21 ... Zy) gibt es folgende
Nachfolgekonfigurationen:

(¢, wo...wp, Zy... 2. 2o... Z)

furalle (¢, Z,...Z.) € §(q, w1, Z1) und

(¢ wy ... Wy, Zy ... 2. 7. .. D)

furalle (¢, 7,...2.) € §(q,e, Z1).
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Kontextfreie Sprachen und Kellerautomaten

Ein PDA akzeptiert ein w € X™ durch leeren Stack,

wenn es eine zulassige Folge von Konfigurationen aus

der Anfangskonfiguration (qo,w, ZO) In eine Konfiguration

(g,€,€),q € Q, gibt.
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Kontextfreie Sprachen und Kellerautomaten

Ein PDA akzeptiert ein w € >* durch einen akzeptieren-
den Endzustand, wenn es eine zulassige Folge von Konfi-
gurationen aus der Anfangskonfiguration (qo, W, ZO) In eine

Konfiguration (g, £,v) mitq € F und v € I'* gibt.
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Kontextfreie Sprachen und Kellerautomaten

Ein PDA ist deterministisch, falls
0(q,a,Z)| + 10(q,¢, Z2)| < 1

furalleq € Q,a € X, Z €T
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Kontextfreie Sprachen und Kellerautomaten

5.25 Satz
Zu einem PDA, der eine Sprache L durch einen
akzeptierenden Endzustand akzeptiert, kann ein PDA
konstruiert werden, der L mit leerem STACK akzeptiert.
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Kontextfreie Sprachen und Kellerautomaten

5.26 Satz
Zu einem PDA, der eine Sprache L mit leerem STACK

akzeptiert, kann ein PDA konstruiert werden, der L durch
akzeptierende Endzustande akzeptiert.
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Kontextfreie Sprachen und Kellerautomaten

.27 Satz
Fir eine Grammatik (G in Greibach-Normalform kann ein

PDA konstruiert werden, der L(G) mit leerem STACK
akzeptiert.
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Kontextfreie Sprachen und Kellerautomaten

5.28 Satz

Jede durch einen PDA (mit leerem STACK oder durch

akzeptierende Endzustande) akzeptierte Sprache ist
kontextfrel.
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Kontextfreie Sprachen und Kellerautomaten

5.29 Korollar
Die Klasse der von nichtdeterministischen Kellerautomaten

akzeptierten Sprachen ist gleich der Klasse der
kontextfreien Sprachen.
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Kontextfreie Sprachen und Kellerautomaten

5.30 Satz
Sei L. C A* eine kontextfreie Sprache, h : > — A* ein
Homomorphismus. Dann ist auch die Sprache

h™Y(L) = {w € ¥*|h(w) € L} kontextfrei.
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Unentscheidbare Probleme fur kontextfreie Grammatike

5.31 Satz
Es ist nicht entscheidbar, ob L(G1) N L(Gg) = () fiir
kontextfreie Grammatiken (G1 und (5.
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Unentscheidbare Probleme fur kontextfreie Grammatike

5.32 Satz
Es ist nicht entscheidbar, ob fiir eine kontextfreie

Grammatik GG die Sprache L((G) eindeutig ist.
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Unentscheidbare Probleme fur kontextfreie Grammatike

5.33 Definition
Die Sprache By der korrekten Rechenwege einer TM

M besteht aus allen Worten

wi FHFwFHwsHFwit . . wl falls n gerade und
w1 HwiHwsHwi . .. w,F, falls n ungerade,

wobei w; Konfigurationen fir alle 1 < 1 < n, wy eine
Anfangskonfiguration, w,, eine akzeptierende Konfiguration
und w;, 1 direkte Nachfolgekonfiguration zu w; fur alle

1 <1< n-—1ist.
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Unentscheidbare Probleme fur kontextfreie Grammatike

5.34 Lemma
Fur alle Turingmaschinen M ist B, der Durchschnitt

zweier Sprachen L((G1) und L(Gs), fur die G und G
kontextfrei sind.
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Unentscheidbare Probleme fur kontextfreie Grammatike

5.35 Lemma
Sei M ein TM, die auf jeder Eingabe mindestens zwei

Rechenschritte ausfiihrt. Die Sprache ), ist genau dann
kontextfrei, wenn L(M ) endlich ist.
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Unentscheidbare Probleme fur kontextfreie Grammatike

5.36 Lemma
Fir jede TM M ist das Komplement B, von By
kontextfrel.
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Unentscheidbare Probleme fur kontextfreie Grammatike

5.37 Satz
Seien GG, G1, G kontextfreie Grammatiken Uber XJ. Es ist
nicht entscheidbar, ob

: L(G)C kontextfrei ist
Gl) N L(Gg) kontextfrei ist

L(
L(

’ L(Gl) = L( 2)
L(
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Unentscheidbare Probleme fur kontextfreie Grammatike

5.38 Satz
Die Sprache L = {a'¥/c"|i = j oder j = k} ist inharent
mehrdeutig.
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