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Sprachen, Probleme, Zeitkomplexitat

Beispiel: Traveling Salesman Problem (TSP)
Gegeben sei ein vollstandiger Graph G = (V, F), d.h.
V=A{1,....n}, FE:={{u,v}|uveVu#uv},
sowie eine Langenfunktion c: £ — Z™.

(1) Gesucht ist eine Tour (Rundreise), die alle Elemente
aus V' enthalt und minimale Gesamtlange unter allen
solchen Touren hat. Gesucht ist also eine Permutation
7w auf V', so dass
S le(n(d), w(i + 1)) + e(n(n), 7(1)) minimal ist.
Dies ist ein Optimierungsproblem.




Sprachen, Probleme, Zeitkomplexitat

Eine ,etwas schwachere" Variante ware:

(2) Gesucht ist die Lange einer minimalen Tour.
Diese Variante ist insofern ,schwéacher®, als mit (1)
auch (2) lésbar ist. Noch ,,schwéacher” ist:

(3) Gegeben sei zusatzlich zu G und ¢ auch ein Parameter
k € Z*. Die Frage ist nun: ,Gibt es eine Tour, deren
Lange hochstens k ist?”

Offensichtlich kdnnen wir mit (1) beziehungsweise (2) auch
(3) I6sen. (3) ist das zugehorige Entscheidungsproblem
zu (1).
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Sprachen, Probleme, Zeitkomplexitat

4.1 Definition
Ein Kodierungsschema s ordnet jedem Problembeispiel
eines Problems eine Zeichenkette oder Kodierung tber
einem Alphabet X zu. Die Inputlange eines
Problembeispiels ist die Anzahl des Symbole seiner
Kodierung. Dabei gibt es nattrlich verschiedene
Kodierungsschemata flir ein bestimmtes Problem.
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4.2 Definition
Zwei Kodierungsschemata s1, so hei3en aquivalent
beziiglich eines Problems 11, falls es Polynome p1, po gibt,
so dass qilt:

und
(Is2(1)| = m = |s1(1)] < pa(m))

fur alle Problembeispiele / von I1.

_ oo omen v e e

Sprachen, Probleme, Zeitkomplexitat

Ein Entscheidungsproblem II kénnen wir als Klasse von
Problembeispielen Dy auffassen. Eine Teilmenge dieser
Klasse ist J;; € Dy, die Klasse der Ja—Beispiele, d.h. die
Problembeispiele deren Antwort ,Ja" ist. Der Rest der

Klasse N € Dy ist die Klasse der Nein—Beispiele.
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4.3 Definition
Die zu einem Problem II und einem Kodierungsschema s

zugehorige Sprache ist

( Y. ist das Alphabet zu s und x ist

L[IT, s] := ¢ x € ¥* | Kodierung eines Ja—Beispiels I
von Il unter s, d.h. [ € Jp

Informatik 11l WS 03/04 — ILKD Wagner, Universitat Karlsruhe — p.7/68

Sprachen, Probleme, Zeitkomplexitat

4.4 Definition
Eine deterministische Turing-Maschine M l6st ein
Entscheidungsproblem 11 unter einem Kodierungsschema
s, falls M bei jeder Eingabe tiber dem Eingabe-Alphabet in
einem Endzustand endet und Ly = L|II, s] ist.
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4.5 Definition
Fur eine deterministische Turing-Maschine M, die fiir alle
Eingaben Uber dem Eingabe-Alphabet . halt, ist die
Zeitkomplexitatsfunktion T, : Z* — Z™ definiert durch

( es gibt eine Eingabe x € X" mit

|z| = n, so dass die Berechnung von
TM (n) = max { m M bei Eingabe x m Berechnungs- >

schritte (Ubergénge) benétigt, bis

ein Endzustand erreicht wird )
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4.6 Definition
Die Klasse P ist die Menge aller Sprachen L (Probleme),
fur die eine deterministische Turing-Maschine existiert,
deren Zeitkomplexitatsfunktion polynomial ist, d.h. es
existiert ein Polynom p mit

Twm(n) < p(n).
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4.7 Satz
Falls es einen Algorithmus gibt, der das
Entscheidungsproblem des TSP in polynomialer Zeit 10st,
so gibt es auch einen Algorithmus, der das
Optimierungsproblem in polynomialer Zeit l0st.
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Nichtdeterministische TMs und die Klasse NP

4.8 Definition
Die Zeitkomplexitatsfunktion Ty : Z* — Z™ einer
nichtdeterministischen Turing-Maschine M ist definiert
durch

( ) ) ) )
( es gibtein z € Ly mit |x| = n, \
so, dass die minimale Anzahl von

Tm(n) :=max | {1} U< m
Schritten, die M benétigt, um

K \ T zu akzeptieren, m ist ) )




Nichtdeterministische TMs und die Klasse NP

4.9 Definition
Die Klasse N/ P ist die Menge aller Sprachen L, fur die es
eine nichtdeterministische Turing-Maschine gibt, deren
Zeitkomplexitatsfunktion polynomial beschrankt ist. (NP
steht fur nichtdeterministisch polynomial.)
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N P-vollstandige Probleme

4.10 Definition
Eine polynomiale Transformation einer Sprache

Ly C >} in eine Sprache Ly C 2.5 ist eine Funktion
f: 27 — X5 mit den Eigenschaften:

1. es existiert eine polynomiale deterministische
Turing-Maschine, die f berechnet;

2. furallex € X gilt x € Ly < f(x) € Lo.

Wir schreiben dann L o< Ly (L ist polynomial
transformierbar in Ls).



N P-vollstandige Probleme

4.11 Definition
Eine Sprache L heit N P-vollstandig , falls gilt:

1. L € NP und
2. furalle L' e NPgilt L' < L.
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N P-vollstandige Probleme

4.12 Lemma
oX ist transitiv, d.h. aus L1 o< L9 und Ly o< L3 folgt
L1 X L3.
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4,13 Korollar
Falls Ly, Ly € NP, L; o< Ly und L; NP-vollstandig,
dann ist auch Ly N P-vollstandig.

Informatik 11l WS 03/04 — ILKD Wagner, Universitét Karlsruhe — p.17/68

N P-vollstandige Probleme

Definition von SAT

Sei U = {uy,...,u,} eine Menge von booleschen
Variablen (u;, w; heil3en Literale). Eine Wahrheitsbelegung
far U ist eine Funktion ¢t: U — {wahr, fal sch}. Eine
Klausel ist ein Boole'scher Ausdruck der Form

Y1 V... Vys
mit
yi € {ur, ..., up Y U{T, ..., T Y U{wahr | fal sch}
Litera?rrnenge
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Dann ist SAT wie folgt definiert:

Gegeben: Menge U von Variablen, Menge C' von Klauseln
Uber U

Frage: Existiert eine Wahrheitsbelegung von U, so
dass C erfiullt wird, d.h. dass alle Klauseln aus
C' den Wahrheitswert wahr annehmen?
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N P-vollstandige Probleme

4.14 Satz (von Steven Cook 1971)
SAT ist N'P-vollstandig.




N P-vollstandige Probleme

Problem 3SAT

Gegeben: Menge U von Variablen, Menge C von Klauseln
uber U , wobei jede Klausel genau drei Literale
enthalt.

Frage: Existiert eine erfiullende Wahrheitsbelegung flr
C?
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N P-vollstandige Probleme

4.15 Satz
Das Problem 3SAT ist A/ P-vollstandig.




N P-vollstandige Probleme

4.16 Definition
Eine Clique ist eine Menge von Knoten, deren
knoteninduzierter Subgraph vollstandig ist.

Problem CLIQUE
Gegeben: Graph G = (V, F) und ein Parameter K < |V|.

Frage: Gibt es in GG eine Clique der GrélRe mindestens
K?
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N P-vollstandige Probleme

4.17 Satz
Das CLIQUE—Problem ist A/ P-vollstandig.
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Problem 2SAT

Gegeben: Menge U von Variablen, Menge C' von Klauseln
uber U, wobei jede Klausel genau zwei Literale
enthalt.

Frage: Existiert eine erfullende Wahrheitsbelegung fur
C?
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N P-vollstandige Probleme

Problem Max2SAT

Gegeben: Menge U von Variablen, Menge C' von Klauseln
uber U, wobei jede Klausel genau zwei Literale
enthalt und eine Zahl K € N.

Frage: Existiert eine Wahrheitsbelegung, die
mindestens K Klauseln erfullt?
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Problem Subgraphisomorphie
Gegeben: Graphen G = (V, E)und H = (V', E') mit
V[ <1V

Frage: Gibt es eine Menge U C V mit |U| = |V'| und
eine bijektive Abbildung Iso: V' — U, so dass
fur alle z,y € V' qilt:

{z,y} € E' <= {Iso(z),Iso(y)} € F
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N P-vollstandige Probleme

Problem COLOR
Gegeben: ein Graph G = (V, E) und ein Parameter K < N.

Frage: Gibt es eine Knotenfarbung von G mit
hochstens K Farben, so dass je zwei adjazente
Knoten verschiedene Farben besitzen?

3COLOR bezeichnet das Problem COLOR mit festem Pa-

rameter K = 3.
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4.18 Satz
3COLOR ist N/ P-vollstandig.

Informatik 1l WS 03/04 — ILKD Wagner, Universitat Karlsruhe — p.29/68

N P-vollstandige Probleme

Problem EXACT COVER

Gegeben: eine endliche Menge X und eine Familie S von
Teilmengen von X.

Frage: Existiert eine Menge S’ C S, so dass jedes
Element aus X in genau einer Menge aus S’
liegt?
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4.19 Satz
EXACT COVER ist N/ P-vollstandig.
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N P-vollstandige Probleme

Problem SUBSET SUM

Gegeben: eine endliche Menge M, eine Gewichtsfunktion
w: M — Nound K € N,.

Frage: Existiert eine Teilmenge M’ C M mit
Z w(a) =K ?
acM’
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4.20 Satz
SUBSET SUM ist N P-vollstandig.
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N P-vollstandige Probleme

Problem PARTITION

Gegeben: eine endliche Menge M und eine
Gewichtsfunktion w : M — Nj.

Frage: Existiert eine Teilmenge M’ C M mit
Z w(a) = Z w(a) ?
acM’ ac M\ M’
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4.21 Korollar
PARTITION ist N/P-vollstandig.
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N P-vollstandige Probleme

Problem KNAPSACK

Gegeben: eine endliche Menge M, eine Gewichtsfunktion
w : M — Ny, eine Kostenfunktion c¢: M — N
und W, C' € Nq,.

Frage: Existiert eine Teilmenge M  C M mit

Z w(a) < W und

acM’




N P-vollstandige Probleme

4,22 Korollar
KNAPSACK ist N/ P-vollstandig.

4.23 Lemma
Ein beliebiges Beispiel m, w, ¢, W, C fir KNAPSACK kann

in O(| M| - W) entschieden werden.
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N P-vollstandige Probleme

4.24 Lemma
Sei L NP-volistandig, dann gilt:

1. LeP =P =NP

2. L € P, so gilt fur alle N"P-volistandigen Sprachen L,
dass L' & P gilt.




Komplementsprachen

4.25 Definition
Die Klasse N PC sei die Klasse der NP-vollstandigen
Sprachen/Probleme. (NP-complete). Die Klasse NPT
ist definiert durch N'PZ := NP\ (P UNPC). Die
Klasse co — 7P ist die Klasse aller Sprachen %\ L fur
L C >*und L € P (die Klasse der
Komplementsprachen). Die Klasse co — NP ist die
Klasse aller Sprachen X*\ L fir L C ¥* und L € N'P.

Komplementsprachen

4.26 Satz (Ladner (1975))
Falls P # NP, so folgt N'PZ +# ().
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Komplementsprachen

Problem co-TSP

Gegeben: Graph G = (V, FE), ¢: E — Z* und ein
Parameter K.

Frage: Gibt es keine Tour der Lange < K?
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Komplementsprachen

4.27 Lemma
Falls L N/P-volistandig ist und L € co — NP, so ist
NP =co—- NP.




Komplementsprachen

Problem Graphenisomorphie

Gegeben: Graphen G = (V, E)und H = (V', E') mit
V= [v'].

Frage: Sind G und H isomorph, d.h. existiert eine
bijektive Abbildung

Iso: V! -V
mit
{z,y} € F' < {lIso(z),Iso(y)} € E?
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Weitere Komplexitatsklassen tiber N”P hinaus

4.28 Definition
Ein Suchproblem II wird beschrieben durch

1. die Menge der Problembeispiele D und
2. fur I € Dy die Menge Spi([]) aller Lésungen von .

Die ,LOosung® eines Suchproblems besteht in der Angabe
einer Losung aus Str([) fiir ein Problembeispiel [ € Dy
mit St (1) # () und ,Nein* sonst.
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Problem TSP-Suchproblem

Gegeben: Graph G = (V, F) vollstandig und gewichtet mit
c: F— R.

Frage: Gib eine optimale Tour zu G bezuglich ¢ an.
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Weitere Komplexitatsklassen tiber N”P hinaus

Problem Hamilton—Kreis (Suchproblem)

Gegeben: Ein ungerichteter, ungewichteter Graph
G=(V,E).

Frage: Gib einen Hamilton—Kreis in G an, falls einer
existiert. Ein Hamilton—Kreis ist dabei eine
Permutation = auf V, so dass {n(n),n(1)} € E
und {7 (i), 7(i +1)} e Efurl <i<mn-—1ist
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4.29 Definition
Ein Aufzahlungsproblem 11 ist gegeben durch

1. die Menge der Problembeispiele D und
2. fur I € Dy die Menge Spi([/) aller Losungen von .

Die Losung eines Aufzahlungsproblem II besteht in der
Angabe der Kardinalitat von Sty(1), d.h. |Si(1)].
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Weitere Komplexitatsklassen tiber N”P hinaus

Problem Hamilton—Kreis (Aufzahlungsproblem)

Gegeben: ein ungerichteter, ungewichteter Graph
G=(V,E).

Frage: Wieviele Hamilton—Kreise gibt es in G?
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4.30 Definition
Eine Funktion f: >* — X.* realisiert eine Relation R,

wenn fur alle z € X" gilt:

y fallseseiny € X*\{e} gibt mit (z,y) € R
£ sonst

fla) =
Ein Algorithmus 10st das durch Ry beschriebene
Suchproblem 11, wenn er eine Funktion berechnet, die Ry
realisiert.
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Weitere Komplexitatsklassen tiber N”P hinaus

4.31 Definition
Eine Orakel-Turing-Maschine zum Orakel GG: X" — »*
ist eine deterministische Turing-Maschine mit einem
ausgezeichnetem Orakelband und zwei zusatzlichen
Zustanden gf und q,. Dabei ist g der Fragezustand und
q, der Antwortzustand des Orakels. Die Arbeitsweise ist in
allen Zustanden g # ¢ wie bei der normalen
Turing-Maschine. Wenn der Zustand g angenommen wird,
der Kopf sich auf Position 7 der Orakelbandes befindet und
der Inhalt des Orakelbandes auf Position 1, . . . , 7 das Wort
Yy = 11 ...Y; ist, so ist der Ubergang:
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1. Fehlermeldung, falls y & >*

2. in einem Schritt wird y auf dem Orakelband gel6scht
und g(y) auf die Positionen 1, ..., |g(y)| des
Orakelbandes geschrieben. Der Kopf des Orakelbandes

springt auf Position 1 und der Folgezustand ist ¢,.
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Weitere Komplexitatsklassen tiber N”P hinaus

4.32 Definition
Seien R, R’ Relationen tiber >*. Eine Turing-Reduktion
7 von R auf R (R o<t R'), ist eine
Orakel-Turing-Maschine M, deren Orakel die Relation 12’
realisiert und die selber in polynomialer Zeit die Funktion f
berechnet, die R realisiert.




Weitere Komplexitatsklassen tiber AP hinaus

4.33 Definition
Ein Suchproblem I heit N P-schwer , falls es eine
N P-volistandige Sprache L gibt mit L ocp I1.
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N P-vollstandige Probleme

Problem INTEGER PROGRAMMING

Gegeben: a;; € Ny, b;,¢c; €Ny, 1 <i<m, 1< 5 <n,
B € Ny.

Frage: Existieren zq,...,z, € Ny, so dass

n

ch-szBund

J=1

n
j=1

7

~"

A-z<b




N P-vollstandige Probleme

4.34 Korollar
INTEGER PROGRAMMING ist N'P—schwer.
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Weitere Komplexitatsklassen tiber N”P hinaus

4.35 Lemma
Falls L. N'P—schwer ist, so ist auch L¢ N"P-schwer. D.h.
die Klasse der \/’P—schweren Probleme ist beziiglich
Komplementbildung abgeschlossen.




Approximationsalgorithmen flr Optimierungsprobleme

4.36 Definition
Sei 11 ein Optimierungsproblem. Ein polynomialer
Algorithmus A, der fir jedes [ € Dyy einen Wert A(1)
liefert, mit

OPT(I) — A(I)| < K

und K € Ny konstant, heilRt Approximationsalgorithmus
mit Differenzengarantie oder absoluter
Approximationsalgorithmus.

_ T T e e e

Approximationsalgorithmen fir Optimierungsprobleme

4.37 Satz
Falls P #+ NP, so gibt es keinen absoluten
Approximationsalgorithmus A fiir KNAPSACK.




Approximationsalgorithmen flr Optimierungsprobleme

4.38 Satz
Falls P # NP, so gibt es keinen absoluten

Approximationsalgorithmus A fiir CLIQUE.
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Approximationsalgorithmen fir Optimierungsprobleme

4.39 Definition
Sei 11 ein Optimierungsproblem. Ein polynomialer
Algorithmus A, der fir jedes I € Dyy einen Wert A([1)
liefert mit R 4(1) < K, wobei K > 1 eine Konstante, und

OA%I()I) falls II Minimierungsproblem

RA(I) = OPT(I
T()) falls II Maximierungsproblem
heil3t Approximationsalgorithmus mit relativer
Gutegarantie. A heilRt e—approximativ , falls

RA(l) <1+ cfuralle I € Dy




Approximationsalgorithmen flr Optimierungsprobleme

4.40 Satz
Der Greedy-Algorithmus A fir KNAPSACK erfiillt

Ra(I) < 2 fur alle Instanzen .
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Approximationsalgorithmen fir Optimierungsprobleme

4.41 Definition
Zu einem polynomialen Approximationsalgorithmus A sei

( es gibt ein Ny > 0, so dass )

Ry =infcr>1| R(I) <rfurale I mit >
OPT(I) > Ny




Approximationsalgorithmen flr Optimierungsprobleme

4.42 Satz
Falls P # NP, dann existiert kein relativer

Approximationsalgorithmus A fir COLOR mit R‘jlo <

O~
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Approximationsalgorithmen fir Optimierungsprobleme

4.43 Definition
Ein (polynomiales) Approximationsschema (PAS) flr ein
Optimierungsproblem I1I ist eine Familie von Algorithmen
{A. | € > 0}, so dass .A. ein c—approximierender
Algorithmus ist (d.h. R 4. < 1 + €) fur alle € > 0. Dabei
bedeutet polynomial wie Ublich polynomial in der Grol3e des
Inputs /.
Ein Approximationsschema {A. | € > 0} heiRt
vollpolynomial (FPAS) falls seine Laufzeit zudem
polynomial in % Ist.




Approximationsalgorithmen flr Optimierungsprobleme

4.44 Satz
Sei IT ein N"P—schweres Optimierungsproblem mit:

1. OPT(I) € Nfuralle I € Dy, und

2. es existiert ein Polynom ¢ mit OPT'(I) < q({I)) fur
alle I € Dy wobei (I) die Inputlange von [ ist.

Falls P # NP, so gibt es kein FPAS { A. | ¢ > 0} fur IT.
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Approximationsalgorithmen fir Optimierungsprobleme

Problem Spezielles KNAPSACK

Gegeben: Eine Menge von ,Teilen® M = {1,...,n}, Kosten
ci, ..., cn € No und Gewichten wq, ..., w, € N
sowie ein Gesamtgewicht I € N.

Frage: Gib eine Teilmenge M’ von M an, so dass

Z w; < W und Z c¢; maximal ist.

eM’ e M’



Approximationsalgorithmen flr Optimierungsprobleme

4.45 Satz
R (I) <1+ efuralle I € Dy und die Laufzeit von A,
istin O(n® - ) furalle e > 0, d.h. {A. | € > 0} istein
FPAS fur das spezielle KNAPSACK.
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Approximationsalgorithmen fir Optimierungsprobleme

4.46 Satz
Sei 11 ein Optimierungsproblem fiir das gilt:

1. OPT(I) € Nfiralle I € Dy

2. es existiert ein Polynom g mit
OPT(I) < q({I) + max #(1)) (max #([) ist die

groRte in I vorkommende Zahl)

Falls IT ein FPAS hat, so hat es einen pseudopolynomialen
optimalen Algorithmus.
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