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Lésung zu Aufgabe 1

a) Zunichst bin:
bin :: Integer — Integer — Integer
bin k 0 =1 T(n,0)=0
bin 0 n =0 T(0,n) =0
bin n k = (bin (n—1) k) + (bin (n—1) (k1)) T(n,k)=14+T(n—1,k)+T(n—1,k—1)

Die Rekurrenz ist somit:
0, n=20
T(n,k) =4 0, k=0
1+T(n—-1,k)+T(n—1,k—1), sonst

Die geschlossene Form ist;:
k
n
T(n, k) = ( )

. Falls man die Negationen als Additionen zdhlen mdchte ergibt sich einfach ein zusétzlicher Faktor 4.
Nun zu bin2:

Der Ausdruck product [k+1..n] berechnet das Produkt von n — k Zahlen und benétigt dazu n — k — 1 Mul-
tiplikationen. Der Ausdruck product [1..n-k] benétigt analog n — k — 1 Multiplikationen. Insgesammt ist also
T(n,k) =2%(n—k —1) linear in n und k.

b) Bei jedem rekursiven Aufruf verringert sich das gréfere der beiden Argumente (0BdA. a) modulo des Kleineren
(oBdA. b). Im schlimmsten Fall findet dabei keine echte Division statt, sondern a mod b ist einfach a — b. Die beiden
Argumente fiir den néchsten Aufruf sind dann b und a — b. Bezeichnet man nun die Folge der Argumente mit (f,),
so gilt also im schlimmsten Fall: f,, o = f, — fn—1 oder f, = fn_1 + fn_2 Der schlimmste Fall sind also zwei
aufeinanderfolgende Fibonacci-Zahlen! Dann wird in jedem Rekursionsschritt nur subtrahiert statt dividiert. Da die
Fibonacci-Zahlen exponentiell wachsen, ist der Aufwand im schlimmsten Fall also logarithmisch.

Lésung zu Aufgabe 2

a) Seien F,G und H Formeln und A eine passende Struktur:
o reflexiv: Klar, A(F) = A(F)

e symmetrisch: Einfach, denn

“_»

ist symmetrisch.

“w_”

e transitiv: 1df3t sich auf die Transitivitit von zuriickfithren.

e F=Ggdw. (FAH)=(GAH):
Ist A eine passende Struktur fiir F,G und H, so gilt
F =G gdw. A(F) = A(G) gdw.
A(F) und A(H) = A(G) und A(H) gdw.
(FAH)=(GAH).

e F=G gdw. (FV H)=(GV H): analog.

e F=( gdw. =F = —G: Einfach!

e F=(G gdw. Vo F = V2G:
Ist A eine passende Struktur fiir V2 F' und VxG, so gilt:
F =G gdw. A(F) = A(G) gdw.
fir alle d € Ug A(F[z/d]) = A(G[z/d]), wobei [z/d] hier alle freien Vorkommen von z ersetzen soll. Wire
dieser Schritt hier nicht erlaubt, so gébe es 0BdA. in F ein freies 2 und in G nicht, dann wiirde es abr auch eine
Struktur geben (mit ), die G erfiillt, aber F' nicht! Die letzte Formel ist dann gleichbedeutend mit: Vo F = VzG

F = G gdw. dzF = JzG: analog



Konstanten (maximum(c;, d; ), maximum(cz, ds)), maximum(ng, myg))

Loésung zu Aufgabe 3

a)

Der Beweis erfolgt mit vollstindiger Induktion iiber n

Induktionsanfang: Fiir m = 1 gilt:

Fn+1 = F1F7H_1 + F(]Fn = Fn+1- Analog gl]t fiir m = 2: Fn+2 = FQFn+2 = FQFn + Fan = Fn+2 + Fn

Induktionsannahme: Die Behauptung gelte fiir m und m + 1 und ein n.

Induktionsschritt:
Foymy1r = Fuym + Foy(m—1) nach Definition
= (FpFu1+Fn 1 F)+ (B 1Fhy1 + FinoF,) nach Induktionsannahme
= (Fm +Fm—1)Fn+1 + (Fm—l +Fm—2)Fn
= Fm+1Fn+1 +Fan
Induktionsanfang:

n=1: FQF()—F12=—1:(_]_)1
n=2: FF —F;=1=(-1)
n=3: F4F2—f§=—1=(—1)3

Induktionsannahme: Die Behauptung gelte fiir n,n — 1 und n — 2.

Induktionsschritt:

Fn+2Fn_F72L_1 = (Fn+1+Fn)'(Fn71+Fn72)_(Fn+anl)2
(Fn—i-an—l) + (Fn+1Fn—2 + FnFn—2 - (Fg + 2FnFn—1 + Fz_l)

o - e ST e -/
transitiv: Ist f € ©(g) mit den Konstanten (¢;, ca,n9) und g € Theta(h) mit (dq,ds, mg), so ist f € O(h)

mit den

~ o~~~
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= (FnFn—l+Fn271+FnFn—1+(Fn+1Fn—2+FnFn—2_F72L_2FnFn—1_Fnzfl

Foi1Fy o+ F,Fn—2— F?

Fpi1Fy o4+ FyFn—2— (F,F,_ 4+ F,F,_3)
Fpi1Foo — FyFp_y

= F,Fy_ 9+ Fy_1F,_y—F,F,_,

FoFp o+ Fy 1Fy o — (F2 |+ F, 2F, 1)

= F,F, o —F?
= (=1)""! nach Induktionsannahme
=

Ein gemeinsamer Teiler von Fj,11 und F,, teilt nach Teilaufgabe b) auch (—1)"). Damit ist der ggT von F,y; und

F,, Eins.

Aus Teilaufgabe b) ergibt sich, daf} jeder gemeinsame Teiler von F,, und F,, auch ein Teiler von F,,,, ist.

Umgekehrt ist jeder gemeinsame Teiler von Fy, 1, und F,, ein Teiler von F,, F,, + n. Da wegen Teilaufgabe ¢) F,

und F,,4; relativ prim sind, ist jeder gemeinsame Teiler von F,, und F,, eine Teiler von F,.

Es gilt also fiir jedes d € N
d teilt F,, und F,, gdw. d teilt Fy,4, und F,

In Teilaufgabe d) wurde bewiesen, daf} fiir jede Zahl d gilt:
d teilt F, und F,, gdw. d teilt Fy,4, und F,
Durch Induktion ist leicht zu zeigen, dafy auch

d teilt Fy, und F,, gdw. d teilt Fy, gy und F,
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m mod n

Das ist genau die Bedingung fiir den Euklidischen Algorithmus. Wendet man diese also wie im Euklidischen Algo-
rithmus solange an bis eines der Argumente Null ist, so hat man die Aussage fiir den ggT.

Lésung zu Aufgabe 4

a)

Hier ist eine recht einfach Version von Merge-Sort:
mergeSort :: Ord a = [a]l] — [al
mergeSort [x] = [x]
mergeSort xs = let (zs,ys) = dividelist xs
in merge (mergeSort zs) (mergeSort ys)

merge :: (0rd a) = [a] — [a] — [al
merge xs [] = xs
merge [] ys = ys
merge (x:xs) (y:ys)
lx <y = x:merge xs (y:ys)
| otherwise = y:merge (x:xs) ys

divideList :: [a] — ([al,[al)
divideList xs = (take h xs, drop h xs)
where h = (length xs) ‘div‘ 2

Insertion-Sort ist einfach:
insertionSort :: (0Ord a) = [a] — [al
insertionSort xs = foldl einf [] xs
where einf :: Ord a = [a] — a — [a]
einf [1 x = [x]
einf (y:ys) x | x<y = x:y:ys
| otherwise = y: einf ys x

Die fehlenden Funktionen:
instance Num F2 where

0+x =x

I+x =if x = 0 then I else O
G =0

0xx=0

I*x=x

negate = id

signum _ = 0

abs = id

fromInteger i = if (even i) then 0 else I

Losung zu Aufgabe 5

a)

Die Kugeln werden mit 1,2...12 bezeichnet.
Erstes Wiegen:

Wiege die Kugeln 1 —4 und 5 — 8: Ist das Gewicht gleich, so muf} die abweichende Kugel in 9 — 12 sein. Das ist Fall
1. Unterscheidet sich das Gewicht, so sind wir in Fall 2.

Fall 1: Klar ist nun Kugeln 1 — 8 haben alle das gleiche Gewicht.

zweites Wiegen: 1 — 3 und 9 — 11. Ist das Gewicht gleich, so mufl 12 ein abweichendes Gewicht haben. Durch
Vergleichen von 12 mit 4 148t sich im dritten Wiegen bestimmen, ob die Kugel leichter oder schwerer ist.

Ist das Gewicht aber unterschiedlich, so steht fest ob die abweichende Kugel in 9 — 11 ein grofleres oder kleineres
Gewicht hat. Im dritten Wiegen 9 und 10 entscheidet sich welche der drei Kugeln ein abweichendes Gewicht hat:
Ist das Gewicht gleich, so ist es 11 sonst je nach Abweichung 9 oder 10.

Fall 2: Hier steht schon fest, dafl die Kugeln 9 — 12 alle das Gleiche wiegen und oBdA. sind 1 — 4 leichter als 5 — 8
(sonst umbenennen!).

Zweites Wiegen: 1,2,5 und 3,6,9. Ist das Gewicht gleich, so muf} 4 leichter sein oder 7,8 sind schwerer. Durch ein
drittes Wiegen von 3 und 4 148t sich herausfinden welche Kugel welches abweichende Gewicht hat.



Der verbleibende Fall 1,2, 5 schwerer als 3,6,9 geht analog.

Konstruktionsbedingt kann eine Balkenwaage nur jeweils gleichviele Kugeln gegeneinander aufwiegen. Im ersten
Schritt erzielt man offensichtlich den grofiten Gewinn an Information, wenn man die Kugeln in drei Teil aufteilt,
wobei zwei Teile gleichviele Kugeln enthalten miissen. Somit reduziert sich die Frage darauf, ob man das Problem
fiir fiinf Kugeln und zwei Wagungen 16sen kann.

Hier ist jedoch nur eine Aufteilung 5 = 2 4+ 2 + 1 sinnvoll und im Falle von ungleich ist es nur moglich festzustellen
welche Kugel ein abweichendes Gewicht hat, nicht jedoch ob es kleiner oder grofer ist.

Interesanterweise ist das Problem fiir sechs Kugeln hingegen 16sbar und damit auch das fiir 14.

Fazit: Es fehlt eine Kugel oder es ist eine zuviel!



