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Aufgabe 1 1+14+1+14+1=5T

Formalisieren von Aussagen

Gegeben sei die Struktur A = (Uy, I4) mit Uy C R, 14(P) = {(m,n) | m,n € Uy, m = n} fiir ein zweistelliges Pradikat
P und I4(Q) = {(m,n) | m,n € Uaq,m < n} fiir ein zweistelliges Pridikat Q. Verwenden Sie die Pridikate P und @, um
préadikatenlogische Formeln anzugeben, die in der Struktur 4 den folgenden umgangssprachlichen Sétzen entsprechen:

a) ,x ist kleiner oder gleich y*

=

»es gibt ein grofites Element*

d

)
)
¢) es gibt kein kleinstes und kein grofites Element
) ,U enthilt genau ein Element®

)

e) ,zwischen je zwei verschiedenen Elementen liegt ein drittes

Aufgabe 2 2T
Induktion

Der folgende Induktionsbeweis scheint korrekt zu sein, aber aus irgendwelchen Griinden ergibt sich fiir n = 6 die linke

Seite zu % + % + 1—12 + 2—10 + 3—10 = %, wéhrend fiir die rechte Seite % — % = % gilt. Finden Sie den Fehler im Induktionsbeweis:

Satz: Vn € N :

L S R B
1.2 2.3 777" (n—-1)n 2 =n
Beweis: Vollstandige Induktion iiber n.
ILA: n=1
Esgilt%f%:ﬁ.
ILH.: Es gibt ein n € N, so da3 die Behauptung stimmt.
IS: n—-n+1
VIR BRI I SR ILH. 3 1 41
1-2 2-3 T (n—1)n n-(n+1) = 2 n n-(n+1)
3_ 1 1 1
= s atl e
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2 n+1
Aufgabe 3 7T

Préadikatenlogik als formale Sprache

Definition (Syntax der Pridikatenlogik)

Eine Variable hat die Form x; mit ¢« € N. Ein Pradikatsymbol hat die Form P; mit ¢ € N, und ein Funktionssymbol hat
die Form f; mit ¢ € IN. Hierbei heif3t 7 jeweils der Unterscheidungsindex. Wir definieren nun Terme durch einen induktiven
ProzeB:

e Jede Variable ist ein Term.

e Falls f ein Funktionssymbol mit Stelligkeit & ist, und falls ¢, ..., t; Terme sind, so ist auch f(¢1,...,tx) ein Term.
Nun konnen wir wiederum induktiv Formeln definieren:

e Falls P ein Priadikatsymbol der Stelligkeit k ist, und falls ¢1,...,¢; Terme sind, dann ist P(¢1,...,t;) eine Formel.
e Fiir jede Formel F' ist auch —F' eine Formel.
e Fiir alle Formeln F und G sind auch (F' A G) und (F V G) Formeln.

e Falls x eine Variable ist und F' eine Formel, so sind auch 3z F und Vz F' Formeln.



Benutzen Sie diese Definition um aus der Syntax der Prédikatenlogik eine kontextfreie Grammatik fiir die Erzeugung von
Termen und préadikatenlogischen Formeln anzugeben.

Aufgabe 4 24+34+1=6 T
Pradikatenlogik mit Gleichheit

a) In der Pridikatenlogik mit Gleichheit ist auch das Symbol ,,= fiir den Vergleich von Termen zugelassen. Wie muf}
die Syntax der PL aus Aufgabe 3 erweitert werden, um die PL mit Gleichheit zu erhalten?

b) Sei P ein einstelliges Pridikatsymbol. Geben Sie jeweils eine Formel an, die besagt, dal P auf

e mindestens n verschiedene Objekte (n € IN)
e hochstens n verschiedene Objekte (n € IN)
e genau n verschiedene Objekte (n € N)

zutrifft.

¢) Sei nun n = 1 und das Priidikat P werde in einer Struktur A = (U, I4) als I4(P) = {z | 2 € Ug,22 +1 = 0}
interpretiert. Geben Sie ein Universum U4 an, indem die Aussage, dafl P auf genau ein Objekt des Universums
zutrifft, wahr wird.
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