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Kapitel 1

Pradikatenlogik

1.1 Definition

1.1.1 Syntax der Pridikatenlogik

Definition (Syntax der Pridikatenlogik)
Eine Variable hat die Form x; mit ¢« = 1,2,3.... Ein Prddikatensymbol hat

die Form PF mit 4 = 1,2,3... und ein Funktionssymbol hat die Form fF

mit ¢ = 1,2,3.... Hierbei heif3t 7 jeweils der Unterscheidungsinder und k die
Stelligkeit. Wir definieren nun die Terme durch einen Induktiven Prozess:

1. Jede Variable ist ein Term.

2. falls f ein Funktionssymbol ist mit Stelligkeit k£, und falls ¢1,... %
Terme sind, so ist auch f(t1,...,%) ein Term.

Hierbei sind auch Konstanten als Funktionssymbole mit Stellenzahl 0 einge-
schlossen. Bei Konstanten werden die Klammern weggelassen.

1.1.2 Definition einer PL-Formel

Nun konnen wir wiederum induktiv Formeln definieren.

1. Falls P ein Priadikatensymbol der Stelligkeit & ist und falls ¢q,..., ¢
Terme sind, dann ist P(t1,...,%) eine Formel.

2. Fiir jede Formel F'ist auch —F eine Formel.

1



2 KAPITEL 1. PRADIKATENLOGIK

3. Fiir alle Formeln F' und G sind auch (F' A G) und (F' V G) Formeln.

4. Falls = eine Variable ist und F' eine Formel, so sind auch dzF' und Vz F’
Formeln.

Atomare Formeln nennen wir genau die Formeln, welche nach 1. aufgebaut
sind.

Falls F' eine Formel ist und F' als Teil einer Formel G auftritt, so heifit F
Teilformel von G.

Eine Variable x, welche in einer Formel F' vorkommt heifit gebunden, falls x
in einer Teilformel von F' in der Form JdzG oder VzG vorkommt. Andernfalls
heifit dieses Vorkommen von z frei.

Ein Beispiel fiir ein PL-Formel

F = (Pl(z1) AVaPy (1))

ist eine Formel in der x; sowohl frei als auch gebunden vorkommt.

Eine Formel ohne Vorkommen einer freien Variable heifit geschlossen oder
eine Aussage. Das Symbol 3 wird Ezistenzquantor und V Allquantor genannt.
Die Matriz einer Formel F' ist diejenige Formel, die man aus F' erhélt, in-
dem jedes Vorkommen von 3 und V, samt der dahinterstehenden Variablen
gestrichen wird. Symbolisch bezeichnen wir die Matrix der Formel F' mit F™.

1.1.3 Vereinfachte Schreibweise einer Formel

Wir vereinbaren eine vereinfachende Schreibweise wie folgt:
u,v,w,x,y,z stehen fiir Variablen

a,b,c stehen fiir Konstanten

f,9,h stehen fiir Funktionssymbole

P Q,R stehen fiir Priadikatensymbole
(F = G) steht fiir (—=F V G)

(F < Q) steht fir (FAG)V (-F A—Q))

1.1.4 Definition der pridikatenlogischen Semantik

Definition (Semantik der Pridikatenlogik)
Eine Struktur ist eine Paar A (Uy4, I 4), wobei U 4 eine beliebige aber nicht lee-
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re Menge ist, das Universum (auch Grundmenge oder Grundbereich). Ferner
ist 14 eine Abbildung die

e jedem £ stelligen Prédikatsymbol P ein k stelliges Pradikat iiber Uy
zuordnet.

e jedem k stelligen Funktionssymbol f eine k stellige Funktion iiber U4
zuordnet.

e jeder Variablen z eine Variable iiber der Grundmenge U 4 zuordnet.

Wir schreiben abkiirzend P# statt I4(P), sowie F 4 statt 14(F) und fiir 4(z)

einfacher z*.

Sei I eine Formel und A = (Ugy, 14) eine Struktur. A heifit zu F' passend,
falls 14 fiir alle in F' vorkommenden Symbole und freien Variablen definiert
ist.

Ein Beispiel fiir eine Struktur

F = VzP(z, f(z)) A Q(g(a, 2))
ist eine Formel. Eine zu F' passende Struktur ist z.B.:

Us = {1,2,3,...},
I4(P) = {(m,n)| m,ne€Uygund m<n}

I4(Q) = {ne€Uu]|nist Primzahl},

Ia(g) = g*(m,n) = m+n,
IA((J,) = 2,
Iq(z) = z €Uy,

Beachte: z kommt frei vor!
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1.1.5 Definition der Semantik, Teil zwei

Definition (Semantik der Pridikatenlogik - Fortsetzung)

Sei F eine Formel und A eine zu F' passende Struktur. Fiir jeden Term ¢,
den man aus den Bestandteilen von F' bilden kann, definieren wir nun den
Wert von t ind der Struktur A, den wir mit A(¢) bezeichnen.

1. Falls ¢ eine Variable ist, so ist A(t) = 4.

2. Falls ¢t die Form hat ¢t = f(t1,...,t), wobei t; ...t; Terme und f ein
k-stelliges Funktionssymbol ist, so ist

Alt) = fAAM), ..., Altr).

Wahrheitswert einer Formel

Auf analoge Weise definieren wir den (Wahrheits-) Wert der Formel F', wobei
wir ebenfalls die Bezeichnung A(F') verwenden.

1. Falls F die Form F' = P(ty,...,t) mit den Termen ¢y,.. .1, so ist

A
.A(F) _ { 1, falls (.A(tl), .. ,A(tk)) epP
0, sonst
2. Falls F' die Form F' = -G hat, so ist
[ 1, falls A(G) =0
AF) = { 0, sonst
3. Falls F die Form FF = (G A H) hat, so ist
A(F) = { 1, falls A(G) = 1und A(H) = 1
0, sonst
4. Falls F die Form F = (G V H) hat, so ist
A(F) :{ (1), falls A(G) = 1 oder A(H) = 1
, sonst

5. Falls F' die Form F' = VxG hat, so ist

[ 1, falls fiir alle d € Uy gilt: Apyq(G) = 1
AlF) = { 0, sonst
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6. Falls I’ die Form F' = dxG hat, so ist

A(F) = 1, fallses ein d € Uy gibt mit: Ay /q(G) = 1

0, sonst
Hierbei bedeutet Aj;/q diejenige Struktur A’, die iiberall mit .4 identisch ist,
bis auf die Definition von z*: Hier ist 24 = d, wobeid € Uy = Uy.

Bemerkungen

1. F ist giiltig genau dann, wenn —F unerfiillbar ist.
Beweis: Es gilt:
F ist giiltig
gdw. jede zu F' passende Belegung ist ein Modell fiir F'
gdw. jede zu I’ und damit auch zu —F passende Belegung ist kein
Modell fiir —=F
gdw. —F besitzt kein Modell.
gdw. —F' ist unerfiillbar O

2. Nicht jede mathematische Aussage kann im Rahmen der Prédikaten-
logik formuliert werden. Erst wenn auch Quantoren iiber Priadikaten-
und Funktionssymbole erlaubt werden ist dies moglich. Dies ist dann
die Pradikatenlogik der zweiten Stufe. Die obige Definition ist die Pradi-
katenlogik der ersten Stufe (auf die wir uns hier beschriinken wollen).



Kapitel 2

Datentypen

Ein wichtiger Aspekt bei der Implementierung von Algorithmen ist die Wahl
eines geeigneten Datentyps. Dieses Kapitel stellt eine Auswahl verschiedener
Datentypen vor.

2.1 Abstrakte Datentypen

Bestimmte Datentypen lassen sich leicht auf eine algebraische Art und Weise
beschreiben.
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2.1.1 Sigma-Algebra

2.1.2 Bool

Bezeichnung des Datentyps: Bool

Signaturen: True : Bool
False : Bool

not : Bool -> Bool
and : Bool -> Bool -> Bool
or : Bool -> Bool -> Bool

Axiome:

not False = True
not x = False

and False y = False
and X y =y

or True y = True
or x y = False

Konstruktoren sind hier True und False, die anderen Operatoren and, or

und not sind Destruktoren.

2.1.3 Keller

Ein Keller oder Stapel (engl.

stack) ist eine polymorphe Datenstruktur.

Bezeichnung des Datentyps:

Stack a

Signaturen:

1 : Stack a

Push : a -> Stack a -> Stack a
pop : Stack a -> Stack a

top : Stack a -> a

empty : Stack a -> Bool

Axiome:

pop (Push x 8) = s
top (Push x 8) = x

empty L = True
empty s = False

Hier sind 1 und Push Konstruktoren, pop und top sind Destruktoren und

empty ist ein Verhalten.
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2.1.4 Schlange

Auch die Schlange (engl. queue) ist ein polymorpher Datentyp. Als Vorbild
dient hier die Warteschlange: Wer zuerst angekommen ist, wird auch zuerst
bedient.

Bezeichnung des Datentyps: Queue a

Signaturen: L : Queue a
EnQueue : a -> Queue a —-> Queue a
deQueue : Queue a -> Queue a
first : Queue a -> a

empty : Queue a -> Bool

Axiome: dequeue (EnQueue x 1) = L
deQueue (Enqueue x q) = EnQueue x (deQueue q)

first (EnQueue x 1) = x
first (EnQueue x q) = first q

empty L = True
empty q = False

2.1.5 Liste

Der hier vorgestellte Datentyp Liste (engl. list) ist polymorph und unterschei-
det sich nur namentlich vom ADT Keller. Allerdings kénnte man zusétzlich
Operatoren zum Verbinden von Listen (concat) oder auch fiir den Zugriff
auf das letzte Element (last) aufnehmen.
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Bezeichnung des Datentyps: List a

Signaturen: [J : List a
Cons : a —> List a -> List a
head : List a -> a
tail : List a -> List a

empty : List a -> Bool
Axiome: tail (Cons x 1) =1

head (Cons x 1) = x

empty [1 = True
empty 1 = False

Als Konstruktoren sind hier Cons und []1 zu vermerken. tail und head sind
Destruktoren und empty ist eine Verhalten der Liste.
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Gierig-Algorithmen

3.1 Einfiihrung

Greedy!-Algorithmen sind normalerweise sehr einfach. Typischerweise wer-
den sie benutzt, um Optimierungsprobleme zu 16sen. Zum Beispiel, um die
beste Reihenfolge bei der Ausfithrung bestimmter Mengen von Jobs auf ei-
nem Rechner zu finden, ....

In einer typischen Situation haben wir :

e Eine Menge von Kandidaten (auszufiihrende Jobs, Knoten eines Gra-
phen, ...).

e Eine Menge von Kandidaten, die schon benutzt worden sind.

e Eine Funktion, die feststellt, ob eine bestimmte Menge von Kandidaten
eine Losung zu diesem Problem ist (Optimalitit beziiglich Zeit wird
ignoriert).

e Eine Funktion, die feststellt, ob eine Menge von Kandidaten eine zulés-
sige Menge ist, d.h., ob es méglich ist, die Menge so zu vervollstindigen,
dafl mindestens eine Lésung gefunden wird.

e Eine Wahlfunktion (selection function), die in beliebiger Zeit den ge-
eignetsten Kandidaten aus den unbenutzten Kandidaten bestimmt.

e Eine Zielfunktion, die den Wert einer Losung angibt. Dies ist die Funk-
tion, die optimiert werden soll.

lwortlich {ibersetzt: “gierig”

10



3.1. EINFUHRUNG 11

Beispiel : Wechselgeldausgabe an einen Kunden, die aus mdoglichst wenigen
Geldstiicken besteht.

Kandidaten: Eine Menge von Geldstiicken (1,5,10,...), wobei jede Sorte
aus mindestens einem Geldstiick besteht.

Losung: Der Gesamtbetrag der gewédhlten Geldstiicke entspricht dem
eingezahlten Betrag.

Zuldssige Menge: Eine Menge, deren Gesamtbetrag den eingezahlten
Betrag nicht iiberschreitet.

Wahlfunktion: Wahle das am hochsten bewertete Geldstiick, das noch
in der Menge der Kandidaten {ibrig ist.

Zielfunktion: Die Anzahl der in der Losung benutzten Geldstiicke.

Um das Optimierungsproblem zu l6sen, betrachtet man die Menge der Kan-
didaten, aus denen eine Losung besteht, die den Wert der Zielfunktion op-
timiert (minimiert oder maximiert). Zu bemerken ist, da Wahl- und Ziel-
funktion identisch sein konnten.

Ein Greedy-Algorithmus arbeitet schrittweise.

1.
2.

Zu Beginn ist die Menge der Kandidaten leer.

Bei jedem Schritt versucht man, mit Hilfe der Wahlfunktion den besten,
iibriggebliebenen Kandidaten zu dieser Menge hinzuzufiigen.

Falls die erweiterte Menge der gewdhlten Kandidaten nicht mehr zulés-
sig ist, entfernen wir den gerade hinzugefiigten Kandidaten. Ein solcher
Kandidat wird spédter nicht mehr beriicksichtigt.

Falls die gewdhlte Menge noch zuléssig ist, gehort der gerade gewihlte
Kandidat dieser Menge fiir immer an.

. Nachdem wir die Menge erweitert haben, iiberpriifen wir, ob die Menge

eine Losung des gegebenen Problems ist.

Solch ein Algorithmus wird “greedy” genannt, da in jedem Schritt nur der
moglichst einfach zu bestimmende Kandidat gew#hlt wird, ohne die nichsten
Schritte zu beriick-sichtigen. Wird einmal entschieden, einen Kandidaten ein-
zuschliessen oder auszuschliessen, kann diese Entscheidung nicht mehr revi-
diert werden.
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Ein Greedy-Algorithmus 148t sich abstrakt folgendermafien definieren:

Algorithmus Greedy(C) {C: Menge aller Kandidaten}
S« @ {S: Lésungsmenge}
while not Losung(S) and C#£() do
x + ein Element aus C, das Wahl(x) maximiert
C + C\{x}
if zuléssig(SU{x}) then S «+ SU{x}
if Losung(S)
then return S
else return ”keine Losung”

Wir beschreiben nun diese Technik anhand einiger Beispiele.

3.2 Minimale, zusammenhingende Biume

3.2.1 Einfiihrung

Sei G=<N,A> ein zusammenhingender, ungerichteter Graph mit N: Men-
ge von Knoten, A: Menge von Kanten, wobei jeder Kante eine nicht-
negative Linge zugeordnet wird.

Problem : Finde eine Teilmenge T von A, so dafl alle Knoten zusammen-
héngend bleiben, wenn man nur die Kanten aus T benutzt. Dabei soll
die Summe der Kantenldnge aus T so klein wie moglich gehalten wer-
den.

Bemerkung : Die Lénge einer Kante kann auch als “Kosten” interpretiert
werden. Das Problem besteht nun darin, den Pfad mit den “minimalen
Kosten” zu finden. Man kann diese Technik anwenden, um z.B. das
billigste Stralennetz zur Verbindung mehrerer Stadte zu konstruieren.

Die theoretische Grundlage fiir minimale, zusammenhéngende Baume 148t
sich folgendermaflen zusammenfassen:

Lemma 1 : Der partielle Graph <N, T> ist ein Baum, genannt der minimale,
zusammenhéingende Baum.
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Die Terminologie fiir dieses Problem:

1. Eine Menge von Kanten ist eine Lésung, wenn sie einen zusammen-
héngenden Baum bildet.

2. Sie ist zuléssig, wenn sie keinen Zyklus enthélt.
3. Eine zuléssige Menge von Kanten heifit giinstig, wenn sie zu einer opti-

malen Losung vervollsténdigt werden kann (Insbesondere ist eine leere
Menge giinstig, da G zusammenh#ngend ist).

4. Eine Kante beriihrt eine gegebene Menge von Kanten, wenn genau ein
Ende der Kante ein Element aus dieser Menge ist.

Die Richtigkeit der folgenden Algorithmen 148t sich durch das nachstehende
Lemma beweisen:

Lemma 2 : Seien G=<N,A> ein zusammenhingender, ungerichteter Graph,
wobei die Linge jeder Kante gegeben sei. Sei BCN eine echte Teilmenge
der Knoten aus G. Sei TCA eine giinstige Menge von Kanten, so daf
keine Kante aus T die Knotenmenge B beriihrt. Sei e die kiirzeste
Kante, die B beriihrt. Dann ist TU{e} giinstig.

Beweis : Sei U ein minimaler, zusammenhingender Baum von G, so dafl
TCU (dieser minimale, zusammenhiingende Baum existiert, da T nach
Annahme giinstig ist). Falls e€U, gibt es nichts zu beweisen. Sonst
fiigen wir die Kante e zu U hinzu. Dabei entsteht ein Zyklus (dies ist
die Eigenschaft eines Baumes). In diesem Zyklus muff mindestens eine
Kante e’ existieren, die e beriihrt, da e B beriihrt (sonst ist der Zyklus
nicht abgeschlossen, wie er von der folgenden Abbildung beschrieben
wird).

Entfernen wir e’, so verschwindet der Zyklus, und wir erhalten einen
neuen Baum U’, der G ausspannt. Da geméfl Definition die Lange von
e nicht gréfer als die Lange von €’ ist, so iiberschreitet die Gesamtlinge
der Kanten in U’ nicht die Gesamtlinge in U. Daher ist auch U’ ein
minimaler, zusammenhidngender Baum, der e einschlieft. Um den Be-
weis zu vervollstindigen, merken wir, dafl TCU’, da die Kante ¢’, die
B beriihrt, nicht aus T sein kann.
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e aus U

e : min. Linge

3.2.2 Kruskalscher Algorithmus

Zu Beginn ist T leer. Wihrend des Ablaufs des Algorithmus werden Kanten
zu T hinzugefiigt. In jedem Schritt besteht der von den Knoten aus G und
den Kanten aus T gebildete Graph aus zusammengebundenen Elementen.
Die Elemente von T, die in einer gegebenen, zusammengebundenen Kom-
ponente eingeschlossen sind, bilden einen minimalen, zusammenh#ngenden
Baum fiir die Knoten dieser Komponente. Am Ende des Algorithmus ver-
bleibt nur noch eine zusammengebundene Komponente, so dafi T nun ein
minimaler, zusammenhéngender Baum fiir alle Knoten aus G ist. Um immer
gréfer werdende, zusammengebundene Komponenten zu bilden, priifen wir
die Kantenléinge von G in aufsteigender Reihenfolge. Wenn eine Kante zwei
Knoten in verschiedenen Komponenten verbindet, dann fiigen wir sie zu T
hinzu, um daraus nur eine Komponente zu erhalten. Sonst wird die Kante
nicht angenommen, da sie zwei Knoten innerhalb einer zusammengebunde-
nen Komponente verbindet und einen Zyklus erzeugt, wenn sie hinzugefiigt
wird. Der Algorithmus terminiert, wenn nur eine zusammengebundene Kom-
ponente verbleibt.

Beispiel : Ein Graph mit 7 Knoten. Die aufsteigende Reihenfolge der Kan-

tenlange iSt: {1’2}5 {2’3}7 {4’5}7 {6’7}7 {1’4}7 {2’5}7 {4’7}7 {3’5}7 {2’4}7
{3,6}, {5,7}, {5,6}. Dies sei durch das folgende Bild verdeutlicht:

Schritt Beriicksichtigte =~ Zusammengebundene Komponenten

Kanten
Initialisierung ~ — {1} {2} {3} {4} {5} {6} {7}
1 {12} {12} {3} {4} {5} {6} {7}
) (23} (12,3} {1} {5} {6} {7}
3 {4,5} {1,2,3} {4,5} {6} {7}
4 (6,7} (1,2,3) {4,5) {6,7}
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2
6

5

8

3
5 {1,4} {1,2,3,4,5} {6,7}
6 {2,5} nicht angenommen
7 {4,7} {1,2,3,4,5,6,7}

T enthilt die Kanten {1,2}, {2,3}, {4,5}, {6,7}, {1,4} und {4,7}. Diese Kan-
ten werden im obigen Bild als dicke Linien dargestellt.

Die Richtigkeit 148t sich durch die Anwendung von Lemma 2 und Induktion
iiber die Anzahl der bisher gew#hlten Kanten beweisen.
Der Algorithmus

Man braucht die folgenden Teilalgorithmen:

e find(x), der feststellt, in welcher Komponente der Knoten x zu finden
ist.

e merge(A,B): Mischen von zwei disjunkten Mengen.

Algorithmus Kruskal(G=<N,A>)
||Input: N: Menge von Knoten, A: Menge von Kanten mit Lingenan-
gabe
Output: Eine Menge von Kanten||

1. Initialisierung

1.1. Sortiere A nach aufsteigender Linge

1.2. n < #N ||Anzahl der Knoten||

1.3. T « (0 ||Lésungsmenge||

1.4. Initialisiere n disjunkte Mengen, wobei jede Menge ein Element aus N
enthélt.
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2. Greedy-Schleife

repeat
2.1. {u,v} < noch nicht beriicksichtigte, kiirzeste Kante
2.2. ucomp < find(u) ||in den Mengen der bereits verbundenen Kanten||
vecomp <« find(v)
2.3. if ucomp # vcomp
then merge(ucomp,vcomp)
T «+ Tu{{u,v}}

until #T=n-1

3. return T

Komplexititsanalyse

Die Anzahl der Operationen fiir einen Graphen mit n Knoten und a Kanten
ist (wenn man die Ergebnisse fiir Sortieren und Mischen benutzt):

n(n—1)

e O(a-log(a)), um die Kanten zu sortieren. Dan —1 < a < ©5—, ist

dies dquivalent zu O(a-log(n).

e O(n), um die n disjunkten Mengen zu initialisieren.

e Fiir “find-” und “merge-” Operationen gibt es hochstens 2 - a find-

Operationen und (n — 1) merge-Operationen. Daher ist der worst-case
O((2a 4+ n — 1)log" n). log™ wird induktiv folgendermafien definiert.

Definition:

1. log®@(n) =n
2. log®(n) = log(log*~'(n)), k>1.

— log* n=min{i| log®(n)<1}, somit erhilt man

n

1

2

3,4

95— 16

17 — 65536

"(n)

%wt\ﬁb—ﬂog‘
Q

log* wichst sehr langsam. Es ist leicht zu erkennen, dafi n € o(nlog*n),

€o(n) gilt.

_n
log*n
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e Hochstens O(a) fiir die restlichen Operationen.

Fiir einen zusammenhéngenden Graphen ist a>(n-1), da O(log*(n))<O(log(n)).
Also ist die Gesamtkomplexitit fiir den Algorithmus O(a-log(n)).

Bemerkung : Werden die Kanten in einem “Heap” organisiert (eine be-
stimmte Baumart), so wird die Initialisierung in O(a) ausgefiihrt. Aber
die Suche nach einem minimalen Element in der Schleife benstigt O(log(a)) =
O(log(n)). Dies bringt einen Vorteil, wenn der minimale, zusammen-
héngende Baum schon gefunden ist, und noch viele ungewihlte Kanten
iibrig geblieben sind. Die Zeitverschwendung, unnétige Kanten zu un-
tersuchen, wird dabei verhindert. Dies verdeutlicht die Bedeutung der
Datenstruktur.

3.2.3 Primscher Algorithmus

Im Kruskalschen Algorithmus werden Kanten unter der Bedingung gewihlt,
daf} sie keinen Zyklus bilden. Als Ergebnisse bekommen wir einen Wald von
Baumen, der irgendwann aufler Kontrolle wichst. Ein zusammenhéngender
Baum wiéchst in natiirliche Weise aus einer bestimmten Wurzel. Der Algo-
rithmus 148t sich informell folgendermaflen beschreiben:

Algorithmus Prim(G=<N,A>)

1. Initialisierung
1.1. T « ( ||Losungsmenge von Kanten||
1.2. B « {ein willkiirliches Element aus N}

2. Greedy-Schleife

while B#£N do
2.1. Finde {u,v} von minimaler Linge, so dafl ueN\B und veB
22. T + Tu{{u,v}}
2.3. B «+ BuU{u}

3.return T

Dieser Algorithmus wird anhand des gleichen Beispiels wie fiir den Kruskal-
schen Algorithmus verdeutlicht :
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Schritt {u,v} B
Initialisierung ~ — {1}

1 {2,1} {1,2}

2 {3,2} {1,2,3}

3 {4,1} {1,2,3,4}

4 {5,4} {1,2,3,4,5}

5 {7,4} {1,2,3,4,5,7}
6 {6,7} {1,2,3,4,5,6,7}

T enthilt die gewahlten Kanten: {2,1}, {3,2}, {4,1}, {5,4}, {7,4} und {6,7}
Implementierung

Es ist moglich, eine implementierbare Version anhand der informellen Be-
schreibung zu entwerfen. Seien N={1,2,....n} eine Menge und L eine sym-
metrische Matrix, die die Linge jeder Kante darstellt (mit L[i,j]=00, wenn
die Kante{v;,v;} im Graphen nicht existiert). Man verwendet zwei Arrays.
Fiir jeden Knoten i€N\B liefert nearest[i] den Knoten aus B, der zu i am
néichsten liegt. Wir setzen ferner mindist[i]=-1. Die Menge B wird mit {1}
initialisiert. Daher werden nearest[1] und mindist[1] nicht benutzt.

function Prim(L[1..n,1..n])
||Initialisierung: nur Knoten 1 ist in B||
T« 0
fori<+ 1tondo
nearest[i] « 1
mindist|i] «— Ll[i,1]
|| Greedy-Schleife]|
repeat n-1 times
min < oo
for j <~ 2 ton do
if 0 < mindist[j] < mind
then min <+ mindist|j]
k < j
T « TU{{k,nearest[k]} }
mindist[k] < -1 ||fiige k zu B hinzul|
for j <~ 2tondo
if L[k,j]<mindist[j]
then mindist[j] < Lk,j]
nearest[j| < k
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return T

Komplexititsanalyse und Vergleich

Die Hauptschleife von Prim wird (n-1) mal ausgefiihrt. Bei jeder Iteration
benotigen die for-Schleifen eine Zeit von O(n). Daher ist der Primsche Algo-
rithmus von O(n?).

Kruskalscher Algorithmus: O(a-log(n)). Fiir einen sehr dicht besetzten Gra-
phen nihert sich a W In diesem Fall erhilt man O(n?log(n)) und der
Primsche Algorithmus ist wahrscheinlich besser. Fiir einen sehr diinn be-
setzten Graphen ndhert sich a n, daher bekommt man O(n-log(n)) fiir den
Kruskalschen Algorithmus und der Primsche Algorithmus ist wahrscheinlich
weniger effizient.

Kommentar : Dies verdeutlicht, dal wenn fiir ein gegebenes Problem zwei
verschiedene Algorithmen existieren, nicht immer behauptet werden
kann, daf einer stets effizienter ist.

3.3 Kiirzeste Pfade

Die Datenstruktur ist die gleiche wie im Teilkapitel 2: G=<N,A>, mit der
zusdtzlichen Annahme, dafi G ein gerichteter Graph sei. Ein Knoten wird als
Ursprungsknoten bezeichnet.

Problem : Bestimme die Linge (Kosten) des kiirzesten Pfades vom Ur-
sprungsknoten zu jedem anderen Knoten im Graphen G.

Eine mogliche Losung bietet der Greedy-Algorithmus, der hier oft Dijkstra-
scher Algorithmus genannt wird. C: Menge der vorhandenen Kandidaten
(Knoten); S: Menge der bereits gew#hlten Kandidaten. In jedem Schritt
enthilt S diejenigen Knoten, deren minimale Entfernung vom Ursprungs-
knoten bekannt ist, und C enthélt alle anderen Knoten. Bei jedem Schritt
wahlt man den Knoten aus C, dessen Entfernung zu dem Ursprungsknoten
am kiirzesten ist, und wir fiigen ihn zu S hinzu.

e Wir sagen, daf} ein Pfad vom Ursprungsknoten zu irgendeinem anderen
Knoten speziell ist, wenn alle dazwischenliegenden Knoten Elemente
aus S sind.
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e In jedem Schritt des Algorithmus enthélt ein Array (D) die Lénge des
kiirzesten speziellen Pfades zu jedem Knoten des Graphen.

e Man beweist, dal in dem Moment, in dem wir einen neuen Knoten v
zu S hinzufiigen, der kiirzeste, spezielle Pfad zu v auch der insgesamt
kiirzeste Pfad zu v ist.

e Terminiert der Algorithmus, so enthélt S alle Knoten des Graphen, und
daher sind alle Pfade vom Ursprungknoten zu irgendeinem anderen
Knoten speziell. Daher ergibt der Wert in D die Losung zu unserem
Problem.

Einfachheitshalber numerieren wir die Knoten von 1 bis n. N={1,2,....n}.
Wir nehmen an, dafl der Knoten 1 der Ursprung ist und die Linge jeder
gerichteten Kante in der Matrix L zu finden ist. L[i,jj>0, wenn die Kante
(i,j) existiert; L[i,jjJ=0c sonst.

Die Menge S=N\C ist nur implizit bekannt.

Algorithmus Dijkstra(L[1..n,1..n]):array[2..n]
1. Initialisierung
C « [2,3,...1]
for i + 2 to n do D[i] + L[1,i]
2. Greedy-Schleife
repeat n-2 times
v < ein Element aus C, das D[v] minimiert
C + C\{v}
for each weC do
D[w| < min(D[w], D[v]+L[v,w])

3 return D
Beispiel
Schritt v C D

Initialisierung — {2,3,4,5} [50,30,100,10]
1 5 {2,34})  [50,30,20,10]
2 4 {23} [40,30,20,10]
3 3 {2} [35,30,20,10]
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10 &
100 30 @
10 20 S
C> 50

Es ist leicht zu erkennen, dafl D sich nicht veréndert, wenn noch eine Iteration
durchgefiihrt wird, um das letzte Element von C zu entfernen. Das ist der
Grund, warum die Hauptschleife nur (n-2)-mal wiederholt wird.

Bemerkung : Um zu wissen, wohin die kiirzesten Pfade fiihren, betrach-
tet man P[2..n], wobei P[v] dem Knoten entspricht, der sich vor v im
kiirzesten Pfad befindet. Im Algorithmus: man nimmt die folgenden
Anderungen vor:

e Initialisiere P[i]=1 fiir i=2,3,...,n

e In der For-Schleife in Schritt 2: Ersetze den Rumpf durch:
if D[w| > D[v|+L[v,w| then
D[w] < D[v]+L[v,w]; P[w] + v

Beweis der Korrektheit : Durch Induktion.

1. Wenn ein Knoten Element aus S ist, dann ergibt D[i] die Léinge des
kiirzesten Pfades vom Ursprung zu i.

2. Wenn ein Knoten i kein Element aus S ist, dann ergibt D[i] die Linge
des kiirzesten, speziellen Pfades vom Ursprung zu i.

Komplexitédtsanalyse : Wir nehmen an, daf§ wir diesen Algorithmus auf
einen Graphen mit n Knoten und a Kanten anwenden. Die Kosten werden
in einer Matrix L[1..n,1..n] angegeben.

¢ Die Initialisierung benétigt O(n).

e "Repeat-Schleife”: Alle Elemente aus C miissen untersucht werden, um
v zu wihlen. Daher untersuchen wir (n-1), (n-2), ..., 2 Werte von D bei
sukzessiven Iterationen. Die Gesamtzeit ist daher O(n?).
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e Dieinnere “for”-Schleife fithrt (n-1), (n-2), ..., 1 Iterationen aus. Daraus
resultiert eine Gesamtzeit von O(n?).

Infolgedessen bendtigt dieser Algorithmus eine Zeit von O(n?) fiir die oben
gegebene Implementation. Eine verbesserte Analyse zeigt, dafy diese Imple-
mentation nur fiir dicht besetzte Graphen geeignet ist. Wenn der Graph diinn
besetzt und zusammenhéingend ist, kann die Zeitkomplexitdat durch die Ver-
wendung eines Heaps auf O(a-log(n)) reduziert werden.

3.4 Zeitplanerstellung (Scheduling)

3.4.1 Zeitplanerstellung ohne Schlufitermine

Ein Server (ein Prozessor, ein Kassierer in einer Bank, ...) habe n Kunden
in einem gegebenen System zu bedienen. Die fiir jeden Kunden bendétigte
Bedienzeit sei im voraus bekannt: Diese sei t; fiir Kunde ¢ (1<i<n). Wir
mochten

T =" (Gesamtzeit fiir Kunde ¢)

minimieren. Da die Anzahl der Kunden schon festgelegt ist, ist die Minimie-
rung der Gesamtzeit dquivalent zur Minimierung der Durchschnittszeit.

Beispiel : n = 3, t; = 5, t = 10, t3 = 3. Dann sind 6 Reihenfolgen moglich.
Die erste Moglichkeit: Kunde 1 wird zunéchst bedient; Kunde 2 wartet,
wihrend Kunde 1 noch bedient wird, und wird anschliessend bedient; Kunde
3 wartet, wihrend Kunde 1 und Kunde 2 bedient werden, und wird ansch-
liessend bedient.

Reihenfolge T

123 5+ (5+10) + (5+10+3) = 38

132 5+ (5+3) + (5+3+10) = 31

213 10 + (1045) + (10+5+3) = 43

231 10 + (10+3) + (10+3+5) = 41

312 3 + (3+5) + (3+5+10) = 29 < optimal
321 3 + (3+10) + (3+10+5) = 34

Wir suchen einen Algorithmus, der den optimalen Zeitplan (schedule) schritt-
weise berechnet. Angenommen, wir bedienen Kunde j nach den Kunden
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U1, ey b Der Anstieg von T in dieser Phase ist gegeben durch

tiy ot ti,

Zur Minimierung dieses Anstiegs brauchen wir nur ¢; zu minimieren. Dies er-
gibt unverkennbar einen Greedy-Algorithmus: Fiige ans Ende des Zeitplanes
ti, +...+1;,, den Kunden ein, der am wenigsten Zeit benotigt. Dieser triviale
Algorithmus liefert die korrekte Antwort fiir das Beispiel: 3, 1, 2.

Theorem : Dieser Algorithmus ist immer optimal.

Sei I=(iy,1s,...,1,) eine Permutation der ganzen Zahlen {1,2,...n}. Wenn
die Kunden in der Reihenfolge I bedient werden, ist die Gesamtzeit fiir alle
Kunden in dem System :

=Nn-: til + (7’L — l)tm + ...
=Y (n—k+1)t;

Wir nehmen nun an, dafl es fiir I zwei ganze Zahlen a, b gibt mit a<b und

ti, > t;,. Vertauschen wir die Positionen von a und b, so erhalten wir eine
neue Bedienreihenfolge I’; die giinstiger als I ist, da:

T(I=m-a+t,+n—-b+1ti,+ Y (n—k+1),
k=1, k#ab

T(D-T(I)

(n—a+1)(t, —ti,) + (n—b+1)(t;, — ;)
:(b — a)(tia — tib) >0

Auf diese Weise konnen wir einen Zeitplan verbessern, indem der Kunde, fiier
den die geringste Bedienzeit benotigt wird, vor allen anderen Kunden bedient
wird. Solche Zeitplanungen erfordern, dafl wir die Kunden in der Reihenfolge
aufsteigender Bedienzeiten betrachten.

3.4.2 Zeitplanerstellung mit Schluf3terminen

(Englisch: Scheduling with deadline)

Problem : n Auftrige sind zu verarbeiten, wobei zur Verarbeitung eines
Auftrags eine Zeiteinheit bendtigt wird. Zu jedem Zeitpunkt t=1,2,...
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kann nur ein Auftrag verarbeitet werden. Der Gewinn g; eines Auftrags
i wird genau dann erzielt, wenn der Auftrag bis zum Schlufitermin d;
erledigt wird.

Beispiel :

n=4; i 1 2 3 4
gi 50 10 15 30
d 2 1 2 1

Die Reihenfolge (3,2) wird zum Beispiel nicht beriicksichtigt, da dann
Auftrag 2 zum Zeitpunkt t=2 nach seinem Schlufitermin t=1 verarbei-
tet wird.

Reihenfolge  Gewinn
50
10
15
30
65
60
25
65
80
45

FENGURN

NN N N N N
o~ »-Jk\.C,O \.l\D N =
W = = W= W

~—— e e e S S

Die Auftragsfolge (4,1) ist optimal und kann in der Reihenfolge (1,4)
nicht verarbeitet werden. Es ist zu beweisen, dafl es nicht notwendig
ist, alle n! mogliche Auftragsfolgen fiir n Auftrige zu untersuchen. Es
geniigt eine Auftragsfolge in der Reihenfolge aufsteigender Schluflter-
mine zu untersuchen [(4,1) aber nicht (1,4) zum Beispiel].

Eine einfache Implementierung ist durch den folgenden Algorithmus gegeben
(mit den Annahmen g; > go > ... > g, n > 0 und d; > 0, 0 < i < n0).

Algorithmus Sequence(d[0..n])
array j[0..n]

1. Initialisierung
d[0], j[0] «= 0
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k, j[1] + 1 {Auftrag 1 wird immer gewihlt}
2. Greedy-Schleife
for i + 2 ton do
r«k
while d[j[r]] > max(d[i],r) do r + r-1
if d[j[r]]<d[i] and d[i]>r then
for 1 <+ k step -1 to r+1 do j[I+1] « j[l]
ir+1] < i
k + k+1
return k, j[1..k]

Ubung: Wende diesen Algorithmus auf das obige Beispiel an.

Es ist moglich, einen schnellen Algorithmus mit Hilfe von disjunkten Men-
genstrukturen zu entwerfen. Die grundlegenden Schritte sind dabei:

1. Initialisierung: Wir beginnen mit 1 Mengen {1}, ..., {1}. Die Funktion
F liefert von jeder Menge das kleinste Element.

2. Addition eines Auftrags mit Schlufitermin d

e Finde die Menge K, die min(n,d) enthilt.
e Wenn F(K)=0, lehne den Auftrag ab.
e Wenn F(K)#0 :

— Weise dem Auftrag die Position F(K) zu.

— Finde die Menge L, die F(K)-1 enthilt (L und K sind unter-
schiedliche Mengen).

— Mische K und L; der Wert von F fiir diese neue Menge ist der
alte Wert von F(L)

Ubung : Priife, wie der schnelle Algorithmus fiir folgendes Beispiel funktio-
niert:

i 1 2 3 4 5 6
g 20 15 10 7 5 3
& 3 1 1 3 1 3

Die Analyse der Komplexitét des schnellen Algorithmus zeigt, dafl sie von
der Ordnung O(n-log(n)) ist. Dies ist der Sortieraufwand zur Bestimmung
der Anfangsreihenfolge.
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3.5 Greedy-Heuristik

Da Greedy-Methoden sehr einfach sind, werden sie oft in bestimmten Si-
tuationen als Heuristik angewendet, wobei eine approximierte Lésung an-
statt einer optimalen Losung gesucht wird. Prototypische Beispiele sind NP-
Probleme. Wir behandeln kurz zwei solche Probleme.

3.5.1 Einfirben eines Graphen

G=<N,A>: ungerichteter Graph, dessen Knoten zu farben sind. Wenn zwei
Knoten durch eine Kante verbunden sind, miissen sie mit verschiedenen Far-
ben gefirbt werden. Ziel: Méglichst wenige, verschiedene Farben zu benutzen.

Beispiel :

Zwei Farben werden benétigt: Eine fiir 1,3,4 und eine andere fiir 2,5

Greedy-Algorithmus

e Wihle eine Farbe und einen willkiirlichen Anfangsknoten.

e Beriicksichtige jeden anderen Knoten der Reihe nach, und firbe ihn
mit dieser Farbe, falls moglich.

e Wenn kein weiterer Knoten gefiirbt werden kann, wihle eine neue Farbe
und einen neuen Anfangsknoten, der noch nicht gefirbt worden ist.

e Firbe soviele Knoten wie mdéglich mit der zweiten Farbe und wihle
danach eine dritte Farbe und einen neuen Anfangsknoten ...

e Und so weiter.

Dieser Algorithmus ist nicht immer optimal. Fiir das obige Beispiel fiihrt die
Reihenfolge 1,2,3,4,5 zu einem optimalen Ergebnis; aber nicht die Reihenfolge
1,5,2,3,4. Auf diese Weise findet der Algorithmus offensichtlich keine gute
Lésung.
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3.5.2 Das Handlungsreisende-Problem

Ein Greedy-Algorithmus ist :

Wihle in jedem Schritt die kiirzeste Kante aus den restlichen Kanten, die die
folgenden Bedingungen erfiillt :

1. Zusammen mit den bereits gewédhlten Kanten bildet sie keinen Zyklus
(die letzte Kante, die die Tour vervollstindigt, ist eine Ausnahme).
2. Wenn eine Kante gew#hlt wird, darf sie nicht die dritte gewéhlte Kante

sein, die von irgendeinem Knoten anfingt.

Beispiel :

Von-Nach 2 3 4 5 6
1 3 10 11 7 25
2 6 12 8 26
3 9 4 20
4 5 15
5 18

Die Kanten werden in der Reihenfolge {1,2}, {3,5}, {4,5}, {2,3}, {4,6}, {1,6}
gewihlt. Die Gesamtlénge des Zyklus ist 58 und die Tour ist (1,2,3,5,4,6,1).
{1,5} wird nicht gewé#hlt, da sie sonst die dritte Kante vom Knoten 5 wire,
und aufBlerdem bildet (1,2,3,5,1) einen Zyklus. In diesem Beispiel ist der
Greedy-Algorithmus nicht optimal, da die Tour (1,2,3,6,4,5,1) eine Gesamt-
lainge von nur 56 hat.



Kapitel 4

Teile-und-Herrsche (Divide and
Conquer)

4.1 Einfiihrung

Die klassische Teile-und-Herrsche-Methode besteht darin, die zu lésende In-
stanz in eine bestimmte Anzahl von kleineren Teilinstanzen zu zerlegen. Jede
dieser Teil-instanzen wird sukzessiv und unabhingig gelost. Die Teilergebnis-
se werden kombiniert, um die Losung der Originalinstanz zu erhalten. Die
Effizienz der Teile-und-Herrsche-Methode liegt darin, dal die Teilinstanzen
wahrscheinlich effizient gelost werden konnen.

Um einige Aspekte dieser Methode zu zeigen, betrachten wir ein fiktives
Beispiel:

1. Sei A ein gegebener Algorithmus, dessen Komplexitit quadratisch ist,
und c eine Konstante, so daf§ eine bestimmte Implementation von A
eine Zeit von t4(n) < cn?® bendtigt, um eine Instanz der Grofe n zu
16sen.

2. Angenommen, es gibt eine Moglichkeit, die Anfangsinstanz in drei Tei-
linstanzen der Gréfle [5] zu teilen und deren Ergebnisse zu kombi-
nieren. Sei d eine Konstante, so dafl die zur Zerlegung einer Instanz
in Teilinstanzen und zum Kombinieren der Ergebnisse benotigte Zeit
t(n) < d-n ist. Benutzt man den urspriinglichen Algorithmus und diese
Zerlegung, so bekommt man

tp(n) = 3ta([%]) +t(n)

28
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< 3e(H)?2 fdn = 3en? + Be+ d)n + 3¢

Der Term %cn2 dominiert, wenn n grof§ genug ist. Daher ist Algorith-
mus B 25% schneller als Algorithmus A. Aber B benétigt noch eine
quadratische Zeit: Die Verbesserung ist begrenzt.

3. Um diese Methode zu verbessern, betrachten wir die Losung der Tei-
linstanzen.

e Wenn sie klein sind, ist Algorithmus A wahrscheinlich der beste,
wie in (2) gezeigt wurde.

e Wenn sie grofl genug sind, ist es wahrscheinlich besser, unseren
neuen Algorithmus rekursiv zu benutzen. Auf diese Weise erhalten
wir Algorithmus C, der eine Zeit

_ ta(n) : fallsn<n
te(n) _{ 3tc([%-|)il|—tn : sonst 0

bendtigt (ng ist der sogenannte Grenzwert).

Es bleibt nun T'(n) = 3T (%) + dn mit der Annahme n = 2 > 1 zu
16sen. Dies ergibt: T'(2¥F) = 3T (2% 1) + d2F oder t; = 3ty_1 + d2F

Benutzt man die Methode der charakteristischen Gleichung, so erhélt
man: (z — 3)(z — 2) = 0 und damit:

tk = Cl3k + 622k
T(n)= ¢13"92" + con

= c1n!923 4+ con
Da n!°923 ungefihr n'-% ist, so ist die Verbesserung wesentlich. Die zwei
Hauptprobleme bestehen darin, den Grenzwert ny zu bestimmen und
die “verborgene” Konstante ¢; so klein wie moglich zu halten.

Die allgemeinen Schritte der Teile-und-Herrsche-Methode lassen sich folgen-
dermaflen beschreiben:

Algorithmus DQ(x)

1. if (x ist klein genug oder einfach) then return ADHOC(x)

2. Teile x in kleinere Teilinstanzen i, xs, ..., T
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3. fori <+ 1tokdoy + DQ(x;)
4. Kombiniere die y;’s, um eine Losung y fiir x zu erhalten.

5. return y

ADHOC ist der Grundalgorithmus zur Loésung von Teilinstanzen des Pro-
blems.

Spezialfille

1. Wenn k=1 ist, wird diese Technik Vereinfachung statt Teile-und-Herrsche
genannt.

2. Manchmal funktioniert ein DQ-Algorithmus nicht genau, wie oben be-
schrieben wird, aber es wird gefordert, dafi die erste Teilinstanz gelost
wird, bevor die zweite Subinstanz formuliert wird (siehe Teil 3).

Damit diese Methode niitzlich wird, miissen einige Bedingungen beriicksich-
tigt werden:

e Es ist moglich, eine Instanz in Teilinstanzen zu teilen.
e Es ist moglich, die Teilergebnisse effizient zu kombinieren.
e Die Grofle der Teilinstanzen soll mdoglichst gleich sein.

e Es muf} gut iiberlegt werden, wann man den Grundalgorithmus benut-
zen soll, anstatt weiter rekursiv zu arbeiten.

e Es mufl gut iiberlegt werden, wie man den Grenzwert wéhlt.

Dieses Kapitel ist folgendermaflen organisiert. Wir machen zunichst einen
Uberblick, wie man den Grenzwert bestimmt. Im Anschlufl daran geben wir
einige Beispielanwendungen dieser Methode. Wir behandeln keine Grundal-
gorithmen, da wir annehmen, dafl sie schon bekannt sind, zum Beispiel:

e Binéres Suchen
e Sortieren durch Mischen (mergesort)

e Quicksort

Sie werden zum Beispiel in Horowitz - Sahni (Algorithmen, Originalbuch:
Fundamentals of Computer Algorithms) beschrieben.
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4.2 Bestimmung des Grenzwertes

Ein DQ-Algorithmus mufl mit dem Teilen authéren, wenn die Grofle der Tei-
linstanzen eine bestimmte Grofle unterschreitet. In diesem Fall ist es besser,
den Grundalgorithmus anzuwenden. Um dies zu beschreiben, betrachten wir
wieder das vorherige Beispiel fiir den Algorithmus C.

_ ta(n) : fallsn<n
te(n) = { 3tc([g])itn : sonst 0

Um den Grenzwert, der t.(n) minimiert, zu bestimmen, ist es genug zu wis-
sen, dafl t4 € ©(n?) und t(n) € O(n). Zum Beispiel: wir betrachten eine
Implementation, so dafl ta(n) = n? Millisekunden, ¢(n) = 16n Millisekun-
den, und wir haben eine Instanz der Grofle 1024, die gelost werden muS.

e Wenn der Algorithmus rekursiv bis n = 1 arbeitet (Instanz der Grifle
1), d.h. ng = 1, wiirde es 30 Minuten dauern, bis die Losung gefunden
wird.

e Wenn man den Subalgorithmus direkt anwendet, dauert es 15 Minuten
(d.h wir setzen ny = 00)

Dies wiirde bedeuten, da8 man eine Zeit von O(n*9(®)) erhilt, wenn die ver-
borgene Konstante sehr grofi wird. Infolgedessen ist der resultierende Algo-
rithmus nie effizient.

Gliicklicherweise ist dies nicht richtig: mit einem gut gewéhlten ng in unserem
Beispiel, kann eine Instanz der Grofle 1024 in weniger als 8 Minuten gelost
werden (Dies wird fiir ny = 2¥ und bestimmte Werte von k erreicht, die man
dadurch erhélt, dal man die Rekurrenzgleichung aus der Komplexitidtsana-
lyse 16st).

e Der beste Wert fiir den Grenzwert héngt nicht nur von dem Algorith-
mus sondern auch von der Implementation ab.

e Anderungen des Grenzwerts beeinflussen die Effizienz des Algorithmus
nicht, wenn nur Instanzen spezifischer Grofle beriicksichtigt werden
(dies wird anhand des vorherigen Beispiels beschrieben).

e Im allgemeinen gibt es keinen besten Grenzwert. In unserem Beispiel:
ein Grenzwert grofler als 66 ist optimal fiir Instanzen der Grofle 67,
und es ist besser, einen Grenzwert zwischen 33 und 65 fiir Instanzen
der Grofle 66 zu benutzen.
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Wie wihlt man ny? Die allgemeinen Richtlinien sind:

1. Man muf} ng > 1 wéhlen, um die unendliche Rekursion zu vermeiden,
die fiir Instanzen der Gréfle 1 auftreten kann.

2. Wenn eine bestimmte Implementation gegeben ist, kann der optimale
Grenzwert empirisch bestimmt werden. Dies bedeutet, dafl man die
Ergebnisse der Untersuchungen auflistet, wobei verschiedene Werte der
Instanzen und Grenzwerte benutzt werden.

3. Eine bessere Losung ist oft eine hybride Methode:

(i) Man bestimmt theoretisch die Form der Rekurrenzgleichungen,

(ii) Man findet empirisch die Werte der Konstante, die in diesen Glei-
chungen fiir die vorhandene Implementation benutzt werden.

Dies verdeutlichen wir anhand des vorherigen Beispiels. Der optimale Grenz-
wert kann durch das Losen der folgenden Gleichung gefunden werden:

a(n) = 3ta(121) + t(n)
da 1,([5]) = ta([3]), wenn [5] < np.

Vernachléssigt man die Dachfunktion, d.h. man betrachtet %, so erhélt man

n = 64. Auf der anderen Seite, wenn wir [Z] durch @ ersetzen, erhal-
ten wir n ~ 70. Eine mégliche gute Loésung (wenn man beriicksichtigt, dafl
der Mittelwert von [%] Gnt1) ist) besteht darin, daB man ng = 67 fiir den

2
Grenzwert waht.

Bemerkung : In der Praxis gibt es noch eine andere Schwierigkeit. Sei t4(n) =
an? + bn + c. Da der Grundalgorithmus gerade auf Instanzen von kleineren
GrofBlen angewendet wird, kann man (bn+c) nicht ganz vernachléssigen. Eine
mogliche Losung besteht darin, ¢ 4(n) fiir mehrere Werte von n zu messen und
die Konstanten mit Hilfe von Regressionstechniken abzuschétzen.

4.3 Selektion und Median

Sei T[1..n| eine Reihung der ganzen Zahlen. m ist der Median von T genau
dann, wenn

1. meT
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2. #{ie[l.n] | Tli] < m} <
#{i € [Ln] | Tl < m} >

und

oISNIS

Bei dieser Definition wird die Moglichkeit beriicksichtigt, dafl m nicht gerade
ist oder nicht alle Elemente von T verschieden sind.

Naiver Algorithmus : Die Reihung ist in aufsteigender Ordnung zu sortieren
und man erhélt das [%]-te Element. Mit mergesort bendtigt man eine Zeit
von O(nlog(n)), um den Median zu bestimmen.

Eine bessere Losung ist moglich, wenn man das folgende Problem studiert:

Selektion-Problem : T : Reihung der Gréfie n, k: ganze Zahl zwischen 1 und
n. Das k-te kleinste Element von T ist das Element m, so daf}

#{i € [1l.n] | T[i] < m} < k wéhrend

#{ie[l.n] | T <m} >k

Dies bedeutet, daf es das k-te Element aus T ist, wenn die Reihung in aufstei-

gender Ordnung sortiert ist. Zum Beispiel, der Median von T ist das [§]-te
kleinste Element.

Analog zum Quicksort-Algorithmus, ist es moglich, den folgenden Algorith-
mus, den wir spéiter diskutieren werden, zu entwerfen.



34 KAPITEL 4. TEILE-UND-HERRSCHE (DIVIDE AND CONQUER)

Algorithmus selection (T[1..n]k)
{Finde das k-te kleinste Element von T; 1 < k < n}
if n ist klein then
sort(T)
return T[k]
p « irgendein Element aus T|[1..n] {Es wird spiiter spezifiziert. Man nennt es hiufig Pivot.}
u <+ #{i € [1l.n] | T[i] < p}
v+ #{i e [l.n] | T[i] < p}
if k < u then
array U[l..u]
U < Die Elemente aus T kleiner als p
{Das k-te kleinste Element aus T ist auch das k-te kleinste Element aus U}
return selection(U. k)
ifk<wv
then return p {Das ist die Losung!}
else array V[1..(n-v)]
V < die Elemente aus T grofler als p
{das k-te kleinste Elemente aus T ist auch das (k-v)-te kleinste Element aus V}
return selection(V k-v)

Welches Element aus T sollen wir als Pivot p benutzen? Die beste Wahl ist
sicherlich der Median von T, so daf} die Gréflen von U und V moéglichst gleich
sind.

(i) Nehmen wir an, daf§ wir eine Methode zur Berechnung des Medians mit
einer Kosteneinheit hétten (Dies bedeutet, daf es sich um eine Vereinfa-
chung statt um Teile-und-Herrsche handelt). Da per Definition u < [
und v > [2] ist, haben wir : n—v < | ]|. Wenn es eine Rekursion gibt,
enthalten die Reihungen U und V héchstens | 5] Elemente. In diesem
Fall benétigen die restlichen Operationen eine Zeit von O(n). Sei ¢,,(n)
die Zeit, die in dieser Methode im schlechtesten Fall benétigt wird, um
das k-te kleinste Element einer Reihung von hichstens n Elementen zu
finden. Auf diese Weise erhalten wir :

tm(n) € O(n) + maa{tn(i) |1 < |5}

Es ist leicht durch Induktion zu beweisen (der Beweis ist aber lang),
dal der Algorithmus linear ist.

tm(n) € O(n)
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(ii) Was werden wir tun, wenn wir zur Bestimmung des Medians in einer
bestimmten Zeiteinheit keinen einfachen Weg haben, und wenn wir be-
reit sind, eine hohere Zeitkomplexitdt im schlechtesten Fall in Kauf zu
nehmen, um eine einigermafien schnelle mittlere Laufzeit zu erreichen
? Wie in Quicksort kann man einfach wéhlen

p <« T[]

Wenn wir das tun, nehmen wir an, dafl die Gréoflen von U und V nicht
sehr unbalanziert sind. Jedoch bend&tigt der schlechteste Fall des re-
sultierenden Algorithmus eine quadratische Zeit, obwohl die mittlere
Laufzeit noch linear ist.

(iii) Um diesen quadratischen schlechtesten Fall zu vermeiden,versucht man,
einen guten Niherungswert des Medians so schnell wie méglich zu fin-
den. Annahme: n > 5

Algorithmus pseudomed (T[1..n])
{Finde einen Niherungswert des Medians von Reihung T}
s« ndivb  {div: ganzzahlige Division}
array S[1..s]
for i < 1 to s do SJi] + adhocmed5(T[5i-4..5i])
return selection(S,(s+1) div 2).

adhocmedb5 ist irgendein spezieller Algorithmus, der den Median von genau
5 Elementen berechnet. Die benétigte Zeit ist dabei konstant.

Sei m der Ndherungswert des Medians in “pseudomed” . Dieser ist der exakte
Median von S. Daher:

405 e [1..s] | S[i] < m} > (%1

Jedes Element aus S ist jedoch der Median von 5 Elementen aus T. Infolge-
dessen gibt es fiir i mit S[i] < m exakt 3 i1, 49,43 zwischen (5i-4) und 5i, so
daf} gilt:

T[i1] < Tlig) < Tlis] = S[i] <m

Folglich:

(3n —12)
10

SE

#{i € [Ln] | Tli] < m} 2 3[5] =3
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Ahnlich:
(7Tn — 3)

10

Daher liegt m ndherungsweise zwischen % und %.

#{ie[l.n] | T[] <m} <

Komplexititsanalyse von “Selection” (Zusammenfassung der Analyse)

Wir fiihren ein: p < pseudomed(T)

1. pseudomed(T) benétigt O(n) + t(|%]), da die Reihung S in linearer
Zeit konstruierbar ist.

2. Die Berechnungen von u und v bendétigen lineare Zeit.

3. Wir haben oben gezeigt, dal u < @ und v > w gilt. Daraus

folgt: (n —v) < %. Der nun folgende rekursive Aufruf benétigt
daher eine Zeit, die nach oben durch

(Tn +12)

mazx{t(i) | i < 10

}
beschrankt ist.

4. Initialisierung der Reihungen U und V: lineare Zeit.

5. Folglich existiert eine Konstante ¢, so daf} fiir jedes geniigend grofles n
gilt:

n

5

(Tn +12)

tn) < #(| .

1) + maz{t(i) | i < }+cen

Wir benutzen ein allgemeines Ergebnis der Komplexitéitstheorie :
Seien p,q zwei positive reelle Konstanten mit p + q < 1; ng eine positive
ganze Zahl; b eine positive reelle Konstante. Sei f : N — R* eine Funktion
mit

f(n) = f(lp"]) + f(Lg"]) +bn;  n>ng
Dann: f(n) € ©(n)

Der beweis 148t sich fortsetzen, indem gezeigt wird, daf§ f(n) existiert mit

t(n) < f(n)

Dies impliziert : t(n) € O(n)
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4.4 Langzahlarithmetik

Wir betrachten hier das Beispiel der Multiplikation zweier ganzen Zahlen von
n Dezimalziffern, wobei n sehr grof} sein kann. Teile-und-Herrsche suggeriert,
daf} jeder Operand in zwei Teile moglichst gleicher Gréfie zerlegt wird.

- n -

n/2 n/2

u:103w+x;vzlosy+2mit
0<z<10°0<2<10°% s=|2|

Wir interessieren uns fiir das Produkt
uv = 10%wy + 10°(wz + zy) + 22

Dies fiihrt zu dem folgenden Algorithmus :

Algorithmus mult(u,v)
n < die kleinste ganze Zahl, so dafl u und v von Groéfle n sind
if n klein then return classic-product(u,v)
s < n div 2
w + u div 10%; x < u mod 10°
y < v div 10%; z + v mod 10°
return
mult(w,y) x 10%
+ (mult(w,z) - mult(x,y)) x 10°
+ mult(x,z)

Eine triviale Verbesserung wird dadurch erreicht, dafl man den letzten Schritt
durch
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r < mult(w+x, y+2)

p < mult(w,y)

q < mult(x,z)

return 10%p + 10°(r —p—q) + ¢

ersetzt.

Bemerkungl: Die Komplexititsanalyse zeigt, dafl der Algorithmus eine
Zeit von O(n'923) = O(n'%%) benostigt. Benutzt man die “Schnelle-Fourier-
Transformation” und Teile-und-Herrsche zum Entwurf eines Algorithmus, so
kann die Komplexitit auf O(n - log n - log log n) reduziert werden.

Bemerkung?2: Eine spezielle Version dieses Algorithmus ist als “Karatsuba-
Algorithmus” bekannt. Seien n gerade mit n = 2m, u und v ganze Zahlen
der Linge n Bits.

u=a2"+bjv=c2"+d

Folglich: w = uv = y2*™ + (z — y — 2)2™ + z, wobei z = (a + b)(c +d),y =
ac,z = bd
Die Komplexitatsanalyse 148t sich einfacher durchfithren. Wir haben nur drei
Multiplikationen von ganzen Zahlen der Linge m und Operationen (Addition,
Shiften), die linear sind. Infolgedessen existiert eine Konstante k, so daf} gilt:

Hn) = k . falls m=1

3t(m) +kn : falls m>1
Seien n eine positive ganze Zahl und t die kleinste ganze Zahl, so dafl
2t > n, somit t(n) < t(2")
Benutzt man diese Relation fiir 2¢,2!=% ..., 2, so erhiilt man
(2" = 0(3"

Dies impliziert: t(n) = O(n*), wobei a = ;g—gg ~ 1.585.

Bemerkung3: Eine sehr gute Spezialisierung der Multiplikation auf das Po-
tenzieren ist eine der interessantesten Anwendungen der Teile-und-Herrsche-
Methode. Darauf werden wir spéter eingehen.

4.5 Matrixmultiplikation

A, B: Zwei nxn-Matrizen; C = A- B

Cij =) AjB;
k=1
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Jede Eintragung in C wird in O(n) berechnet, wenn man annimmt, daf§
skalare Addition und Multiplikation elementare Operationen sind. Es gibt
n? Eintragungen in C. Daher wird das Produkt A - B in ©(n?) berechnet.
Eine Verbesserung ist auf eine Idee von Strassen zuriickzufiihren. Die Idee
ist dhnlich wie Teile-und-Herrsche.

Zunéchst zeigt man, dafl es moglich ist, 2x2-Matrizen mit weniger als acht
skalaren Operationen zu multiplizieren.

A= a1 a12>; B:(bn bm)
o1 Q929 b21 b22

my = (ag1 + aga — a11) (b2 — biz + b11)
mgy = ay1byy

m3 = a12by

my = (@11 — a21) (b2 — b12)

= (6121 - a22)(512 - bn)

me = (a1 — a21 + a11 — Gg2)ba

m7 = aga(b11 + baz — b1z — ba1)

3
|

:>AB—(m2+m3 m1+m2+m5—|—m6>

mi —+ Mo + Mg — My M1+ Mo + My + Mg

Auf diese Weise bené6tigt man nur sieben skalare Multiplikationen. Des Haupt-
ziel liegt darin, diesen Algorithmus auf 2nx2n Matrizen zu erweitern. Dies ist
trivial, da kein Schritt in dieser Methode auf die Komutativitit von skalaren
Multiplikationen basiert.

Komplexitéitsanalyse

Es ist immer noch ein Forschungsthema, einen asymptotisch schnellen Algo-
rithmus fiir Matrixmultiplikation zu finden. Die Situation 148t sich folgen-
dermaflen beschreiben:

1. Die Methode von Strassen bendtigt O(n*8'). 18 Additionen und Sub-
traktionen (nicht 24, wie in unserer einfachen Beschreibung) und 7
Multiplikationen werden bend&tigt. Um dies zu erreichen, vermeidet man
Terme wie (m; + mgy + my4) neu zu berechnen.

2. Das letzte Ergebnis ist auf Coppersmith und Winograd (1986) zuriick-
zufiihren. Sie entwarfen einen Algorithmus, der eine Zeit von O(n*37)
benotigt.
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3. Die Werte der Konstante bei den verbesserten Algorithmen liegen so,
daf die Methode von Strassen in der Praxis immer noch am giinstigsten
ist.

Bemerkung: Die Methode von Strassen kann auf 3x3-Matrix erweitert wer-
den. Man kann zeigen, dafl die minimale Anzahl der benotigten Multiplikatio-
nen 23 ist (Algorithmus von Laderman). Ein offenes Problem besteht darin,
die minimale Anzahl von Multiplikationen zur Multiplikation von zwei nxn
Matrizen fiir n > 3 zu finden.



Kapitel 5

Dynamisches Programmieren

5.1 Einfiihrung

Dynamisches Programmieren ist eine Methode zum Entwurf von Algorith-
men, die man dann anwenden kann, wenn die Losung eines Problems als
Ergebnis einer Folge von Entscheidungen angesehen werden kann.

Wie wir gesehen haben, ist Teile-und-Herrsche eine “top-down”-Methode:
Man betrachtet direkt die Losung einer globalen Instanz, die in weitere klei-
nere Teile zerlegt wird.

Dynamisches Programmieren ist eine “bottom-up”’-Methode. Man beginnt
in der Regel mit den kleinsten oder einfachsten Teilinstanzen. Kombiniert
man die einzelnen Losungen, so erhilt man die Ergebnisse der Teilinstan-
zen zunehmender Grofle, bis wir zum Schlufl die Losung der Originalinstanz
erreichen.

Aufer dieser Definition gibt es ein weiteres Grundprinzip des dynamischen
Programmierens: Vermeide, die gleichen Berechnungen zweimal durchzufiihren
,indem die bekannten Ergebnisse in einer Tabelle gehalten werden, in die jede
geloste Teilinstanz eingetragen wird.

Dynamisches Programmieren ist besonders interessant fiir Probleme, fiir die
es keine Moglichkeit gibt, eine Folge schrittweiser Entscheidungen zu be-
stimmen, die zu einer optimalen Entscheidungsfolge fiihrt. Zum Beispiel,
wenn man alle moglichen Losungen aufzidhlen kann und dann die beste davon
auswihlt. Dynamisches Programmieren reduziert oft drastisch die Anzhl der
Losungen, die nicht optimal sein konnen. Eine optimale Folge von Entschei-
dungen wird erreicht durch die Anwendung des

41
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Optimalititsprinzips: Eine optimale Folge von Entscheidungen besitzt die
Eigenschaft, dafl unabhéingig vom Anfangszustand und von der Anfangs-
entscheidung die iibrigen Entscheidungen eine optimale Entscheidungsfolge
bilden miissen unter Beriick-sichtigung des aus der ersten Entscheidung re-
sultierenden Zustands.

Basierend auf das Prinzip kénnen wir den Unterschied zwischen dynami-
schem Programmieren und Greedy-Algorithmen feststellen: Beim dynami-
schen Programmieren kénnen verschiedene Entscheidungsfolgen erzeugt wer-
den, wiahrend bei Greedy-Algorithmen i{iberhaupt nur eine einzige Entschei-
dungsfolge erzeugt wird. Jedoch kénnen Folgen nicht optimal sein, obwohl
das Optimalitéitsprinzip gilt.

5.2 Optimale binidre Suchbidume

Definition: Ein bindrer Suchbaum T ist ein bindrer Baum, der entweder leer
ist oder bei dem jeder Knoten einen Bezeichner enthilt und

(i) Alle Bezeichner im linken Teilbaum von T sind (numerisch oder lexiko-
graphisch) kleiner als der Bezeichner im Wurzelknoten T,

(ii) Alle Bezeichner im rechten Teilbaum von T sind gréfer als der Bezeich-
ner im Wurzelknoten T,

(iii) Der linke und der rechte Teilbaum von T sind ebenfalls binére Suchbdume.

In der Definition wird gefordert, dafl alle Bezeichner im Baum voneinander
verschieden sind. Zu einer gegebenen Menge von Bezeichnern sind mehrere
verschiedene bindre Suchbdume moglich. Zum Beispiel:

Wir méchten feststellen, ob ein Bezeichner X (auch Schliissel genannt) im
Baum vorkommt. Zunéchst vergleichen wir X mit dem Schliissel R der Wur-
zel.

e Wenn X = R ist : Wir haben gefunden.
e Wenn X < R ist : Suche im linken Teilbaum.

e Wenn X > R ist : Suche im rechten Teilbaum.
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N
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procedure search (T,X)
{Durchsuche den bindren Suchbaum T nach X}
{Jeder Knoten von T hat Felder LCHILD, RCHILD, IDENT}
if T=nil then return “nicht gefunden”
else if X = IDENT(ROOT(T)) then return ROOT(T)
else if IDENT(ROOT(T)) < X then search(RCHILD(T),X)
else search(LCHILD(T),X)

Wenn alle Schliissel mit gleicher Wahrscheinlichkeit gesucht werden, benétigt
das obige Beispiel durchschnittlich

2+3+1+3+2+4+3+4) 22 . .
2 =3 beziehungsweise

4+34+2+3+1+3+2+3) 21
8 -8
Vergleiche, um einen Schliissel zu finden. In Wirklichkeit méchten wir jedoch
ein allgemeineres Problem l6sen.

Angenommen, wir haben eine geordnete Menge ¢; < ¢y < --- < ¢, von n
verschiedenen Schliisseln. Sei p; die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal wir nach
¢; suchen fiir i = 1,2,3,...,n. Wir nehmen an, da§ > | p; = 1 gilt (d.h. man
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sucht nur nach Schliisseln, die in T enthalten sind). Die Stufe (Tiefe) der
Wurzel ist 0, die Stufe der Séhne ist 1 und so fort. Wenn ein Schliissel auf
der Stufe d; zu finden ist, dann werden (d; + 1) Vergleiche benétigt, um den
Schliissel zu finden. Die mittlere Anzahl von Vergleichen fiir einen gegebenen
Baum ist:

n

C=> pidi+1)

=1

Das ist die gesuchte Funktion, die zu minimieren ist. Betrachten wir die
Folge von Schliisseln ¢;, ¢it1,...,¢;  (j > ). Angenommen, ein optimaler
Baum enthélt alle n Schliisseln. Die Folge von (j — 7 + 1) Schliissel enthélt
die Knoten eines Teilbaums. Ist der Schliissel ¢; (i < k < j) in einem Knoten
der Stufe dj in diesem Teilbaum enthalten, so erhélt man die mittlere Anzahl
der Vergleiche in diesem Teilbaum

J
C* =Y Pi(d;+1),

k=i

wenn wir einen Schliissel im Hauptbaum suchen (allerdings muf} dieser Schliissel
nicht im Teilbaum sein).

Wir beobachten :

(i) Dieser Ausdruck hat dieselbe Form wie der Ausdruck fiir C,

(ii) Eine Anderung im Teilbaum beeinflufit die Mitwirkung anderer Teilbéiume
des Hauptbaums zu C nicht.

Auf diese Weise erreichen wir das Optimalitétsprinzip: In einem optimalen
Baum miissen alle Teilbdume beziiglich der enthaltenen Schliissel auch opti-
mal sein.

Seien m;; = ch:z Py, und C;; die mittlere Anzahl von erforderlichen Verglei-
chen in einem optimalen Teilbaum, der die Schliissel ¢;, ¢;11, ..., ¢; enthélt,
wenn ein Schliissel im Hauptbaum gesucht wird. Wir definieren Cj; = 0,
wenn j = (i — 1) gilt. Einer dieser Schliissel ¢ ist in der Wurzel des Baumes

L und R sind optimale Teilbdume. ¢;,...,c;—1 € L und ci1,...,¢; € R. Die
Wahrscheinlichkeit dafiir, daf8 ein Schliissel in {Ci1,...,C;} liegt, ist my;,
wenn wir den Schliissel im Hauptbaum suchen. Ein Vergleich mit ¢, wird
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ausgefiihrt und andere Vergleiche konnen in L oder in R ausgefiihrt werden.
Die mittlere Anzahl von erforderlichen Vergleichen ist damit:

ko
Ci; = mij + Cig—1+ Cky1

Um ein Schema des dynamischen Programmierens zu erreichen, muf3 die Wur-
zel k so gewdhlt werden, dafi C;; minimiert wird.

Cij = myj + minisksj (Ci,k:—l + Ck-H,j)

Insbesondere: Cy; = P,

Beispiel: 5 Schliissel c, ..., c5 mit den folgenden Wahrscheinlichkeiten:

i 1 2 3 4 )
P 0.30 0.05 0.08 0.45 0.12

Zunéichst berechnet man die Matrix m:

0.30 0.35 0.43 0.88 1.00

0.05 0.13 0.58 0.70

m = 0.08 0.53 0.65
0.45 0.57

0.12

Mit Cj; = P, und Cj; = 0 falls j = % — 1 lassen sich die anderen Werte von
C;; folgendermaflen berechnen:

Cia = myg + min(Chy + Ca, C11 + Csa)
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= 0.35 + min(0 4+ 0.05,0.30 + 0) = 0.40
Co3 = 0.18, (34 = 0.61, Cy5 = 0.69
Dann :
013 = my3 + min
024 = Moy + min
035 = M35 + min
014 = M4 + min
025 = Moy + min
015 = mi5 + min

Cho + Ca3, C11 + Cs3, Chio + Cy3) = 0.61

Co1 + Cs4, Cop + Cyy, Ca3 4+ C54) = 0.76

032 + 045, 033 + 055, 034 -+ 065) = (.85

Cio + 024, Cii+ 034, Cio + 044, Cis+ 054) =1.49

Co1 4 Css5, Cog + Cys, Co3 + Css, Coy + Cgs) = 1.00

Cio + Cys, Ci1 + Cs5,Cia + Cus, Cr3 + Css5, C1s + Cs) = 1.73

N~~~

Folglich erfordert der optimale Suchbaum fiir diese Schliissel 1.73 Vergleiche
im mittleren Fall, um einen Schliissel zu finden.

Dieses Bild zeigt den optimalen bindren Suchbaum

Komplexititsanalyse :

Wir berechnen Cj; fiir (j — i) = 1,2,...,n. Wenn j — i = m gilt, gibt es
(n —m 4+ 1)Cj;’s, die zu berechnen sind. Bei der Ermittlung eines Cj; ist es
erforderlich, unter m Groéflen das Minimum zu finden. Also wird jedes Cj;
in der Zeit O(m) berechnet. Daher benétigt man fiir die (n — m + 1)Cj;’s:
O(nm — m?). Die Gesamtzeit zur Auswertung aller mdglichen Wurzeln ist
daher:

Z (nm —m?) = O(n?)

Bemerkung : Nach Knuth ist eine Verbesserung moglich, indem man sich
bei der Suche auf den Bereich
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R(i,j—1) <k < R(i+1,j)

beschréiinkt. In diesem Fall wird die Rechenzeit O(n?). Einen solchen Algo-
rithmus findet man in Horowitz-Sahni.

5.3 Das Problem des Handlungsreisenden

{Dieses Problem ist auch fiir die Untersuchung der Bewegung des Armes
eines Roboters geeignet.}

Sei G = <N,A> ein gerichteter Graph, N = {1,2,....n}. Die Lingen der
Kanten sind L;; mit L; = L[i,i] = 0, L[i,j] > 0 fiir ¢ # j, L[i,j] = oo
falls die Kante (4, j) nicht existiert. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
nehmen wir an, daf§ die Tour bei Knoten 1 beginnt und endet. Sie besteht
daher aus einer Kante (1, j), j # 1 und aus einem Pfad von j zu 1, der genau
einmal durch jeden Knoten N \ {1,j} fiihrt. Ist die Tour optimal, dann ist
der Pfad von j nach 1 ein kiirzester Pfad. Also gilt das Optimalitétsprinzip.

Wir betrachten eine Menge von Knoten S C N \ {1} und einen Knoten
i € N\ S, wobei i = 1 zugelassen wird, wenn S = N\ {1} ist. Sei g(¢, S) die
Lange eines kiirzesten Pfades, der bei Knoten i beginnt, durch alle Knoten
in S geht und bei Knoten 1 endet. Nach dieser Definition ist g(1, N \ {1})
die Lénge einer optimalen Tour. Aus dem Optimalitétsprinzip folgt :

9(1, N\ {1}) = mina<j<n (L1 + 9(J, N\ {1,7})) (5.1)

Allgemeiner: Falls 1 #1,S #0,S # N\ {1} und 7 & S gilt :

9(i,5) = minjes(Li; + 9(4, S\ {s})) (5-2)

Es gilt: g(i,0) = Ly, i = 2,3,...,n

Die Werte von ¢(7, S) sind daher bekannt, wenn S leer ist. Wir kénnen (3.2)
anwenden, um g fiir alle Mengen, die genau einen Knoten (# 1) enthalten,
zu berechnen, und wieder auf diese Weise fiir alle Mengen mit zwei Knoten
(# 1) anwenden und so weiter. Sind alle Werte bekannt, so kénnen wir (3.1)
anwenden, um g(1, N \ {1}) zu berechnen und das Problem zu lésen.

Beispiel : Wir haben den folgenden Graphen:
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0 10 15 20

5 0 9 10
L= 6 13 0 12

8 8 9 0

Wir initialisieren: g(2,0) = 5, g(3,0) = 6, g(4,0) = 8.

Durch die Anwendung von (3.2) erhélt man: g(2,{3}) = Loz + ¢(3,0) = 15
9(2,{4}) = Loy + g(4,0) = 18

Ahnlich: ¢(3,{2}) = 18, 9(3,{4}) = 20,9(4,{2}) = 13,9(4,{3}) = 15
Nun wenden wir (3.2) auf Mengen von zwei Knoten an
9(2,{3,4}) = min(Las + g(3,{4}), Las + g(4,{3})) = min(29,25) = 25

9(3,{2,4}) = min(Ls; + (2, {4}), L + 9(4,{2})) = 25
9(4,12,3)) = min(Ls + (2, {3}), Lss + 9(3, {2))) = 23

Zum Schluf:

g(l’ {27 3’ 4}) = min(LIQ + 9(27 {35 4})7 L13 + 9(33 {2’ 4}7 L14 + 9(4, {23 3})))
= min(35,40,43) = 35

Daher hat die optimale Tour in diesem Beispiel die Linge 35.

Um zu wissen, wohin die Tour fiihrt, brauchen wir eine zusétzliche Funktion:
J(i,S) ist der Wert des gewéhlten j zur Minimierung von g zum Zeitpunkt,
wo wir (3.1) und (3.2) anwenden, um g(7, S) zu berechnen.
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In diesem Beispiel:

Die optimale Tour ist: 1 — J(1,{2,3,4}) = 2 — J(2,{3,4}) = 4 —
J(4,{3}) =3 1.

Berechnungszeit:

e Zur Berechnung von ¢(j,0): n — 1 Konsultationen einer Tabelle.

e Zur Berechnung aller ¢(7,S) fir 1 <#S=k<n—2:

(n—m(Z_Q)k

Additionen insgesamt (wobei die “Spalte” den binomischen Koeffizien-
ten entspricht).

e Zur Berechnung von ¢(1, N \ {1}): n — 1 Additionen.

Die Zeitkomplexitit ist daher:

4@—Uk<n;2)>:®m%%

k=1

- r _ r—1
k ( 2 ) =172
k=1

Dies ist besser als €2(n!), jedoch kein praktischer Algorithmus. Dariiber hin-
aus kann man priifen, daf§ der Platzaufwand fiir die Werte von ¢ und J
Q(n2™) ist. Die folgende Tabelle verdeutlicht, dafi diese Werte so sind, daf§

der Algorithmus nicht sehr praktisch ist.

S

© (Q(n— 1)+

da gilt:

Zeit Zeit Platz
n Direkte Methode = Dynamisches Programmieren Dynamisches Programmieren
n! n?2" n2"

3 120 800 160
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10 3628800 102400 10240
15 1.31 x 10" 7372800 491520
20 2.43 x 10'® 419430400 20971520

Dies zeigt, dafl 202220 Mikrosekunden weniger als 7 Minuten, aber 20! Mi-
krosekunden mehr als 77.000 Jahre sind.

5.4 Verkettete Matrixmultiplikation

Wir méchten M = M M,...M,, berechnen. Da die Matrixmultiplikation asso-
ziativ ist, haben wir mehrere Moglichkeiten, das Produkt zu berechnen. Zum
Beispiel:

Die Auswahl einer Berechnungsmethode kann einen wesentlichen Einfluf} auf
die Laufzeit haben.

Beispiel : Wenn A eine p x g-Matrix und B eine ¢ x r-Matrix ist, kann man
zeigen, dafl die direkte Methode zur Berechnung von AB pqr skalare
Multiplikationen erfordert.

Wenn A: 13 x 5, B: 5 x 89, C: 89 x 3, D: 3 x 34 ist, erhilt man die
folgende Anzahl der Operationen:

((AB)C)D 10582
(AB)(CD) 54201
(A(BC))D 2856
A((BC)D) 4055
A(B(CD)) 26418

Was sind die Kosten zur Bestimmung der besten Ldsung, wenn man al-
le moglichen Losungen untersucht? Sei T'(n) die Anzahl der verschiedenen
Moglichkeiten, ein Produkt von n Matrizen in Klammern zu setzen. Trennen
wir das Matrizenprodukt an der i-ten Stelle
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so gibt es T'(i) Moglichkeiten, den linken Term in Klammern zu setzen und
T'(n — i) Moglichkeiten fiir den rechten Term. Da 7 zwischen 1 und (n — 1)
liegt, erhalten wir:

ﬂmzzpwﬁm—n

Zusitzlich hat man T(1) = 1. Somit kann man die Werte von T'(n) fiir
verschiedenen n berechnen.

n 1 2 3 4 5 10 15
T(r) 1 1 2 5 14 4862 2674440

T(n) sind in Wirklichkeit wohl bekannte Zahlen aus Zahlentheorie. Man
nennt sie Catalansche Zahlen und sie sind definiert durch:

ﬂ@z%(?ff)

Man kann zeigen, daB T'(n) aus Q(%;) ist. Um die Anzahl der erforderlichen
skalaren Multiplikationen zur Setzung jedes moglichen Klammerpaares zu
zéhlen, wird eine Zeit von €(n) bendtigt. Daher benétigt die direkte Methode

eine Zeit von (%) und nicht praktikabel fiir ein grofies n.

Zum Gliick gilt in diesem Fall das Optimalitédtsprinzip und man kann daher
einen besseren Algorithmus durch die Anwendung des dynamischen Program-
mierens entwerfen. Man konstruiert eine Tabelle m;; (1 <14 < j < n), wobei
m;; die optimale Lésung (sie ist die Anzahl von skalaren Multiplikationen)
fiir den Teil M; M;,,...M; des Produkts ergibt. Daraus ergibt sich die Losung
des Originalproblems zu my,

Angenommen die Dimension der Matrizen M; ist durch einen Vektor d; (0 <
i < n) gegeben, so dafi Matrix M; von Dimension d;_1 X d; ist. Wir bilden die
Tabelle m;; diagonalenweise: Diagonale s enthélt diejenigen Elemente m;;, so
dafl 7 — ¢ = s. Sukzessiv erhalten wir:

s=10 :mﬁ:O,izl,Q,...,n

s=1 TMyi41 = difldidi—kl, 1= 1,2, ey 0 — 1

L<s<n :Mips = MiNi<k<its (Mik + Mpy1irs + di1dpdiys)
i=1,2..n—s
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Der dritte Fall beschreibt das Verfahren zur Berechnung von M;...M; ., in-
dem man alle Moglichkeiten (M;...My)(Mj1...M;4s) untersucht und die be-
ste davon fiir 7 < k£ < 1+ s auswihlt.

Beispiel : Mit dem vorherigen Beispiel: d = (13,5, 89, 3, 34)

Fir s =1:
Mg = 5785, Moy = 1335, m3zqs = 9078.
Fiir s = 2:

mis :min(mu +mog3+13 X5 X 3, mMig+ms3+13 X 89 x 3) :mln(1530, 9256) =
1530
Moy :min(m22+m34+5 X89X34, mog +mgq+5 X3X34) :mln(24208, 1845) =
1845.

Schliefilich fiir s = 3:
mi4 :mln({k = 1}m11+m24+13><3><34, {]i' = 2}m12+m34+13><89><34, {k =
3}m13 + mau +13 X 3 X 34) :min(4055, 54201, 2856) = 2856.

Dies ergibt die Losung: Die Reihung m wird daher gegeben durch:

i/j 1 2 3 4

1 0 5785 1530 2856

2 0 1335 1845 s=3
3 0 9078 5=2
1 0 s=1

Komplexitit : Fiir s > 0 gibt es in der Diagonale s (n — s) Elemente,
die zu berechnen sind. Fiir jedes Element haben wir s Moglichkeiten (die
verschiedenen moglichen Werte von k). Die Laufzeit:

, n*(n—1 n(n—1)(2n —1 nd—n
D= s)s=nd s -3 5" = (1) _nln-tn-y) _(f-n)

Dabher ist die Ausfiihrungszeit ©(n?), besser als die direkte Suche.



Kapitel 6

Probabilistische Algorithmen

Der Inhalt dieses Kapitels stammt aus Forschungspublikationen von Rabin
und nicht aus Biichern. Probabilistische Algorithmen wurden zun&chst in
der Numerik eingefiihrt (Siehe zum Beispiel .M. Sobol, “The Monte Carlo
Method”, Univ. of Chicago Press, 1974), wobei der bekannteste sich mit der
Integration befasst. Um fol fol f(z;)[1?dz; zu berechnen, wihlt man zufillig
Probepunkte aus dem Integrationsbereich. Danach wurden viele Techniken
zur Verbesserung der Genauigkeit dieser Methode entworfen, die als Monte-
Carlo-Integration bekannt sind. Erst im Jahre 1976 wurde das Konzept von
Rabin effektiver formuliert.

6.1 Einfiihrung

Um probabilistische Algorithmen zu definieren, beginnen wir mit der Defini-
tion eines deterministischen Algorithmus nach Knuth:

1. Eine Berechnungsmethode ist ein Quadrupel (@, 1,0, f) mit I C @,
OCQ,f:Q—Qund f(p) =p',Vp € I. Q ist der Zustand der Be-
rechnung, I die Eingabe, O die Ausgabe und f die Berechnungsregeln.

e Jedes x € I ergibt eine Folge ¢, 21, ..., die durch 21 = f(xx), k >
0,29 = x definiert ist.

e Die Folge terminiert nach K Schritten (K: kleiner als die ks,
sodaB gilt = € O)

2. Ein Algorithmus ist eine Berechnungsmethode, die in endlich vielen
Schritten fiir alle z € I terminiert.

33
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3. Ein deterministischer Algorithmus ist eine formale Beschreibung fiir ei-
ne endliche, definite Prozedur, deren Ausgaben zu beliebigen Eingaben
eindeutig sind.

Die Hauptmotivation zur Einfiihrung von probabilistischen Algorithmen stammt
aus der Komplexitidtsanalyse. Man unterscheidet zwischen dem Verhalten im
schlechtesten Fall und dem Verhalten im mittleren Fall eines Algorithmus.
Diese Falle sind festgelegt, sobald das Problem und die Daten bestimmt sind.
Mit anderen Worten: Die effektive Berechnungszeit eines gegebenen Problems
héngt von den gewédhlten Eingabedaten ab. Diese Situation 148t sich dadurch
beschreiben, dafl durch eine zufillige Auswahl der Eingabe die Berechnungs-
zeit des Algorithmus bestimmt wird. Dariiber hinaus wird die obere Schran-
ke durch den schlechtesten Fall festgelegt. Gibt es eine Moglichkeit, diese
Situation zu verbessern? Die Losung, die durch probabilistische Algorithmen
erreicht werden kann, besteht darin, dal der Zufall in die Prozedur aufge-
nommen wird, in der Hoffnung, dafl der schlechteste Fall so vermieden wird.
Mit anderen Worten: Die mittlere Berechnungszeit fiir deterministische Al-
gorithmen wird mit der Tatsache verbunden, daf} jede mogliche Instanz einer
gegebenen Grofle als fast gleich beriicksichtigt wird, wihrend die erwartete
Berechnungszeit eines probabilistischen Algorithmus nur fiir individuelle In-
stanzen definiert wird. Dies verweist auf die mittlere Zeit, die durchschnittlich
zur Losung der gleichen Instanz bendtigt wird.

Die unterstrichenen Wérter in den Definitionen eines deterministischen Algo-
rithmus sind die Schliissel zur Definition von drei Arten von probabilistischen
Algorithmen.

1. Macao Algorithmen

e Mindestens bei einem Schritt der Prozedur werden einige Zahlen
zufillig ausgew#hlt (nicht definit).

e Sonst: deterministisch

Diese Algorithmen liefern immer eine korrekte Antwort. Sie werden
benutzt, wenn irgendein bekannter Algorithmus zur Losung eines be-
stimmten Problems im mittleren Fall viel schneller als im schlechtesten
Fall 1duft. Diese Algorithmen sind auch as “Sherwood”-Algorithmen
genannt werden sollen.

2. Algorithmen zweiter Art (Monte-Carlo-Algorithmen)

e Gleich wie Algorithmen erster Art (nicht definit)
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e Zusitzlich: Ausgabe ist korrekt mit einer Wahrscheinlichkeit von
(1 —€), wobei € sehr klein ist (nicht eindeutig).

Der Algorithmus liefert immer eine Antwort, wobei die Antwort nicht
unbedingt richtig ist. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal eine Antwort
richtig ist, ist proportional zu der dem Algorithmus zur Verfiigung ste-
henden Zeit (e — 0, falls t — 00). Das Problem bei solchen Algorith-
men liegt darin, dafl im allgemeinen schwer zu entscheiden ist, ob die
Antwort korrekt ist.

3. Algorithmen dritter Art (Las-Vegas-Algorithmen)

e Gleich wie Algorithmen erster Art (nicht definit)

e Eine Folge von zufilligen Wahlen kann unendlich sein (mit einer
Wabhrscheinlichkeit € — 0) (nicht endlich).

Diese Algorithmen liefern nie eine unkorrekte Antwort, jedoch besteht
die Moglichkeit, daf} sie iiberhaupt keine Antwort finden kénnen. Es sei
bemerkt, daf} die erwartete Berechnungszeit dennoch endlich ist.

Im folgenden geben wir einige Beispiele von probabilistischen Algorith-
men.

6.2 Macao Algorithmen

6.2.1 Allgemeine Kommentare

Sei A ein deterministischer Algorithmus und sei t4(X) die bendtigte Zeit zur
Losung irgendeiner Instanz X. Fiir jede ganze Zahl n sei X, die Menge von
Instanzen der Gréfle n. Wenn man annimmt, dafl jede Instanz einer gege-
benen Grofle gleich wahrscheinlich ist, ist die vom Algorithmus zur Losung
einer Instanz der Grofle n benotigte mittlere Zeit:

s = Zees o)

Dies schliefit jedoch die Moglichkeit nicht aus, daf} eine Instanz = der Grofle n
existiert, sodal t4(z) >> t4(n) gilt. Wir mochten versuchen, einen probabi-
listischen Algorithmus zu entwerfen, sodaf} gilt tg(z) ~ t4(n) + s(n) fiir jede
Instanz der GroBe n, wobei s(n) die zusitzlich zum Erreichen dieser Einheit-
lichkeit bendtigten Kosten darstellt. Es sei angemerkt, dafl es moglich ist,
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dal Algorithmus B wegen der vom Algorithmus ausgefiihrten probabilisti-
schen Wahlen (jedoch nicht wegen der selektierten Instanz) gelegentlich fiir
eine Instanz der Groe n mehr Zeit als t4(n) 4 s(n) benétigt. Folglich gibt es
keine Instanzen im schlechtesten Fall mehr sondern nur noch Ausfiihrungen
im schlechtesten Fall. Wir definieren die mittlere erwartete Zeit ¢g(n) durch:

iy = Zes o)

Es ist leicht erkennbar, dal t5(n) = t4(n) + s(n) gilt. Ist s(n) vernachlissig-
bar, so ist der Zuwachs in der mittleren Berechnungszeit klein. Dies ist eine

Bedingung, die man beachten muf}, wenn man solche Algorithmen anwenden
will.

6.2.2 Nihestes-Paar-Algorithmus

e Problem: 71, ...., 7, seien n Punkte im k-dimensionalen Raum R*. Wir
mochten das nidheste Paar (oder ein davon) z;, z; finden, sodaf§ gilt

d(z;,z;) = min d(zp,z,) 1<p<qg<n,

wobei d die gewdhnliche Abstandsfunktion aus R* bezeichnet.

e “Brutale Gewalt”-Methode: Man wertet alle n(n2_1) relevanten, gegen-
seitigen Abstdnde aus und ermittelt daraus den minimalen Abstand.
Dieser Algorithmus ist daher von der Ordnung O(n?).

e Deterministische Algorithmen sind von Ordnung O(n-log(n)). Die Idee
besteht darin, da§ man Hiillen der Punkte S = {z1,.....,z,} beriick-
sichtigt und das ndheste Paar innerhalb dieser Hiillen sucht.

e Die Schliisselidee von Rabin besteht darin, dal man eine Teilmenge
von Punkten zuféllig auswihlt. Er entwarf einen Algorithmus der Ord-
nung O(n) mit einer sehr giinstigen Konstante. Die Hauptschritte des
Algorithmus lassen sich fiir S C R? (Die Erweiterung auf R* ist klar)
folgendermaflen beschreiben:

1. Wahle zufillig S; = {z;,, .....,x;, },m = ns. Dies erfolgt dadurch,
daB8 man die Indizes iy, ....., 4, aus {1, .....,n} auswihlt, wobei m
die Kardinalitit von S; und m = ¢(S;) ist.
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2. Berechne 6(S1) = min(z,, z,) fir z,,z, € S;. Dies kann in einer
Zeit von O(n) ausgefiihrt werden: Wir iterieren einmal den glei-
chen Algorithmus fiir S7, indem man S, C S; mit ¢(S;) = m3 =
ns zufillig auswihlt. Um 6(S,) zu finden, beriicksichtigen wir ein-
fach alle Paare z,,z, € Ss. Die Anzahl solcher Paare ist kleiner
als (n9)% < n, sodaB die erwartete Berechnungszeit fiir §(S;) nun
O(n) wird.

3. Konstruiere einen quadratischen Verband I' mit Netzgrofie (mesh
size)d = 6(S1) und beriicksichtige die vier Verbinde I'y, ..., I'y; leite
aus [' ab durch Verdoppelung der Netzgrofe auf 26.

S
—

y

Lemma: Gilt §(S) < 4, wobei 0 die Netzgrofie von I ist, so existiert
ein Verbandpunkt y aus I', sodafl das ndheste Paar im Quadrupel
von Quadraten aus I' direkt {iber und rechts von y liegt.

Dieses Lemma garantiert, dal das néheste Paar z;,z; aus S in-
nerhalb eines gleichen Quadrats aus I'; liegt, 1 <7 < 4.

4. Finde fiir jedes I'; die Dekomposition
S=Siu..uSP1<i<y,

wobei SJ(-i) die nicht leere Durchschnittmenge von S mit einem
Quadrat aus I'; ist; folglich gilt £; < 4. Im allgemeinen ist es nicht
einfach, diese Dekomposition zu finden. Der Algorithmus arbeitet
anders als auf Hashing-Techniken basierende Algorithmen. Man
bezeichnet das Maf} einer Dekomposition mit N (D)

Ny =3 =D (s



o8 KAPITEL 6. PROBABILISTISCHE ALGORITHMEN

Das Ziel ist nun, einen Verband zu finden, fiir den N(I') = O(n)
gilt. Hierzu beweist man, daf§ der erwartete Wert von N (T';) klei-
ner als ¢n (d.h. O(n)) ist, wobei ¢’ eine Konstante ist. Dieser
Beweis erfordert Ergebnisse anderer Beweise, die hier nicht be-
handelt werden.

5. Fiir jedes zp,z, € SJ(-i) berechne d(z,,z,). Das niheste Paar ist
unter diesen Paaren zu finden, sodaf gilt

5(S) = min d(zp,70);  Tpw €SP, 1<i<41<5<4

Die Anzahl der Abstéinde wird in O(n) berechnet und diese ist
auch die Anzahl der bendétigten Vergleiche zur Berechnung des
Minimums.

Literaturhinweise:

1. Deterministic Algorithm : Yuval, “Finding Nearest Neighbours” | In-
formation Processing Letters, 1976.

2. Probabilistic Algorithm : Rabin, in “Algorithms and Complezity, Re-
cent Results and New Directions”, J.F. Traub (Editor), Academic Press,
1976, pp. 21 — 40.

6.3 Monte Carlo Algorithmen

Primzahltest

Es ist ein Problem von theoretischem Interesse in der Zahlentheorie und von
praktischem Interesse in Dominen wie der Kryptologie, zu testen, ob eine
Zahl prim ist oder nicht. Dieses Problem ist viel einfacher als das Fakto-
risierungsproblem von ganzen Zahlen in ihre Primfaktoren. Es gibt keinen
deterministischen Algorithmus, der dieses Problem in einer vertretbaren Zeit
16st, wenn die Lénge der zu testenden Zahl gréfler als einige hundert Dezi-
malstellen ist.

Zur Zeit ist es moglich, Zahlen bis zu 700 Ziffern mit Hilfe des verteilten
Programmierens (10 SUN Workstations, Berechnungszeit: Eine Woche) fest-
zustellen, ob sie prim sind. Mit Hilfe von besseren Methoden (der Primtest
von Atkin) wurde ein Weltrekord erzielt, um zu zeigen, daf§ (23°3°+1)/3 prim
ist. Diese Zahl hat 1065 Ziffern. Dafiir ben6tigt man 12 SUN Workstations
und eine Berechnungszeit von anderthalb Monaten.
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Rabin entwarf als einer der ersten Wissenschaftler einen sehr einfachen und
effizienten probabilistischen Algorithmus fiir dieses Problem. (Journal of Num-
ber Theory, vol 12, s. 123 — 138, 1980).

Der Algorithmus stellt fest, ob eine Zahl n prim ist. In diesem Algorithmus
werden m Zahlen 1 < bq,.....;b,, < n zufillig ausgewdhlt. Falls fiir eine
gegebene Zahl n und irgendein € > 0 logs(t) < m gilt, dann wird der
Algorithmus die korrekte Antwort mit einer Wahrscheinlichkeit grofer als
(1 — ¢) liefern.

Die Grundidee 1d8t sich folgendermafien erkldren: Sei W, (b) die folgende
Bedingung fiir eine ganze Zahl b:

(i) 1<b<n
(i) (a) b" ' £ 1 mod n, oder
(b) 3, 50 daB 2¢ | (n — 1) und 1 < ggT (b5~ — 1,n) < n gilt.

[Wir bezeichnen: (n — 1)/2¢ = m]

Eine ganze Zahl b, die diese Bedingung erfiillt, wird Zeuge (witness) fiir die
Teilbarkeit von n genannt. Wenn (ii-a) gilt, dann ist der Fermatsche Satz
verletzt. (ii-b) bedeutet, da8 n einen echten Teiler hat. Folglich: Wenn W, (b)
gilt, ist n teilbar, d.h. n ist keine Primzahl. Es stellt sich heraus, daf es
aufgrund des folgenden Theorems viele Zeugen gibt, wenn n teilbar ist.

Theorem: Wenn n > 4 teilbar ist, dann gilt

w <c({b|1<b<n,Wy(b)gilt)),

wobei ¢(S) die Anzahl der Elemente der Menge S ist (Kardinalitét).
Da b < n, bedeutet dieses Theorem, daf nicht mehr als 1 der Zahlen
1 < b < n keine Zeugen sind (Bemerkung: % scheint ein optimaler Fak-
tor zu sein). Die Idee von Rabin liegt darin, daf8 eine probabilistische
Methode den Test beschleunigen wiirde, da viele Zeugen fiir Teilbar-
keiten existieren.

Der Algorithmus 148t sich fortsetzen, indem man m Zahlen 1 < bq,....,b,, < n
zufillig auswéhlt und fiir jedes b; testet, ob W, (b;) gilt. Aufgrund des obigen
Theorems ist die Wahrscheinlichkeit fiir eine falsche Antwort kleiner als 4%”.
Da die Moglichkeit besteht, eine falsche Antwort zu bekommen, ist es nicht
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moglich festzustellen, ob der Algorithmus Primzahlen entdeckt. Man sagt
auch, daf} der Algorithmus “strenge Pseudo-Primzahlen” identifiziert. In der
Praxis kann m = 5 gewihlt werden. Der Algorithmus zum Testen, ob W, (b)
gilt, ist einfach:

Eingabe: n, ungerade ganze Zahl > 1

Ausgabe: b = %1, falls entschieden ist, dafi n prim ist
b = 0, falls entschieden ist, dafi n teilbar ist

Schritt 1: Wihle zufillig ¢ aus: 1 <a <n

Schritt 2:  Faktorisiere (n — 1) zu 2'm
n — 1= 2'm, m ungerade

Schritt 3:  (Teste) b=a" mod n, i =1
whileb# —1land b# 1 and 7 <
do{b=0bmoda,i=1i+1}

Schritt 4:  (Entscheide) if b =1 or b = —1 then n prime

else n composite (b = 0).

Dieser Algorithmus benétigt m(2 + [)loge(n) Schritte. Daher ist er sehr effi-
zient, obwohl er sehr einfach ist. Die Beweise werden nicht ausgefiihrt , sind
jedoch nicht schwierig. Sie basieren auf sehr einfachen Ergebnissen aus der
Zahlentheorie. Vollsténdigkeitshalber kann man erwiahnen, daf} einer der be-
kanntesten Algorithmen zum Testen, ob eine Zahl prim ist, aus einige tausend
Zeilen (Pascal-Programm) und aus hoherem, nichttrivialen mathematischen
Wissen besteht (selbstverstandlich aufierhalb des Rahmens dieser Vorlesung).

6.4 Las Vegas Algorithmen

Wir betrachten wieder ein Beispiel nach Rabin (SIAM J. Computing, vol. 9,
S. 273, 1980). In Wirklichkeit gibt Rabin Algorithmen zur Berechnung der
Nullstellen und zur Faktorisierung von Polynomen, die {iber endlichen Kérper
GF(p") definiert sind, wobei p eine Primzahl und n eine ganze Zahl ist. (GF
bedeutet Galois-Kérper; GF'(p) wird oft als Z, geschrieben). Diese Probleme
sind sehr wichtig in der Computer Algebra und in der Kodierungstheorie. Sie
werden in der Vorlesung Computer Algebra ausfiihrlich behandelt. Wir be-
schrinken uns auf das Problem des Auffindens von irreduziblen Polynomen
in endlichen Korpern. Das Prinzip des Algorithmus ist einfach.

Algorithmus Irreduzibles Polynom
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Eingabe: Primzahl p und ganze Zahl n

repeat 1. Generiere ein zufilliges Polynom g € GF(p)[z] der Ordnung n
2. Teste die Irreduzibilitdt

until test is true

Dieser Algorithmus kénnte nicht terminieren (d.h. er ist nicht endlich), da un-
endlich viele Folgen von zufilligen Polynomen iiber GF(p) existieren, die alle
reduzibel sind. Die Wahrscheinlichkeit geht jedoch mit wachsender Anzahl
von Versuchen gegen 0. Die maximale Zeit konnte ¢,,,, = 00 sein. In Wirk-
lichkeit beweist man, dafl die mittlere zu erwartende Zeit ¢ = O(nlog(p))
ist. Der Test auf Irreduzibilitit basiert auf dem folgenden Theorem:

Theorem: Seien [y, ....,l; alle Primteiler von n. Bezeichne 7 = m;. Ein
Polynom ¢(z) € GF(p)[x] vom Grad n ist irreduzibel in GF(p) g.d.,
w.

(a) g(z) | (2" — )
(b) g9T(g(z), 2" —z) =1, 1<i<k

Beweis : Angenommen g¢(z) ist irreduzibel iiber GF(p), dann liegt jede
Nullstelle & von g(x) = 0 in GF(p"). Daraus folgt, daf§ (o®" — a) = 0
gilt und (z — «) teilt 27" — z. Da g(x) keine vielfache Nullstellen hat,
folgt (a).

Da g(x) irreduzibel und vom Grad n ist, hat es keine Nullstellen im
Korper GF(p™) m < n. Dies impliziert direkt (b).

Angenommen es gelten (a) und (b). Aus (a) folgt, da8 alle Nullstellen
von g(z) = 0 aus E = GF(p") sind. Angenommen g hat einen irredu-
ziblen Faktor ¢; (z) vom Grad m < n. Die Nullstellen von g; () liegen in
GF(p™). Dieser Korper wird iiber GF(p) durch Adjunktion irgendeiner
dieser Nullstellen erzeugt. Folglich gilt GF(p™) C E und m | n. Ferner
gilt m | m; fiir einen der maximalen Teiler m; von n und alle Nullstellen
von g;(z) liegen in GF(p™). Dann ist ggT(g(x),2P"* — x) durch g, (z)
teilbar. Ein Widerspruch zu (b). Daher muf§ g(x) irreduzibel sein. O

In der Praxis wird der zweite Schritt des Algorithmus in zwei Teile zerlegt:

(2.1) Falls g(z) | (z*" — z), dann ist Test1 erfolgreich

(2.2) Falls g¢gT (g(z),z?"™" — z) = 1 fiir alle m;, dann ist Test2 erfolgreich.



Kapitel 7

Vorbestimmung und
Vorberechnung

e Falls wir Instanzen des gleichen Problems zu 16sen haben, ist es manch-
mal sinnvoll, Zeit zur Berechnung von Hilfsergebnissen zu investieren.
Sie konnen danach benutzt werden, um die Losung jeder Instanz zu
beschleunigen. Dies nennt man Vorbestimmung *.

e Auch wenn es nur eine zu 16sende Instanz gibt, kann eine Vorberechnung
2 von Hilfstabellen (oder Ergebnissen) zu einem effizienteren Algorith-
mus fiihren.

7.1 Vorbestimmung

7.1.1 Einfiihrung

Sei I eine Menge von Instanzen eines gegebenen Problems. Angenommen jede
Instanz ¢ € I kann in zwei Komponenten 57 € J und k£ € K aufgeteilt werden,
d.h. I C J x K. Ein “Vorbestimmungsalgorithmus” fiir dieses Problem ist
ein Algorithmus A, der irgendein Element j aus J als Eingabe akzeptiert
und einen neuen Algorithmus B; als Ausgabe liefert. Der Algorithmus B;
muf} folgende Bedingung erfiillen: Wenn £ € K und < j,k >€ I gilt, dann
liefert die Anwendung von B; auf k die Losung zu der Instanz < j,k > des
Originalproblems.

Lpreconditioning
2precomputation

62
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Beispiel: Sei J eine Menge von Grammatiken fiir eine Familie von Program-
miersprachen. J kann zum Beispiel eine Menge von Grammatiken in Backus-
Naur-Form fiir Sprachen wie Algol, Pascal, Simula,.... sein. Sei K eine Menge
von Programmen. Das allgemeine Problem ist nun die Feststellung, daf} ein
gegebenes Problem beziiglich einer gegebenen Sprache syntaktisch korrekt
ist. In diesem Fall ist I die Menge von Instanzen des Typs

“Ist k € K ein giiltiges Programm in der Sprache, die durch die Grammatik
j € J definiert ist 77

Ein moglicher Vorbestimmungsalgorithmus fiir dieses Beispiel ist ein Compiler-
Generator: Angewendet auf die Grammatik j € J, generiert er einen Com-
piler B; fiir die entsprechende Sprache. Danach, um festzustellen, ob £ € K
ein Programm in der Sprache j ist, wenden wir einfach den Compiler B; auf
k an.

Es seien a(j) = bendtigte Zeit, um B, fiir ein gegebenes j zu produzieren,
b;j(k) = benotigte Zeit, um B, auf k anzuwenden,
t(j, k) = benétigte Zeit, um < j, k > direkt zu lGsen.

Normalerweise gilt b;(k) < t(j, k) < a(j) + b;(k). Es ist Zeitverschwendung,
Vorbestimmung zu benutzen, wenn b;(k) > t(j, k) gilt. Andererseits besteht
eine Moglichkeit zur Losung von < 7,k > darin, dafl man B; von j produziert
und B; auf k anwendet.

Vorbestimmung kann in zwei Situationen sinnvoll sein

(a) Man muf irgendeine Instanz i € I sehr schnell 16sen, um eine schnel-
le Antwort in Echtzeitanwendungen zu erhalten. In diesem Fall ist es
manchmal unpraktikabel, die #1 Losungen zu allen relevanten Instan-
zen im voraus zu berechnen und zu speichern. Auf der anderen Seite
kénnte es moglich sein, #.J vorbestimmte Algorithmen im voraus zu
berechnen und zu speichern. Zwei prototypische Beispiele sind:

(i) Einen laufenden Kern-Reaktor zu stoppen.

(ii) Die von einem Studenten verbrauchte Zeit zur Vorbereitung einer
Priifung.

(b) Wir miissen eine Reihe von Instanzen < j, k; >, < j, ks >,..., < j, k, >
mit dem gleichen j 16sen. In diesem Fall ist die zur Losung aller Instan-
zen benotigte Zeit ohne Vorbestimmung:
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und mit Vorbestimmung:

ta = a(j) + 3 b; (k)

=1

Wenn n grofl genug ist, passiert es oft, dafl ¢, viel kleiner als ¢; ist.
Beispiel: Sei J eine Menge von Schliisselwértermengen:
J = {{if, then, else, endif}, {for, to, by}, .....}

Sei K eine Menge von Schliisselwortern : K = {begin, function, .....}. Wir
miissen eine grole Anzahl von Instanzen des nachfolgenden Typs l6sen:

“Gehort das Schliisselwort k£ € K der Menge j € J an?”

Wenn wir jede Instanz direkt 16sen, erhalten wir

t(j; k) € O(n;)

im schlechtesten Fall, wobei n; die Anzahl der Elemente in der Menge j
ist. Wenn wir aber zunéchst mit dem Sortieren von j beginnen (dies ist
Vorbestimmung), dann kénnen wir nachtréglich < j, k& > mit einem bindren
Suchalgorithmus 16sen:

a(j) € O(n;log(n,)) fir das Sortieren
b;j(k) € ©(log(n,)) fiir das Suchen

Falls es viele zu 16sende Instanzen fiir das gleiche j gibt, dann ist die zweite
Technik vorzuziehen.



7.1. VORBESTIMMUNG 65

7.1.2 Vorginger in einem Wurzelaum

Sei J die Menge aller Baume und sei K die Menge von Knotenpaaren <
v,w >. Fiir ein gegebenes Paar £k =< v, w > und einen gegebenen Baum j
mochten wir feststellen, ob Knoten v der Vorgidnger vom Knoten w im Baum
j ist. (Per Definition ist jeder Knoten sein eigener Vorgénger). Enthilt der
Baum j n Knoten, so benétigt eine direkte Losung dieser Instanz eine Zeit
in Q(n) im schlechtesten Fall.

Es ist immer noch moglich, Vorbestimmung fiir den Baum in einer Zeit von
©(n) durchzufiihren, so dafi wir nachtriiglich eine bestimmte Instanz in einer
Zeit von ©(1) 16sen kénnen. Um diese Methode zu beschreiben, betrachten
wir den Baum im folgenden Bild.

12

AN N

3(D)1 4(E)3 6(F)4 8(G) 6 9(H)II
| /
s(1)2 10(3)7 1(K)8 12(L)9 13(M)10

Er enthilt 13 Knoten. Um den Baum vorzubestimmen, durchlaufen wir ihn
zunéchst in Preorder und dann in Postorder, wir numerieren die Knoten se-
quentiell, wie sie durchlaufen werden. Fiir einen Knoten v seien prenum[v|
und postnum[v] die dem Knoten wihrend der Preorder- beziehungsweise
Postorder- Durchldufe zugewiesenen Zahlen. Sie erscheinen links beziehungs-
weise rechts vom Knoten.

Es seien v und w zwei Knoten aus dem Baum. In Preorder numerieren wir
zunéchst einen Knoten und dann die Teilbdume von links nach rechts. Folg-
lich gilt

prenum[v]| < prenum|w] < v ist ein Vorgéinger von w or v ist links von w
in Baum

In Postorder numerieren wir zunichst die Teilbdume eines Knotens von links
nach rechts und dann numerieren wir den Knoten. Folglich gilt
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postnum[v] > postnum[w] < v ist ein Vorgénger von w or v ist rechts von
w im Baum

Daraus folgt, daf:

prenum|[v] < prenum|w| and postnum[v] > postnum|w] < v ist ein
Vorgénger von w.

Wenn die Werte von prenum und postnum einmal in ©(n) berechnet worden
sind, so kann die Bedingung in ©(1) gepriift werden.

7.1.3 Wiederholte Auswertung eines Polynoms

Sei J die Menge der Polynome in einer Variablen x und sei K die Menge
von Werten dieser Variable. Das Problem besteht darin, da} man ein ge-
gebenes Polynom an einer gegebenen Stelle auswertet. Einfachheitshalber
beschrinken wir uns auf ganzzahlige Koeffizienten und normierte Polynome
(der fiihrende Koeffizient ist 1 (monic)) vom Grad n = 2* — 1 fiir eine ganze
Zahl k > 1. Die Messung der Effizienz eines Algorithmus ist durch die Anzahl
der auszufiihrenden, ganzzahligen Multiplikationen gegeben.

Beispiel: p(z) = 27 — 52° + 42° — 132* + 32® — 102 + 5z — 17

Naive Methode: Berechne zuniichst die Reihe von Werten z2, 23, ..., 27, von
denen man 5z,—10z?, ... und zum Schlu p(z) berechnen kann. Diese Me-
thode bendtigt 12 Multiplikationen und 7 Additionen (wir zihlen eine Sub-
traktion als eine Addition). Sie kann leicht verbessert werden. Wenn wir p(z)
als

p(z) = ((x = b))z +4)z — 13)x + 3)x — 10)z + 5)z — 17
auswerten, brauchen wir nur 6 Multiplikationen und 7 Additionen. Noch
besser ist es, p(x) folgendermaflen auszuwerten

p(x) = (z* +2)[(z* + 3)(z — 5) + (z + 2)] + [(z° — L)z + (z + 9)]

Dabei brauchen wir nur 5 Multiplikationen (2 zur Berechnung von z? und
z*) und 9 Additionen.

(Bemerkung: Ein typisches normiertes Polynom vom Grad 7 wiirde 5 Multi-
plikationen aber 10 Additionen benétigen.)
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Wenn p(z) ein normiertes Polynom vom Grad n = 2¥ — 1 ist, driicken wir
zunichst das Polynom in der nachfolgenden Form aus:

(n+1)

p(z) = (2>

+a)g(x) + r(x)

wobei a eine Konstante, ¢(x) und r(z) normierte Polynome vom Grad (2F~1—
1) ist. Danach wenden wir die gleiche Prozedur rekursiv auf ¢(z) und r(z)
an. Schlieilich wird p(x) als Polynom der Form (z’ + c), wobei i eine Zweier-
Potenz ist, ausgedriickt.

Aus dem vorherigen Beispiel erhélt man zunéchst:

p(x) = (* + a) (2> + @2 + iz + o) + (2% + rox® + 11z + 7p)
Vergleicht man die Koeffizienten, so erhilt man: ¢o = —5,¢1 = 4,9y =
—13,a=2,r9 =0,7y = =3,179 = 9.

Folglich: p(z) = (* + 2)(2® — 522 + 42 — 13) + (2® — 3z +9)

Ahnlich: 2% — 522 + 42 — 13 = (22 + 3)(z — 5) + (z — 2)
P -3r+9= (22 -4z + (z+9)

Daraus erhélt man das im Beispiel gegebene Ergebnis.

Analyse der Methode: Sei M(k) die Anzahl der bendtigten Multiplika-
tionen zur Auswertung von p(z), wobei p(z) ein vorbestimmtes, normiertes
Polynom vom Grad n = 2% — 1 ist. Sei M (k) = M (k) — k + 1 die Anzahl der
benétigten Multiplikationen, wenn wir die Operationen zur Berechnung von

22 ..., a:(n;rl) nicht dazu zdhlen. Wir erhalten die Rekurrenzrelation:
N 0 k=1
M = ~
(k) {2M(k—1)+1 k> 9

Folglich gilt M (k) = 25~ —1 fiir k£ > 1 und daraus folgt: M (k) = 28~ +k—2.
Mit anderen Worten wir brauchen nur

{M

5 + log(n+ 1)

Multiplikationen, um ein vorbestimmtes Polynom vom Grad n = 2F — 1
auszuwerten.
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Bemerkung: Diese Methode wurde von Belaga (im “Problemi Kibernitiki”,
vol 5, pp 7 — 15, 1961) vorgeschlagen.

7.2 Vorberechnung fiir Zeichenreihe-Suchprobleme

Problem: Gegeben seien S = s155.....s, eine aus n Zeichen bestehende “Ziel-
zeichenreihe” und P = p1ps.....p,, €in aus m Zeichen bestehendes Muster. Wir
mochten wissen, ob P eine Teilzeichenreihe von S ist, und gegebenenfalls, wo
P in S vorkommt. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei n > m.

In der Analyse des Algorithmus betrachten wir die Anzahl der Vergleiche
zwischen Zeichenpaaren als ein Effizienzmaf.

Ein naiver Algorithmus ist selbstverstédndlich. Er liefert r, falls das erste Vor-
kommen von P in S in der Position 7 beginnt (r ist die kleinste ganze Zahl,
sodaB s, ;1 =pi, i =1,2,3,....,mgilt), und 0, falls P keine Teilzeichenreihe
von S ist.

for i < 0 ton —m do

ok < true

7«1

while ok and j < m do

if p[j] # s[i + j] then ok <« false
else j «— j+1
if ok then return 7 + 1
return 0

Jede Position in S wird gepriift. Im schlechtesten Fall macht der Algorithmus
m Vergleiche bei jeder Position. Die Gesamtzahl von Vergleichen ist daher in
Q(m(n —m)) und in Q(mn), falls n viel grofer als m ist. Tatséchlich ist eine
bessere Ausfiihrung moglich, indem man verschiedene Methoden anwendet.

1. Signaturen

Angenommen S kann in einer natiirlichen Weise in Teilzeichenreihen zerlegt
werden: S = 5155.....5,, und falls P in S vorkommt, mufl P vollkommen in
einer der Teilzeichenreihen vorkommen. (Zum Beispiel: S; sind die Zeilen in
einer Textdatei und man sucht die Zeilen, die P enthalten.)

Die Grundidee besteht darin, dafl man eine Boolesche Funktion T'(P, S;) be-
nutzt, die sehr schnell berechnet werden kann, um einen vorldufigen Test
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durchzufiihren. Falls T'(P, S;) falsch ist, dann gilt P ¢ S;, sonst ist es méglich,
daf} P eine Teilzeichenreihe von S; sein konnte. Dies mufl gepriift werden, in-
dem man zum Beispiel den naiven Algorithmus anwendet.

Mit Signaturen findet man ein einfaches Verfahren, um einen solchen Algo-
rithmus zu implementieren. Angenommen das verwendete Zeichenvorrat fiir
die Zeichenreihen S und P ist {a,b,c,....,y, z, other}, wobei “other” allen
moglichen nicht-alphabetischen Zeichen entspricht. Angenommen wir arbei-
ten auf einem 32-Bit Rechner. Eine mogliche Definition einer Signatur ist:

Def.:

(i) Definiere val(“a”) = 0, val(“b”) = 1, ..., val(“z”) = 25, val(“other”) =
26

(ii) Falls ¢; und ¢y Zeichen sind, definiere:
B(ci, o) = (27val(cr) + val(cz)) mod 32

(iii) Definiere die Signatur sig(C') einer Zeichenreihe C' = ¢;cs.....c, als ein
32-Bit-Wort, wobei die Bits mit den Nummern B(cy, ¢2), B(co, ¢3), ..., B(¢y 1, ¢r)
auf 1 und sonst auf 0 gesetzt sind.

Beispiel: C' = “computers”.

B(“¢”,“0”) = (27 x 24 14) mod 32 = 4
B(0”,“m”) = (27 x 14 + 12) mod 32 =6 ...
B(“r”,%”) = (27 x 17+ 18) mod 32 = 29

Wenn die Bit des Wortes von links nach rechts mit 0 bis 31 numeriert werden,
ist die Signatur dieser Zeichenreihe :

0000 1110 0100 0001 0001 0000 0000 0100

Nur 7 Bit sind auf 1 gesetzt, da B(“e”,“r”) = B(“r”,“s”) = 29 ist.

Wir berechnen die Signatur fiir jedes S; und fiir das Muster P. Wenn S; das
Muster P enthélt, sind alle Bit, die in der Signatur von P auf 1 gesetzt sind,
auch in der Signatur S; auf 1 gesetzt. Dies gibt uns die Funktion T'(P, S;),
die wir brauchen:

T(P,S;) = [(Sig(P) and Sig(S;)) = Sig(P)]
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“and” entspricht der bitweisen Konjunktion von zwei ganzen Wortern. 7°
kann sehr schnell berechnet werden, wenn alle Signaturen bereits berechnet
worden sind. Dies ist ein anderes Beispiel sowohl von Vorbestimmung als auch
von Vorberechnung. Die Berechnung von Signaturen fiir S benétigt eine Zeit
in O(n). Fiir jedes gegebene Muster P, brauchen wir eine zusétzliche Zeit in
O(m), um die entsprechende Signatur zu berechnen. Aber von da an hoffen
wir, daf der vorldufige Test die Suche fiir P beschleunigen wird.

2. Der Knuth-Morris-Pratt-Algorithmus

Wir geben nur eine informelle Beschreibung des KMP-Algorithmus, der die
Vorkommen von P in S in einer Zeit in O(n) bestimmt. Die Einzelheiten
findet man in (KMP, SIAM J. on Computing, Vol. 6, S. 240 — 267, 1977).
Der Algorithmus wird anhand eines Beispiels beschrieben.

Beispiel:

Um P in S zu finden, lassen wir P unter S von links nach rechts schieben
und priifen die iibereinander stehenden Zeichen. Anfangs erhalten wir

1 S a becbabdbcabocecaabocabocadbecac
P b ¢caboc acald

— 2 <

Wir priifen die Zeichen von P von links nach rechts. Die Pfeile zeigen die
ausgefiihrten Vergleiche, bevor wir ein Zeichen, das nicht iibereinstimmt, fin-
den. In diesem Fall gibt es einen Vergleich. Nach diesem Fehler versuchen
wir

a bec abcaabcabocalbcac
b ¢c a c abd

BvELY»!
— 2 2
— o~ o
- o o

— O O

Dieses Mal stimmen die ersten 3 Zeichen mit den dariiber stehenden Zeichen
iiberein, jedoch nicht das vierte Zeichen. Was wir bisher gemacht haben, ist
nichts andere als der naive Algorithmus. Jedoch wissen wir, daf} die letzten 4
gepriiften Zeichen in S abcx sind, wobei x # “a” ist. Ohne weitere Vergleiche
mit S durchzufiihren, kénnen wir schliessen, dafl es sinnlos ist, P um eine,
zweil oder drei Zeichen zu schieben: ein solches Argument kann nicht richtig
sein. Nun versuchen wir P um 4 Zeichen zu schieben:

a

b

Cc
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3 S babdbecd abcabdbcac

~
-8 8

b
b
T

— 0O 0
— 2
— o o
— O 0
— 2
— O

Verfolgt man diesen Mismatch, so wissen wir, dafl die 8 untersuchten Zeichen
in S abcabcax sind, wobei x # “c” ist. Es kann nicht richtig sein, wenn man
P um eine oder zwei Stellen verschiebt. Es funktioniert jedoch, wenn man P
um 3 Stellen verschiebt.

4 S babcbdbaldec a b c ac

b
P b

o o
[ RS
Q o

a cC a
a cC a

— <
S O

Es ist unnétig, die ersten 4 Zeichen von P nochmals zu priifen: Um sicher zu
sein, wiahlen wir die Bewegung von P so, daf} die Zeichen notwendigerweise
iibereinstimmen. Es geniigt damit zu beginnen, dafl man an der jetzigen
Position des Zeigers priift. Wir haben wieder einen Mismatch. Dieses Mal
kann man P um 4 Stellen verschieben. (Eine 3-Stellen-Verschiebung geniigt
nicht: wir wissen, dafl die letzten gepriiften Zeichen in S ax sind, wobei z
ungleich “b” ist)

5 S babcbabecaldbca
P

— 2 8
— o o
— O O
— 2 8
— o o
— O O
— 2 8
— O o
2 0
S

a

Wir haben wieder einen Mismatch und dieses Mal ist eine 3-Stellen-Verschiebung

notwendig

6 S babcbabcabcaabecalbececa
a b c a

b
P b
T

— O O
— 2
— O O

Wir vervollsténdigen die Verifikation, indem wir an der Stelle des Zeigers
beginnen. Die Ubereinstimmung ist nun vollstindig.

Um den in diesem Beispiel geschilderten Algorithmus zu implementieren,
brauchen wir eine Reihung next[1..m], die uns informiert, was zu tun ist, wenn

— 2 Q

—_

b

Cc

Cc
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ein Mismatch an der Position j in dem Muster vorkommt. Falls next[j] = 0
gilt, ist es sinnlos, weitere Zeichen des Musters mit der Zielzeichenreihe an
der jetzigen Position zu vergleichen. Hierzu miissen wir P unter das erste
Zeichen von S, das noch nicht beriicksichtigt worden ist, schieben; und wir
beginnen wieder am Anfang von P zu priifen. Wenn next[j] = ¢ > 0 gilt,
sollen wir das i-te Zeichen von P auf das jetzige Zeichen von S richten und
wieder an dieser Position priifen. In beiden Féllen verschieben wir P um
(j—next[j]) Zeichen nach rechts beziiglich S.

Aus dem vorherigen Beispiel haben wir:

j 1 2 4 5 7 8 9 10
plJ] a b ¢ a b a ¢ a
mextj] 0 1 1 0 1 1 0 5 0 1

next[j] ist leicht aus dem vorherigen Beispiel zu berechnen. Betrachten wir
folgende zwei Fille:

(i) 7 =5 (Bild 4), p[j] = b, wie der Pfeil zeigt. Bei der néchsten Bewegung
beginnt der Vergleich mit dem ersten linken Zeichen von P (linker Pfeil
im Bild 5). Folglich gilt next[5] =1

(ii) Im Bild 5 ist der rechte Pfeil unter dem achten Zeichen. Folglich gilt
j = 8,p[j] = c. Die néchste Bewegung beginnt mit einem Vergleich des
fiinften Zeichens von P (linker Pfeil im Bild 6). Folglich gilt nezt[j] = 5.

Wenn man diese Reihung einmal berechnet hat, sieht der Algorithmus zum
Auffinden von P in S folgendermaflen aus:

Algorithmus KMP

g k<1

while 7 <m and k£ < n do
while j > 0 and s[k] # p[j] do

J <—next[j]

k+—k+1
j—j+1

if j > m then return £ —m
else return 0
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Dieser Algorithmus liefert entweder die Position des ersten Vorkommens von
P in S oder 0, falls P keine Teilzeichenreihe von S ist.

Analyse: Nach jedem Vergleich von 2 Zeichen bewegen wir entweder den
Zeiger (Pfeil im Beispiel oder k£ im Algorithmus) oder das Muster P. Beide
konnen hochstens n mal bewegt werden. Die Laufzeit fiir den Algorithmus
ist daher in O(n). Vorberechnung von next[j] kann in O(m) durchgefiihrt
werden und ist vernachlassigbar, da n >> m ist. Daher ist die gesamte Zeit
in O(n).

Bem.: Dies ist Vorberechnung fiir alle moglichen Félle, die man betrachten
kann. Zusétzlich ist dies auch Vorbestimmung, wenn das gleiche Muster in
mehreren verschiedenen Zielzeichenreihen gesucht wird.

3. Der Boyer-Moore-Algorithmus

Literatur: BM, Communication ACM, vol. 20, 762 — 772 (1977). Der BM-
Algorithmus findet die Vorkommen von P in S in O(n) im schlechtesten
Fall. Im Gegensatz zu dem KMP-Algorithmus, der mindestens n Vergleiche
braucht, braucht BM weniger als n Vergleiche. Daher ist BM effizienter, wenn
m (Anzahl der Zeichen in P) wichst. Im besten Fall ist BM in O(m + 2).

Wie fiir KMP schieben wir P unter S von links nach rechts. Dieses Mal
werden jedoch die Zeichen von P von rechts nach links nach jeder Bewegung
des Musters P gepriift. Wir benutzen zwei Regeln, um zu entscheiden, wie
weit wir P nach einem Mismatch bewegen sollen.

(i) Wenn es nach der Bewegung von P einen Mismatch gibt: Sei ¢ das iiber
p|m| stehende Zeichen, dann gilt ¢ # p[m/|. Falls ¢ anderswo im Muster
vorkommt, verschieben wir P so, dafl das letzte Vorkommen von ¢ in
P mit dem c in S auf der gleichen Stelle steht. Erscheint ¢ nicht in P,
konnen wir so anordnen, dafl P unmittelbar nach dem Vorkommen von
c in S angeordnet wird.

(ii) Wenn eine Anzahl von Zeichen am Ende von P mit den Zeichen in S
tibereinstimmen, dann (wie in KMP) benutzen wir dieses Teilwissen von
S, um P in eine neue Position, die mit dieser Information kompatibel
ist, zu schieben.

Beispiel: S = “This is a delicate topic”; P = “cat”

1 S T hi s is a delicate t op
P ¢ a 't

/I\



74 KAPITEL 7. VORBESTIMMUNG UND VORBERECHNUNG

Da “i” nicht in P vorkommt, schieben wir P zu der rechten Seite des Pfeils

S 1 s a del icate topaiic
P c a t
T

Die gleiche Situation wie im Schritt 1

3 S T h i s 1 s a del i cate topic
P c a t
T

4 S T h i s i s a d el 1 cate topic
P c at
T
Es gibt einen Mismatch und “” kommt in P nicht vor. Nach einem weiteren
Mismatch (Schritt 5) erhalten wir:
6 S T his 4+s a del icate topic
P c at
T
Ordnen wir beide a an, so bekommen wir die Losung
7 S T his 4+ s a delicate topic
P c at
T 1

Wir haben 9 Vergleiche gemacht. n = 24, m = 3. Trotzdem ist dies besser als
m+ - =3+8=1L

Ubung: Man zeige, da KMP fiir das gegebene Beispiel mehr als 9 Vergleiche
bendotigt.
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Um den Algorithmus zu implementieren, braucht man zwei Reihungen d;[{ Zeichenmenge}]
und dy[1..m — 1], um Regel (i) beziehungsweise (ii) zu implementieren.

d; ist einfach zu berechnen. Fiir jedes Zeichen c:

di[c] « if ¢ in p[l..m] nicht auftritt then m
else m—max{i | p[i] = c}.

Dies ist der Abstand, um P nach der Regel (i) zu bewegen, wenn wir einen
direkten Mismatch haben.

Es ist komplizierter, dy zu berechnen. Die Interpretation 148t sich folgender-
maflen erkliren: Nach einem Mismatch an der Position ¢ des Musters beginnt
man an der Position m von P dy[i] weitere Zeichen von S wieder zu priifen.
Statt eines Algorithmus zur Berechnung von ds geben wir nun Beispiele:

Beispiel: P = “assesses”

(1) Angenommen wir haben einen Mismatch in der Position p[7].

S T2 x0T
P a S s e s s e §

$7A “ell
[ 4PN/

Wir kénnen das “s” in p[6] und s aus S an der gleichen Stelle anordnen.

S 7?2?72 s 2?77
P a S s e s s e s

T # “ell
Wir beginnen wieder am Ende von P zu priifen. Es sind 3 Zeichen mehr
aus S als beim vorherigen Vergleich. Folglich gilt dy[7] = 3

(2) Angenommen wir haben in der Position p[6] einen Mismatch. Daher:

S 7?2?7772 xe s T 77
P a S S e 8 s e 8

Tt
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T # “8"

Da z # “s" ist, konnen wir “e” in p[4] und “s” in p[5] mit “e” und “s”
aus S nicht an der gleichen Stelle anordnen. Wir miissen P so anordnen,
dafl P unter den Zeichen aus S, die noch nicht beriicksichtigt sind, steht.

S TP ?T x e s TN
P a s s e s s e s

Wir beginnen wieder am Ende von P zu priifen. Es sind 10 Zeichen
mehr aus S als beim vorherige Vergleich. Folglich gilt dy[6] = 10.

(3) Angenommen der Mismatch ist in der Position p[4]:

S 777 O Y S G S S S
s

P a s

— ® 8
— » O
— » »
— o O
— » »

T # L(ell

Es ist moglich, P um 3 Stellen zu verschieben.

S 7?77?72 12 s s e s ?T?T?T?T?T?TT?
P a S S e S8 s e S8

T # L(ell
Wir beginnen am Ende von P zu priifen, 7 Zeichen an der rechten Seite
des vorherigen Vergleichs. Folglich gilt dy[4] = 7.

Aus diesem Beispiel erhalten wir:

1 2 3 45 6 7
pli] a s s e s s e
dofi] 15 14 13 7 11 10 3

8
s

Damit erhalten wir: d;[“s"] = 0,d;[“€"] = 1, d1[“a"] = 7 und d;[“any other character"] =
8.

Der Algorithmus:
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Algorithmus BM
Jk+—m
while k¥ <n and j > 0 do
while j > 0 and s[k] = p[j] do

k+—k—1
J<7—1
if 7 # 0 then

if j = m then k < k + d;[s[k]]
else k < k + dy[j]
j—m
if j = 0 then return £ + 1
else return 0

Eine direkte Verbesserung ist moglich, wenn man daran denkt, dafl dieser
Algorithmus nicht priift, ob das Zeichen aus S, wo ein Mismatch entdeckt
wird, in P auftritt. Dies kann leicht dadurch korrigiert werden, dafl man
do[m] = 1,d;[p[m]] = 0 definiert und die drei Zeilen

if j = m then k < k + d;[s[k]]
else k «+ k + do[j]
Jj<m

durch

]? <+ k+ max(d;[s[k]], da[4])
J<m

ersetzt.

Dies ist die richtige Form des BM-Algorithmus.

Schlufibemerkung:
Es ist auch mdoglich, einen probabilistischen Algorithmus fiir das Suchen in
Zeichenreihen zu entwerfen.



