Pradikatenlogik: Normalformen

* Ausgangspunkt: Aquivalenz von Formeln

* Aquivalenz in der Pradikatenlogik
» Ubertragung aussagenlogischer Aquivalenzen
e Formeln mit Quantoren: Aquivalenzen in der Pradikatenlogik

* Umbenennung von Variablen: Substitution

* Normalformen in der Pradikatenlogik
*  Pranexform
» Skolemisierung
e Aquivalenz vs. Erfullbarkeitséquivalenz
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Aussagenlogische Aquivalenz —> pradikatenlogische Aquivalenz

Satz

Gegeben seien zwei aquivalente aussagenlogische Formeln F und G. Wenn jedes
Vorkommen einer Teilformel Ain F und in G durch die gleiche pradikatenlogische
Formel H substituiert wird, ergibt dies &quivalente Formeln der Pradikatenlogik.

Beispiel
s F=-(AAB) G= (WA v -B)
sub &) =P (x) sub @) =Q (y)
(P X)AQ(Y) = (=P (x)v =Q (y)

sub A) =3x P (x) sub B) =Vy Q (y)
“(FAxPX) A VYyQ (¥)=(IxP X)) v aVyQ(y)

[] Die Aquivalenzen der Aussagenlogik gelten auch in der Pradikatenlogik.

[]  Zusatzliche pradikatenlogische Aquivalenzen betreffen die semantischen Beziehungen

zwischen Formeln mit Quantifikation.
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Aquivalenz

Definition
e Zwei FormelnF undG heisseraiquivalentfallsF = G undG k F.
« Dies wird alsF = G geschrieben.

Satz
F =G GDW.
Fiir alle zu F und G passenden Strukturen A gilt: A (F) = A (G)
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Wichtige Aquivalenzen der Pradikatenlogik

Seien F und G beliebige Formeln
1. -V¥x F =3x =F Dualitat vonV und 3
-3x F =Vx -F

Falls xin G nicht frei vorkommt Ab\?grzpltzigpmeln ohne freie Variablen
(VXFAG)=Vx(FAG)

in den Bereich eines Quantors:
(VxFvG)=Vx(FvG) Skopuserweiterung
(3xFAG =3x (FAG)

(3xFvG) =3x (Fv Q)
3. Distributivitat von

- All-quant. bzgl. Konjunktion
VXxFAVY =Vx (F . M h
EEI;(F \//\ EIXXSL 3 :((F \//\((}})) Exist-quant. bzgl. Disjunktion

Vertauschungler

4, -
VxVy F=Vy Vx F 1
xYY y IR Quantorenreihenfolge

dx3dy F=3y3Ix F
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Beweis einer Absorptionsaquivalenz

Satz: (VxF A G) = Vx (F A G), falls x nicht frei in G vorkommt.
Bew.:

Sei A = (U, 1) eine Struktur, passend sowohlx F A G) als auch zwx (F A G).
ANxFAG)=1

Gbw. A(VxF)=1undA(G)=1

Gbw. furalled e U gilt: A g (F) =1und A (G) =1
Gbw. furalled e U gilt: A q (F) =1 und A g (G) =1
Gbw. furallede Ugilt: Apyq (FAG)=1

Gbw. A(Vx(FAG)=1

[da X nicht frei inG]

Habel / Freksa / Eschenbach Logik—10 [B]

Ersetzbarkeitstheorem (Pradikatenlogik)

Satz
SeienF undG &quivalente Formeln und déieine Formehit Teilformel F.
SeiH' eine Formel, die aug durch Ersetzung voR durchG hervorgeht.
Dann gilt:H' = H.

Bew. (folgt dem Prinzip der strukturellen Induktion):

* Beim Induktionsschritt sind zusétzlich zu den Féllen, die beim Beweis des
Ersetzbarkeitstheorem fir die Aussagenlogik beriicksichtigt wurden,
auch folgende Félle zu beweisen:
* Hhat die FormH =3x H;
* H hat die FormH = Vx H;

Anmerkung: Induktionsbeweise Uber den Aufbau pradikatenlogischer Formeln

e zusétzlich bei Beweisen zu Eigenschaften von Formeln
= Formeln mit Quantifikation

* zusatzlich gegebenfalls induktive Beweise Uber die Eigenschaften von Termen

Habel / Freksa / Eschenbach Logik—=10 [7]

Einige Nicht-Aquivalenzen

Satz:

a) (VxXFvVxG) £ Vx(FvVvQG)
(3xFA3IxG) £ Ix(FAG)

b) vx3dy F #£ 3y VxF

Beweis:

* (Gegenbeispiele:
e zua) F=istungerade Zahl,G = ist gerade Zahl
e zub) F=istdirekter Nachfolger von
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Aquivalenz-Umformungen

(~(3x P (x,y) v VzQ (2)) A 3w P (f (aw)))

= (F3xP (X, y) A 7Vz Q (2)) A 3w P (f (aw))) de Morgan
= (Vx =P(x,y) A 3z =Q (2)) A AW P (f (a,w))) [1] Dualitét
= Aw P (f (aw)) A (Vx =P (X, y) A 3z -Q (2))) Komm. A

Fw (P (f(@aw) A (VX =P (x,y) A 32 2Q (2)))
w (P (f(aw) A Vx (=P (x, y) A 32 -Q (2)))
Iw (Vx (=P (x,y) A 3z -Q (2)) A P (f (a,w))) Komm. A
Iw (Vx (3z=Q (z) A =P (X, y)) A P (f (a,w))) Komm. A
Iw (Vx 3z (=Q (z) A =P (x,y)) A P (f (aw)))
Iw Vx 3z (-Q (z) A-P (x,y) A P (f (aw)))

_ Quantorenreihenfolge nach der Umformung héangt von der Reihenfolge der
Umformungen ab

[2] Skopus von Iw
[2] Skopus von Vx

[2] Skopus von 3z

[2] Skopus von Vx

_ Skopuserweiterung nach [2] ist nur mdglich, wenn in der absorbierten Formel nicht di

Variable aulftritt, die durch den betroffenen Quantor gebunden ist.
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Substitution (1)

Definition (Substitution)

SeienF eine Formelx eine Variable und t ein Terrfxs ist die Formel, die sich als
ergibt, wenn jedes freie Vorkommen der Variableim F durch den Termersetzt wird.
[x/t] wird als Substitutiorbezeichnet.

¢ Substitutionen kénnen als AbbildungenV — T von der Menge der Variablen in
die Menge der Terme aufgefasst werden. 8tét) wird auchyo geschrieben.

=>» Substitutionen kdnnen mehr als eine Variable ersetzen.

. . . . ,fallsz =x
* [x/] ist dann die Abbildung, fur die gilt: 0 (z) =5, sonst -

d.h. die Abbildung, die die Variableauft abbildet
und alle anderen Variablen auf sich selbst abbildet.

* Seio: V — T eine Substitution. Fortsetzung vorzu einer Abbildung 7 T:
* 0 /(c) =co =c fir alle Konstantensymbole (null-stelligen Funktionssymbole)

. U(f(tl,..., tk)) =f(o (tl),..., o (tk)) =f(t,0,...,0)

* Seio: V — T eine Substitution. Entsprechend zum Fall der Terme erfolgt auch die

Fortsetzung vow zu einer Abbildundg — F von Formeln auf Formeln.
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Uberfiihrungslemma

Uberfuihrungslemma:

SeiF eine Formelx eine Variable undein Term, der keine i gebundene Variable enthalt.

Dann gilt:
A Frg)= A pwa @) )

* Beweis: sieche Schoning: Ubung 58.

* Das Uberfiihrungslemma stellt den Zusammenhang zwischen Substitutionen und

Modellen (bzw. Auswertungen) her:

s A (Fxy) Auswertung einer Formel, die aBslurch Substitution vor durch
t hervorgeht

* Aaq (F) Auswertung vork bezlglich der x-Variante, in derzu A (t)

ausgewertet wird.
T F [X/t] e F[X/t]
LA ! !
A(Y) VA a1 LA
Aa o) F) = A (Frxn)
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Substitution (2)

Komposition von Substitutionen:

* [x/t]] [y/ty] bezeichnet die Substitution, die zuerst jedes freie Vorkommer garch
t; ersetzt und anschliessend jedes freie Vorkommely domcht, ersetzt.

Px)AQ((y) P(x) A Q(f(y) Px)AQ ()
[Xla] P@)AQU() [[xy PMAQEY) [[XeW] PEy)AQEX)
[yla]l P@aAQ((a) |[yd P@AQE@) |[lyd P(g@) AQf(@)

¢ Seieno undt Substitutionen. Di&ompositiorvon o undt ist die SubstitutiomT, fir
die gilt: x (oT) = (x0) T, d.h.;0T (x) =7 (0 (x)), fur alle Variablerx € V.
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Umbenennung

Lemma (gebundene Umbenennung)

SeiF = 9x G eine Formel mit dem Quant& € {3, V}.
y sei eine Variable, die i& nicht vorkommt.

Dann gilt: F = Qy Gxy)-

Beweis: siehe Ubungsaufgabe.

Zu jeder FormeF gibt es eine aquivalente Fornain bereinigter Form
Eine FormelG heissibereinigt falls es keine Variable i@ gibt,

die in der Formel sowohl gebunden als auch frei vorkommt

und falls alle Quantoren i@ unterschiedliche Variablen binden.
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Pranexform (1)

Definition (Pranexform)
Eine Formel heisst pranex, falls sie die folgende Form aufvisti Q »y,... Q .y F,
wobei 9 ; € {3, V}, n 20, diey; Variablen sind und in F keine Quantoren vorkommen.

9 1y19 2y2... Q 4y, heisstPrafix, F ist dieMatrix.

Satz (Existenz einer aquivalenten Formel in Pranexform)

Fur jede FormeF gibt es eine aquivalente und bereinigte Foi@hil Pranexform.
(BPF= bereinigt in Pranexform)

Beweis:(Durch Induktion tiber die syntaktische Struktur der Formel)
e Induktionsanfang:  Fist eine atomare Formel. Dann Faranexform.
* Induktionsschritt, mit den drei Fallen.
* F hat die Form-F
* F hat die FornF{® Fp, mit® € {A, v}, d.h.:F =F A Fp oderF =F; v F».
* F hatdie Forn®Q x F{, mit Q € {3, v}.
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Skolemisierung (1)

Definition (Skolemisierung, Skolemfunktion, Skolemkonstante)

SeiF in bereinigter Pranexfor@,y; 9>ys... Quyn G.
* 9,,5ei der am weitesten links stehende Existenzquantof; Hdti.die Form

Vy1Vys... Vy 3z G', mit G' = Q yoykse2... Q0yn G, k= 0.
e Wir fihren ein neues k-stelliges Funktionssynbah und bilden die Formel:
F' = Vy1Vy2... Vyk G' [Z/f (yl, A yk)]
* Der Prafix vonF' ist: VyiVys... Vyx Qk+2 Yk+2--- Q.nYn-
F' enthalt einen Existenzquantor wenigertals
Die durch diesen Existenzquantor gebundene Variable tritt nicht mEhauih
Sie wurde durcHi(yy, ..., yx) substituiert.
« f heissiSkolemfunktionbzw. — im Fall k = 0 -Skolemkonstante
[Toralf Skolem]
* Symbole fur Skolemfunktionen und Skolemkonstanten sind von allen bisher
verwendeten Funktionssymbolen verschieden.

= Dieser Vorgang der Einfilhrung neuer Funktionssymb@&elemisierungenannt —
stellt eine Erweiterung des Alphabets — und somit der Sprache — dar.
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Pranexform (2): Beweisfortsetzung

F hat die FormrF; undG; = Q 1y19 2y3... Q .vn G' (Mit der MatrixG')
sei eine zWF; aquivalente Formel in Pranexform.
- HifallsQ=0
SelQ =M fals0=11 -

Dann gilt:F = -Ql)’1 szz--- Q,yn—uG'.

F hat die FornF,; ®F,. G; undG, seien z\F; bzw.F, &quivalente Formeln in bereinigter
Pranexform, die unterschiedliche gebundene Variablen enthalten.
[gemeinsame Bereinigung !]
¢ Dann habeits; undG, folgende Form:
G =2 1y122y2... 2 yn Gi' UndGy = Q1219 75... Q7 Gy,
wobeiG;"' undG,' Matrixform haben.

« Dann gl|tF = Q 1y1Q 2y2... Qnyn .QiZ]Q;ZQ... Q;(Zk (G]'@Gz')

¢ F hat die Forn® x Fy, mit @ € {3, V} und F, sei aquivalent zur bereinigten
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Pranexformel 1y,9 »y,... @ nyn Fi', mitx verschieden zu allep.
Dann g”t:FE QX Q 1y1Q 2y2... Qnyn F'.
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Skolemisierung (2)

Beispiele
k=0 3Ix Vy (vorf (x,y) A weibl (x))

Skolemkonstante:
Vy (vorf (e,y) A weibl (e))

k

=1 Vy 3Ix (elt (x,y) A weibl (x))

Skolemfunktionm (y)
Vy (elt (m (y), y) A weibl (m (y)))

Vy 3x (vorf (x,y) A weibl (x))

Skolemfunktionf (y)
vy (vorf (f (y).y) A weibl (f ()
k=2 Vx Vy 3z (gr_elt (x,y) — (elt (x,2) A elt (z,y)))
Vx Vy 3z (mgr_elt (x,y) Vv (elt (x,z) A elt (z,y)))
Skolemfunktiong (x,y)
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Vx Vy (mgr_elt (x,y) v (elt (x, g (x,y)) A elt (g (x,y).y)))

= Vorsicht: Die Einfuhrung der Skolemfunktion besagt noch nichts tber die
Interpretation der Formeln, die Skolemfunktionen enthalten.
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Erfullbarkeitsdquivalenz Skolemisierung — Erfullbarkeitsdquivalenz

Definition (Erfullbarkeitsdquivalenz)
Zvyei FormelnF undG sinderfu_llbarkeitsaquivalemwenn gilt: SeiFin BPF:  F=Vy,Vy,... Vyx 32 G
F ist erfullbarcbw. G erflllbar ist.
* F undG sind erfilllbarkeitsaquivalent: Es gibt eine erflillende StruktauF GDW.
es eine erfiillende Struktud'zuG gibt. F' =Vy Vys... Vyk Glz/f (y1, ..., Yo
* F undG sind erfillbarkeitsaquivalent ist unerfullbarcbw. G unerfillbar ist.

* Aquivalenz betrifft gleiche Bewertung durch alle passenden Strukturen.
Erfullbarkeitsaquivalenz betrifft die Existenz von erfullenden Strukturen. Lemma: F undF sind erfiillbarkeitsaquivalent.
(Diese kdnnen verschieden sein.)

* Erfullbarkeitsaquivalenz ist schwécher als Aquivalenz,
d.h. Aquivalenz schliesst Erfullbarkeitsdquivalenz ein.

undF' sei durch Skolemisierung bzd@?., entstanden:

=>» Beweis siehe Schoning.

Satz
SeiF eine Formel und seien, ..., x, die inF frei vorkommenden Variablen.
F ist genau dann erfillbar, weal; ... 3x, F erfillbar ist.

= F (mit den freien Variablery,..., x,) und3x; ... 3x, F sind erflllbarkeitsdquivalent.
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Erfullbarkeitslemma fur Skolemisierungen Skolemform
Beweisidee: Verfahren zur Erstellung der Skolemform:
e k=0 F =3x Vy (P; (x,y) A Py (x)) -
F'=Vy (P (f,y) A P2 (f) SeiF in BPF
- WennF erfiillbar, gibt es7 mit A (F) = 1. while Eezri‘;ha't Existenzquantao

Dieses ModellA weistf einen Wert zuA ist auch eine zH passende Struktur.

L . . SeiF =Vy;Vy;... Vyx 32 G und G in BPF
Um F wahr zu machen, wird eine geeignete x-Variante ddmenotigt, Y17Y2 Yk

Fiihre ein neues k-stelliges Funktionssymbol ein und setze:

die Vy (P (x.y) A P2 (x)) wahr macht. Dies ist genail [ 4 (- F=Vy¥ys... Vyk G'[z/f (y1, ..., yo)]
* WennF erfillbar, gibt es/A mit “A (F) = 1. Wir gehen davon aus, dagsminimal end
in folgendem Sinne ist4 ist genau fur die Konstanten definiert, die fir die
Interpretation vor bendétigt werden. Zu konstruieren ist ein ModellHur Als Skolemfornwird eine BPF bezeichnet, bei der keine Existenzquantoren auftreten.

Da A (F) = 1, gibt es eine x-Variante vafl, dieVy (P1(x,y) A P2(x)) wahr macht,

etwa A yq (Vy (Vy (P1(xy) A Pp(x))) = 1. . . .. T
A'wird als eine Erweiterung vofl definiert, bei der zusatzlichl (f) = d gesetzt Satz (Existenz einer erfillbarkeitsaquivalenten Skolemform)

wird. Dann gilt: A' (F) = 1 Fur jede FormeF in BPF existiert eine Skolemforh), die erfiillbarkeitsdquivalent Zuist.
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Klauselnormalform fur die Pradikatenlogik

Umformungsschritte
F
Bereinigung:
Umbenennen der gebundenen Variablen
Fi bereinigt|F = Fy
Bindung aller freien Variablen durch
Existenzquantoren
Fy bereinigt, geschlossef erfiillbarkeitsaquivalerii,
Erstellung einer Pranexform
F3 BNF, geschlossdit, = F3
Skolemisierung
Fy Skolemform, geschlossgRj erfiillbarkeitsdquivaleriis
Umformung der Matrix in KNF
Fs KlauselnormalformiFy = Fs

* F undFj sind erfullbarkeitsaquivalent.

* Fj5 enthélt keine Existenzquantoren und keine freien Variablen, d.h. alle Variablen von

F5 sind allquantifiziert=>» Die Matrix vonF5 enthalt alle relevante Informatiom®
Der Préafix der Allguantoren kann gestrichen werden.
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