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o Was es heute zu horen und sehen gibt

* Vom Programm zur Rekurrenz
« am Beispiel Merge-Sort

* Losen von Rekurrenzen
e _von Hand"
* mit der Mastermethode
* mit generierenden Funktionen
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o Merge-Sort

« (Gegeben: zu sortierende . i}
Datensatze, z.B. Array Unsortierte Datensatze

* Vorgehen:

» Teile Daten auf (ggf.
mehrfach) Teil 1 Teil 2

* sortiere diese

_ Sortiere
 verschmelze einzelne

Ergebnisse zum
Gesamtergebnis

Teil 1, sortiert Teil 2, sortiert

« Besonderheit: beim
Aufteilen in Telllisten der

Lange 1 entfalit der Sortierte Datensatze
Zwischenschritt

Sortieren

Verschmelze
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L) Merge-Sort (Il
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) Merge-Sort (Il

1. Basisfall. O(1)

if (F == | | Length(F)=1) return F;

2. Divide

// Spalte F in zwei gleich groBe Listen.
Fl = CopylList(F,1,Length(F)/2;
F2 = Copylist(F, (Length(F)/2)+1), Length(F));

3. Conquer 2?27
// Sortiere Fl und F2.
S1 = MergeSort(Fl);
S2 = MergeSort (F2);

Informatik Il Tutorium - Joachim Wilke




D Merge-Sort (IV)

4. Join

// Erzeuge S durch Mischen von S1 und S2.
while (S1 '== 0 && S2 !'== 0)
if (Head(S1l) <= Head(S2))
Append (S, Head(S1l)) ;
S1 Remove (Head (S1), S1);
else
Append (S, Head(S2)):;
S2 Remove (Head (S2), S2);
if (S1 == 0)
AppendList (S, S2);
else
AppendList (S, S1);

return S;
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D Aufwandsanalyse

« (Gesamter Aufwand also:
O(1) + O(n) + ?2?? + O(n)

* Als Rekurrenz:
T(nN)=1+n+T(n/2) + T(n/2) + n
T(n)=2T(n/2) + 2n + 1

* aulerdem: T(1)=1

* Aus geschlossener Form lasst sich der Aufwand ablesen

hier: T(n) = O(n log n)
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D Rekurrenzen losen

1. scharfes Anschauen der Rekurrenz, “finden” einer
Losung und beweisen, dass sie richtig ist

2. Rekurrenz genugt bestimmten Anforderungen -
Master-Methode zum |I6sen verwenden

3. Nichts hilft: Versuch mit generierenden Funktionen
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) maglichkeit 1a

 Gegeben: T(0)=0, T(n) = T(n-1) + n-1

 lIdee: Die geschlossene Form mul} ein Polynom vom
Grad 2 sein, weil:

- n T(n) Diffl Diff2
-0 O

-1 0 0

.« 2 1 1 1
-3 3 2 1
-4 6 3 1
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) maglichkeit 1a

 Gegeben: T(0)=0, T(n) = T(n-1) + n-1

« Also Ansatz: f(n) =an?+bn + ¢
 Einsetzen der ersten Glieder ergibt: f(n) = 1/,n% - 1/,n

e Somit: T(n) = O(n?)
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) maglichkeit 1b

 Gegeben: T(0)=0, T(n) = T(n-1) + n-1
* Andere ldee: In jedem Schritt wird (n-1) addiert
e Also:f(n)=0+X_,"1i=((n-1)n)/2=1",n%-1,n

« Und wieder: T(n) = O(n?)
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D Rekurrenzen losen

1. scharfes Anschauen der Rekurrenz, “finden” einer
Losung und beweisen, dass sie richtig ist

2. Rekurrenz genugt bestimmten Anforderungen -
Master-Methode zum lI6sen verwenden

3. Nichts hilft: Versuch mit generierenden Funktionen
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) Méglichkeit 2

* Rekurrenz mul} in folgender Form vorliegen:
T(n) = a-T(n/b) + f(n)

Sela=1undb =1, self(n) eine Funktion und T(n) gegeben
durch die Rekurrenz
T(n)=a- T(n/b) + f(n)

Dann ist T(n) asymptotisch beschrankt durch:

Wenn f(n)=0(n'*%2) fiir einige £>0, dann T(n) = O(n'*%?)
Wenn f(n)=0(n"%?), dann T(n) = ©(n'%:2 - log, n)
Wenn f(n)=Q(n'°%2*) fiir einige €>0 und wenn

a - f(n/b)<c-f(n)flrc<1und genugend grofle n,
dann T(n) = O(f(n)).
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) Méglichkeit 2

* Rekurrenz mul} in folgender Form vorliegen:
T(n) = a-T(n/b) + f(n)

* Beispiel:
« T(n)=2T(n/2) + 2n + 1
also:a=2,b=2,1f(n)=2n+1

* log,2 =1, also trifft Fall 2 zu, denn f(n) = 2n+1 = O(n)
« Nach MT gilt dann: T(n) = P(n log, n)

« Master-Theorem liefert keine exakte Losung fur
Rekurrenzen!
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D Rekurrenzen losen

1. scharfes Anschauen der Rekurrenz, “finden” einer
Losung und beweisen, dass sie richtig ist

2. Rekurrenz genugt bestimmten Anforderungen -
Master-Methode zum |I6sen verwenden

3. Nichts hilft: Versuch mit generierenden Funktionen

Informatik Il Tutorium - Joachim Wilke 15




) maglichkeit 3

« (Gegebene Rekurrenz:
) go =
) 91 =

« Zu einer Gleichung zusammenfassen:

y gn = gn—1 + gn—2 + [n=1]
* [query] ist eine spezielle Funktion,
die 1 liefert, wenn query wahr ist, sonst O.

* ausserdem gilt: g, <)= 0
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D Rekurrenzen mit generierenden Funktionen losen

« Mit z" multiplizieren
¢ gn z" = gn-1 z" + gn-2 z" + [n=1] Z"

e Summieren uber n
y Zn gn Zn = Zn gn-1 Zn + ann-2 Zn + Zn[n=1] Zn

 Vereinfachen
- G(z) =2,9,42"+2.9,,2"+ 0+z+0+0+...

* [ndextransformation durchfihren
- G(z) =X,9,Z""+X g,Z"2+z
- G(z) =zX,9,Z2"+2?>,.0,2"+zZ
« G(z) =zG(z)+z°G(z)+z
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D Rekurrenzen mit generierenden Funktionen losen

* Nach G(z) auflosen
- G(z) =zX,9,Z2"+2?>,.0,2"+zZ
« G(z) =2zG(z)+z°G(z)+z
« G(z)-2zG(z) - 22G(z) =z
- G(z20(1—-z-2%) =z
c G(z2)=z/(1-2z-2?)

« Koeffizienten von G(z) ermitteln
c G(z2)=z/(1-2z-2?)
- G(z)=A/(1-pz)+B/(1-qz)

c p=(1++v5)/2 und q=(1-v5)/2
« A=B=1/5
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D Rekurrenzen mit generierenden Funktionen losen

* Folgende Regel qilt:
a B m—+n n o n
(1 _ pz)m-—l—l - Z ( m ) ap- =

n=>0

« Vereinfacht gilt also: a/ (1 - pz) = >, ap"z"

« Angewandt auf unser Zwischenergebnis
« G(z)=(1/v5)/(1=pz)+(1/5)/(1-qz)
e mitp=(1++v5)/2 und q=(1-v5)/2
 ergibt sich
- G(z)=2,(1/V5) pzn+ 2. (1/V5)qz"
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D Rekurrenzen mit generierenden Funktionen losen

.« G(2)=3. (1/5)pz"+ 3 (1/5)qz"

* Die Koeffizienten des n-ten Summanden lauten jeweils:
(1/v5)p"und (1/+5)q"

* Die gesuchte geschlossene Form entspricht genau
diesen Koeffizienten, d.h.

g(n) = (1/5) (p" +q")
mitp=(1++v5)/2 und gq=(1-v5)/2
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D Und das war’s fur heute...

7 Schiines Nochenende
& Viel Eriolg hel
der [(Prohel-Klausur

Folien unter:
http://joachim-wilke.de

Email:
info2@)joachim-wilke.de
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